Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 11. bfezna 2022

1 Determinanty
Cile cviceni:

e Procvicit vypocet determinantii, adjungovanych matic a uziti Cramerova pravidla.

Resené priklady:

Uloha 1.1. Spocditejte nad télesy Q, Zs a Z; determinanty matic
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Reseni. (a) Postupujeme piimo podle definice a matici oznac¢ime A. Rozmyslime si, e Sy = {Id, (12)},
proto det(A) = 3-2—1-1 = 5 nad télesy Q, R. Obvykla ivaha o pocitani v télesech Z, ndm umozni vyuzit
vysledku spocitaného v télese racionalnich ¢isel, ktery nakonec staci upravit modulo p. To znamena, ze
det(A) = 5 mod 5 = 0 nad télesem Zs a det(A) = 5 mod 7 = 5 nad télesem Zj.

(b) I tentokrat muzeme fakticky postupovat podle definice a matici ozna¢ime A. Sudym permutacim
Id, (123) a (132) z S5 odpovidaji po fadé sou¢iny 1-1-4,2-0-1a 1-2-4 (vzdy bereme nejprve hodnotu
z prvniho fadku, poté z druhého a nakonec z tfetiho) a lichym permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji
souciny 2-2-4,1-1-1a1-0-4, proto

det(A) = det =1-1-4+41-2-4-2-2:4-1-1-1= -5,
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To znamend, ze det(A) = —5 nad télesem Q, det(A) = 0 nad télesem Zs a det(A) = 2 nad télesem Zj.
(c) Pouzijeme vétu, ktera ¥ika, ze det(A- B) = det(A) - det(B). Uz mame spocitany determinant matice
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nad Q. Pro druhou rovnost jsme pouzili vztah determinantu a elementarnich sloupcovych tuprav a pro
tfeti rozvoj podle druhého sloupce. Podobné jako v predchozich ptipadech pak dostaneme det B = 1

nad Zs a det B = 6 nad Z;. To znamend, Ze hledany det(A - B) je —30 nad télesem @Q, 0 nad télesem
Zs a b nad télesem Z-.

(d) Pfipomernime, Ze tvrzeni z prednésky nam ftikaji, jak se zméni determinant matice, provedeme-
li nekterou z fadkovych tuprav. Navic uvédomime, ze determinantem trojihelnikové matice je soucin
hodnot na hlavni diagonale. Budeme-li tedy pomoci elementarnich tprav radkt prevadét matici, kterou



si oznac¢ime jako D, do odstupnovaného tvaru, vime v kazdém kroku, jak jsme puvodni determinant
zménili. Upravujme a pocitejme tedy:
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det@) =105 1 9lo02 1 2/1=l00 5 —2/=loo0 5 —o=1151=5
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Zjistili jsme tedy, ze det(D) = 5 nad télesem Q, det(D) = 0 nad télesem Zs a det(D) = 5 nad télesem Z.
Uloha 1.2. Rozhodnéte, pro které realna a jsou regularni redlné matice
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Reseni. Nejprve spocitame determinanty det(P(a)) =det [a 1 a| =a—a? a
1 a 0
a -1 -1 20—1 0
det(Q(a)) =det la—1 1 1 | =det|{a—-1 1
a+1 1 0 a+1 1
Tvrzeni 7.22 ze skript ik, Ze je matice regularni, pravé kdyz je jeji determinant nenulovy. Determinanty
matic P(a) a Q(a) uz jsme spocitali, zbyva ndm s vyuzitim Véty 7.26 spocitat det(P(a) - Q(a)) =
det(P(a))-det(Q(a)) = a(l —a)(1—2a). Vidime, Ze je matice P(a) regularni, pravé kdyz a € R\ {0, 1},
matice ((a) je regularni, pravé kdyz a € R\ {%} a sou¢in P(a) - Q(a) je regularni, pravé kdyz a €
R\ {0,1.1}.

Konec¢né indukéni aplikaci Véty 7.26 dostavame, ze

det(P(a)®" - Q(a)*™) = det(P(a))*" - det(Q(a))*™ = a®"(1 — a)®"(1 — 2a)*™.

Protoze polynom a®7(1 — a)?"(1 — 2a)*™ v proménné a nemd jiné kofeny nez 0, 3, 1, vidime, Ze je

matice P(a)*7 - Q(a)*™ reguldrni opét pravé tehdy, kdyz a € R\ {0, 3,1}

Uloha 1.3. Uvazujme matici redlnou matici A = (i 2) a vektor b = (i)

a) Urcete adjungovanou matici adj (A).

Urcete soutadnici xo TeSeni soustavy linedrnich rovnic Ax = b.

(a)

(b) Urdete matici A~

()

(d) Urcete obsah trojihelniku v R?, jehoz vrcholy jsou (0,0)7, (2,3)7, (5,1).

Reseni. (a) Pfimo z definice mizeme spocitat, ze

adj (4) = (_54 _23).

Konkrétné pro algebraické dopliky jsou Aj; = a9 = 5, Ajg = —ag; = —4, Ay = —a;p = —3 a
AQQ = a1 = 2.



(b) Véta 7.38 ve skriptech fika, ze

a1 1(5 -3
AT = Fam W =3 <—4 2 )

(c) MuZeme pouzit Cramerovo pravidlo (Véta 7.28). Ve znaceni z véty pak

2 5
W (20).

Tedy xo = (f(:t((%) = 1—128 =9.

(d) Obsah rovnobézniku

(0,0)"
je roven absolutni hodnoté determinantu matice
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tedy 13. Obsah trojtuhelniku je polovic¢ni, tedy 12—3

Uloha 1.4. Mé&jme matici

0005
5 8 7 4
A=1¢ 411
4 7 3 3

Urcete prvek na pozici (4,1) jeji inverzni matice (bez toho, abyste pocitali celou inverzni matici).

ResSeni. Z Véty 7.38 vime, 7e kjZeny prvek A~' je roven —44-. Vsimneme si, Ze

det(A) "
5 8 7 5 8 7
A14 =—16 4 1 a det(A) =516 4 1| = 5A14.
4 7 3 4 7 3

(pouzili jsme rozvoj det(A) podle prvniho fadku). Vyjde tedy :.

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 1.5. Urcete determinanty redlnych matic

2 00 0 1 055 011
15 7300 7300
1 055 11 8 40
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Co se d& na zékladé toho o maticich Fict?

Reseni: (a) —9, (b) 120, (c) 120, (d) 0, (e) 0, (f) 130. Matice (d) a (e) jsou singuldrni, ostatni jsou regularni.

1 2 2 3
Uloha 1.6. Uvazujme matici A= |1 1 3| avektorb= |1
2 31 1

(a) Urcete prvek matice A~! na pozici (2, 1).
(b) Urcete soutadnici 5 feSeni soustavy linearnich rovnic Ax = b.

(c) Uréete objem ¢tyisténu v R3, jehoz vrcholy jsou (0,0,0)7, (1,2,2)%, (1,1,3)T a (2,3,1).

Reseni: (a) 2, (b) 1!, (c) 2. V bod& (c) miizete vyuzit toho, Ze EtyFstén s vrcholy o, e, e a e3 mé objem # a
najit linearni zobrazeni, které tento ¢tyistén pievede na ten ze zadani.

Uloha 1.7. Spocitejte determinant matice

1 3 =31 1
3 2 7 5 =9
H=12 1 -1 2 0
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

nad télesem racionalnich cisel.
Reseni: Vyjde —344. Praci si vyrazné usnadnime, ode¢teme-li prvni sloupec od étvrtého.

Uloha 1.8. Rozhodnéte, pro kterd = € Zs je matice

2x r+3 2x-+1
r+4 3x+2 3
r+1 x 4x

nad télesem Zs singularni.
Reseni: Je singularni, pravé kdyz je = = 3.

Uloha 1.9. (a) Vyieste nad realnymi ¢isly soustavu rovnic Ax = (1,0,0)7 s redlnym parametrem a,
kde

20+1 a 2a
A= a 1 a+1
2a 0 2a

Pouzijte Cramerovo pravidlo.

(b) Vyjadiete spoctené det A;, kde A; je matice A s i-tym sloupcem nahrazenym pravou stranou sou-
stavy, pomoci algebraickych doplitkit A;; = (—1)"*J det M;; (viz definice ve skriptech). Uz vidite, ze
opravdu plati A~! = %? (Napovéda: Determinant A lze spocist snadno pomoci determinanti A; az

Az. Déle x = A71(1,0,0)T je prvni sloupec A71.)



R edoni- — — 2a _ 1 B ) . . _
Reseni: z1 = 2 = 55084y = o 247 Pro a € R\ {0, —1}, feseni neexistuje pro a = —1 a

1
(1,0,0)7 + LO{(0,1,-1)T} proa =0 .

Uloha 1.10. Uréete determinant matice nxn, kterd vznikne jako levy horni roh Pascalova trojthelniku:

11 1 1
12 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

Reseni: 1 pro vSechna n € N.

Uloha 1.11. K matici

urcete matici adjungovanou a matici inverzni.

Uloha 1.12. Urdete objem rovnobé&znosténu vytyceného vektory (1,1,0), (3,5, —2) a (4,0, 7).

Obtiznéjsi priklady

Uloha 1.13. Spo¢téte determinant

3 2 2 . 2 2
2 3 2 2 2
2 2 3 2 2
2 2 2 . 3 2
2 2 2 2 3

10 ...00
121 ...00
12 ...00
A= :
000 ...21
000 ...1

Uloha 1.15. Spoctéte determinant matice A € R™*", jejiz prvky jsou zaddny piedpisem a;; = |i — j|.

Uloha 1.16. Uvazujme matici A € R™*", v niZ je obsazena k x | podmatice, ktera je nulova. Ukazte,
ze pokud k + [ > n, musi byt determinant matice A roven nule.



