Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 7. bfezna 2022

3 Ortogonalizace
Cile cviceni:
e Procvicit rychlé hledéni soutadnic vzhledem k ortonormalni bazi (Fourierovy koeficienty),

e pocitat ortogonalni dopliky a ortogonalni projekce,

e procvicit algoritmus Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace a urcovat QR-rozklady.
Resené piiklady:
Uloha 3.1. Necht
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jsou vektory v realném aritmetickém vektorovém prostoru R? se standardnim skaldrnim soudinem.

(a) Oveite, Ze B = (by, by, b3) je ortonormalni baze R3,
(b) spoéitejte souradnice vektori (0,0,1)7, (2,1,0)T a (1,2,3)T vzhledem k ortonormalni bazi B,
(c) urcete ortogonalni projekce vektort (0,0,1)7, (2,1,0)” do podprostoru U = LO{by, by}.

Reseni. (a) Podle definice spo¢itame
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tedy zjistili jsme, ze B je ortonormalni, a proto linearné nezavisla posloupnost. Protoze jde o t¥iprvkovou
linedrné nezavislou posloupnost ve vektorovém prostoru dimenze 3, musi jit o bazi.

Mohli jsme také uvazit matici N = (by | b | bs), jejiz sloupce jsou tvofeny vektory by, bs a bs, a ovéfit,
7e NTN = I,

(b) Pfipometime, Ze pro kazdou ortonorméalni bazi B = (by, by, bs) tvofi soutadnice vektoru v € R3
vzhledem k bézi B jednoznaéné uréeny aritmeticky vektor (z1,zs,73)7 € R3) pro ktery plati v =
Z?:1 x;b;. Vyuzijeme-li ortonormality baze, vidime, Ze
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tedy soutadnice vektoru v jsou pravé Fourierovy koeficienty. Konkrétné dostavame, ze
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jsou soutadnice vektoru (2,1,0)” vzhledem k bazi B a nakonec
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jsou soutadnice vektoru (1,2,3)” vzhledem k bazi B.

(c) V piedchozi ivaze jsme zjistili, Ze (0,0,1)T = \/Lgbl +0bsy + \_/—%bg, proto ortogonalni projekci vektoru

(0,0,1)" do U tvoii vektor =by = (1,1, 1)".

Obdobné protoze (2,1,0)T = v/3by + by + +/2bs, je vektor v/3b; + by = (2,1 1)T ortogonalni
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projekei vektoru (2,1,0)% do U. O

Uloha 3.2. V realném vektorovém prostoru R? se standardnim skalarnim sou¢inem uvazujme podpro-
stor
V =LO0{(1,1,0)",(1,3,2)" }.

a) Najdéte néjakou ortonormalni béazi prostoru V,

(a)

(b) najdéte ortogonalni bazi V obsahujici vektor (2,4,2)7,

(c) urcete ortonorméalni béazi (cy, ¢, ¢3) prostoru R?, pro niz V = LO{cy, ca}.
)

(d) urcete ortogonélni projekci vektoru (2,2, —1)T do podprostoru V,

Reseni. (a) Budeme upravovat napiiklad bazi ((1,1,0)7,(1,3,2)”) Gramovou-Schmidtovou ortogo-
nalizaci. PoloZime nejprve u, = m(l, 1,0)T = \%(1, 1,0)T. Déle hleddme vektor u), ve tvaru
u), = (1,3,2)7 + ¢ uy (ve skriptech tomuto vektoru odpovida vektor vo — wy). Z podminky ufu), = 0
dostavame, ze ¢ = —uf (1,3,2)T = —\%, proto ujy = (—1,1,2)7. Nyni vektor u) normalizujeme a

dostaneme us = 1 (—1,1,2)" = \/ié(—l, 1,2)T.
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Hledanou ortonormalni bazi V' je tedy posloupnost (\%(1, 1,0)T, \/Lg(—l, 1,2)T).
(b) Postupujeme obdobné jako v (a), jen zvolime bazi V zadéinajici vektorem (2,4,2)T, naptiklad bézi
((2,4,2)7,(1,1,0)T). Budeme postupovat podobné jako v (a), tentokrat oviem nemusime normalizovat:
PoloZime nejprve u; = (2,4,2)7 a hledame vektor uy ve tvaru uy = (1,1,0)7 + ¢ - uy. Z podminky

ul'u, = 0 tentokrat dostavame, ze
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proto uy = (1,1,0)" — 1 - (2,4,2)" = (1,0, -1)".
Hledanou ortogondlni bézi V' je tedy posloupnost ((2,4,2)", 1(1,0, —1)") nebo také ((2,4,2)”, (1,0, —-1)").

(c) V (a) jsme nalezli ortonormalni bézi (%(1,1,0)T,%6(—1,1,2)T). Pfipomenime, Ze kazdy vektor
kolmy na bazi podprostoru V' je kolmy na jeho vSechny vektory. Stac¢i ndm tedy najit vektor u takovy,
ze (1,1,0)u = 0 a zaroveil (1, 3,2)u = 0. Ten bude FeSenim homogenni soustavy rovnic s matici
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Snadno spoditame, Ze fesenim je napifklad vektor (—1,1,—1)7. Staci tedy tento vektor normalizo-

vat, abychom nasli posledni vektor hledané ortonormélni baze. Tedy je-li ¢; = \%(1, 1L,0)T, ¢y =
\/Lé(—l, 1,2)T, c3 = \%(—1, 1,—1)T, dostavdme ortonormdlni bazi (c;, s, c3) pozadovanych vlastnosti.

(d) Soutadnice ortogonélni projekce vektoru v na podprostor V' (ozna¢me ji w) vzhledem k ortonor-
mélni bazi B = (by,bs) tohoto podprostoru jsou Fourierovy koeficienty. Tj., je-li w = a1b; + asbo,
pak (a1,az) = (blv,blv). Polozme (by,by) = (\%(1, 1,0)" ’f( 1,1,2)T), coz je ortonormalni béaze
nalezend v tloze (a). Spocteme, Ze
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Uloha 3.3. Bud M = ((1,1,0)7, (0,1,1)T, (1,1,1)7) baze realného vektorového prostoru R? se stan-

dardnim skaldrnim soucinem. Najdéte takovou ortonormalni bazi B = (vy, Vs, v3) prostoru R3, aby

LO{(1,1,0)T} = LO{v.} a LO{(1,1,0)7,(0,1,1)T} = LO{vy, va}.

Reseni. Postupujme opét Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci.

2. vy =(0,1,1)"—=25(1,1,0)(0,1,1)"- 75(1,1,0)" = (=1, 1,2)". Proto || vy || = 5’ vo = Z=(~1,1,2)".
3. Piedné —5(1,1,0)(1,1,1)" = v2 a 2(-1,1,2)(1,1,1)" = } proto vi = (1,1,1)7 — /2 -
\/Lﬁ(lvlao)T_\/lg\/Lg( 17172)T:%(17_1 ) Tedy HV3H - a.V3 \/5(17_171)T
Nasli jsme ortonormalni bazi (%(1, 1,0)" \/Lé( 1,1,2)T, \%(1, LT O
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Uloha 3.4. Najdéte QR rozklady matic (a) [1 1|, (b) [1 1 1], (c) 110
01 011 L0 2
Reseni. Uvazujme obecnou matici A = (ay|...|a,,) s lineArné nezavislymi sloupci. Je-li uy, ..., u,, po-
sloupnost ortonormalnich vektort, kterou z posloupnosti a4, ..., a,, vytvorime Gramovou-Schmidtovou
ortogonalizaci a polozime-li Q = (wy]...|u,) a R = (ry), kde r;; = u/a;, potom je A = QR pravé
QR rozklad matice A. Navic poznamenejme, Ze r; = ul a; = ||uf||, tedy matice Q sestéava z vyslednych



ortonormaélnich vektori a matice R obsahuje pravé vsechny tudaje, které pri Gramoveé-Schmidtove orto-
gonalizaci spocitame (tedy nad diagonédlou vSechny potfebné skalarni soudiny a na diagondle vSechny
potfebné normy).

(a) Protoze jsou sloupce prvni matice pravé prvni dva vektory z ulohy 3.3, vyuzijeme prvnich dvou
kroktt Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 3.3 a sepiSeme tdaje do matic
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(b) Tentokrét sepiSeme do matic idaje celé Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 3.3, prvni dva sloupce
matic ) a R uz zndme (u prvnich dvou sloupctt R pfiddme nulovy posledni fadek). Tedy dostavame
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(¢) Nyni budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci upravovat linedrné nezéavislou posloupnost
vektort (1,1,1,1), (1,0,1,0)%, (0,1,0,2)" a mezivysledky sepisovat do matic Q a R. V&imnéme si, Ze
i =uj a; = [luj].
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Uloha 3.5. Uvazujme standardni skalarni sou¢in na komplexnim vektorovém prostoru C3.

(a) Najdéte ortonormdalni bézi podprostoru W = LO{(1,4,1 — i), (i,2 +14,—1)"},
(b) spoéitejte ortogonalni projekei vektoru (1,0, —i)” do podprostoru W.

Reseni. (a) Vyuzijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost vy = (1,4, 1 —
i)', vo = (i,2 +14,—1)". Nejprve uréime u; = M 5(1,4,1 —i)". Poté spocitame ¢ = uj(i,2 +
i, =17 =11, —i, 1+44)-(i,2+i, —1)7 = =2 = —iadaleu) = vo —cu; = (4,2+4, —1)T+£(1,i,1—0)" =
3(34,3+2i, =1 +14)7, proto up = —=(3i,3 + 2, —1 +4)".

(b) Staci, abychom spo¢itali soufadnice ortogonalni projekce vzhledem k ortonormalni bazi prostoru
W, tedy hodnoty
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Tedy ortogonalni projekce je vektor
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Tl(u, 1—i)T + 71(31,3 +2i,—140) = 5 (18— 90,7+ 40,0 170)7.

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 3.6. V prostoru R? se skalarnim soucinem (,) je B = ((1,1)7,(2,—1)7) ortonormalni baze.
Urcete

(a) <(17 4>T7 (27 0)T>’

(b) ortogonalni dopln¢k piimky LO{(4,1)"}.

(Napovéda: V této tloze neméte k dispozici predpis skalarniho souéinu, ale zato vite, které vektory jsou kolmé.

Dokéazete vytvorit néjaky predpis pro neznamy skaldrni souéin? Jak vypada pro soutadnice vici bazi B?)

Reseni: (a) 3, (b) (3,-3)T.
Uloha 3.7. Skalarni sou¢in na C? je ddn predpisem (u,v) = u* ( ) v . Najdéte

(a) vsechny vektory kolmé na vektor u = (1,)%,

(b) né&jakou ortonormalni bazi.

Regeni: (a) LO {(2 41,5+ 2i)T}, (b) Napiklad ( L (1,0)T, % (2,5)T> nebo ((0,1)7, (1,2)7).
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oha 3.8. prostoru se souflnem (U,v) = u — v ukazte, ze se jedna o skalarni
Uloha 3.8. V R3 i 1 1 -1 kazte, ze se jedna o skaldrni
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soucin a ortogonalizujte a normalizujte kanonickou bazi.

Reseni: Ortonormalni baze ziskana Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci je (%(1, 0,0)7, %(—1, 2,0)7, (0,1, 1)T> .

Uloha 3.9. Ozna¢me Py : R? — R? linearni zobrazeni, které piifazuje vektoru jeho ortogonélni projekci
do prostoru U z ulohy 3.1

(a) Ukaite, Ze matice [Py]}® je bib] + byb]

(b) Najdéte matici [Py]5.

(c) Urdete matice [Pp]5 a [Pyre]id.
)

(d) Urcete matici [PW]§§ pro W z tlohy 3.5.



