Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 2. dubna 2022

5 Vlastni éisla a vlastni vektory
Cile cviceni:

e Pocitat vlastni ¢isla matic i lineadrnich operatort a jejich algebraickou nasobnost,

e umét najit vSechny vlastni vektory.
Resené piiklady:

Uloha 5.1. Symbolem K, ozna¢me kanonickou bazi na prostoru R?. Necht f: R? — R? je linearni
operator na prostoru R? s matici

W ne=(r 1) ® =)

V obou pripadech ovétte, ze je operator f izomorfismus. Déle najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny
vlastni vektory operatorti f a 1.

ResSeni. Snadno nahlédneme, Ze jsou obé& matice regularni. Proto jsou oba operatory izomorfismy.

(a) Vime, Ze A je vlastni ¢islo linearniho operatoru f, pravé kdyz je vlastnim ¢islem matice [(p}% To
je, praveé kdyz je matice
33—\ 2
Ky _

singularni a tedy praveé kdyz je determinant této matice nulovy. Protoze se jedna o horni trojihelnikovou
matici, je tento determinant roven soucinu prvki na jeji diagonale:

det ([f]52 — M,,) = ‘3 6 A 5 E A' =(3-)\)2

Odtud je vidét, ze operator f ma jediné vlastni ¢islo 3.

Ko
K

> odpovida nulovému prostoru

Mnozina vlastnich vektort matice [f]

Ker ([f]5? —31I,,) = Ker (8 (2)> =LO{(1,0)"}.

Vlastnich vektory operatoru f jsou pravé vektory podprostoru LO{(1,0)7}.

Nyni poznamenejme, Ze f i f~! jsou izomorfismy, proto nemohou mit dle tvrzeni z pfednasky vlastni
¢isla 0 a pro nenulovy vektor v a nenulové ¢islo A mame p(v) = Av, pravé kdyz o~ '(v) = A7l v. Z
definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru tak dostédvame pozorovani, ze'

v je vlastni vektor linedrniho operatoru f prislusny vlastnimu ¢islu A, pravé kdyz je to
vlastni vektor linedrniho operatoru f~! piislusny vlastnimu ¢islu A1,

1Za pfedpokladu, Ze f je izomorfismus.



Odtud bez dalgiho pocitini vidime, Ze f~! m4a jediné vlastni &slo % a mnozina vlastnich vektort
operatoru f~1 je LO{(1,0)T}.

(b) Abychom nasli vlastni ¢isla linedrniho operatoru f, spocitdme nejprve charakteristicky polynom
jeho matice:

det ([f]52 — A2) = ‘4 oA

5 6_)\‘:)\2—10/\+21:(/\—3)(>\—7).

Vlastni ¢isla matice | f]% jsou koreny jejiho charakteristického polynomu, tedy A\ = 3,7. Do matice
[ f]g; — M5 dosadime po fadé nalezena vlastni ¢isla a fesime dvé singularni homogenni soustavy rovnic

s maticemi
1 1 -3 1
3 3 3 -1/

Resenim téchto soustav najdeme mnozinu vech vlastnich vektortt LO{(—1,1)T}JULO{(1, 3)7}. Podobné
jako v (a) jsou vlastnimi &isly operatoru f~! &isla % a % a mnozina vlastnich vektort je stejna jako u f.
Vsimnéme si, ze zatimco v pfipadé (b) je moZné z mnoziny vSech vlastnich vektort vybrat bazi celého

prostoru R?, v pfipadé (a) to mozné neni. O

Uloha 5.2. Necht f je linearni operator na podprostoru V. = LO{(1,0,1)7, (2, —1,0)T} prostoru R?,
pro ktery plati
f((17 07 1)T> = (97 _47 1)T a f((27 _17 0)T> = (_37 27 1)T

Spocitejte vSechna vlastni ¢isla a vSechny jim pfislusné vlastni vektory operatoru f.

Reseni. Najdeme matici f vzhledem k vhodné& zvolené bézi prostoru V. Nabizi se baze B = ((1,0,1)7, (2, 1,0
Spocitame
[(97 —4, 1)]3 = (174)T a [<_37 2, 1>T]B = (17 _2)T'

nE= (3 5)-

Charakteristicky polynom operatoru f je roven charakteristickému polynomu matice [f]2, ktery mtizeme
uréit pomoci tvrzeni o vyznacnych koeficientech (koeficient u kvadratického ¢lenu je 1, koeficient u
linedrnfho ¢lenu je minus soudet prvki na diagondle, absolutni ¢len je rovny determinantu): A2+ \—6 =
(A = 2)(A + 3). Odtud vidime, ze vlastni ¢isla operatoru f jsou 2 a —3. P¥islusné prostory vlastnich
vektoril vyjadiené v bazi B jsou potom?

Odtud dostaneme, ze

M), = Ker ([f]5 — 2I,,) = Ker (_41 _14> =LO{(1,1)"},

M) = Ker ([f]2 + 31,)) = Ker (i D —LO{(1,-4)7}.

Z toho dopocteme, zZe
M, =LO{(1,0,1)" +(2,-1,0)"} = LO{(3,-1,1)"},
M_; =LO {(1,0,1) — 4(2,—1,0)"} =LO {(-7,4,1)"} .
O
Uloha 5.3. Ozna¢me p ortogonélni projekci redlného vektorového prostoru R® se standardnim skalar-

nim sou¢inem na rovinu U = LO{(1,2,3)7,(1,0,1)”}. Na p budeme pohliZet jako na linedrni operator
na prostoru R3.

2Symbolem M, zna¢ime podprostor vlatnich vektorfi pfislusnych k vlastnimu &slu k.



(a) Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory p,
v N s vz v ’ . K.
(b) Urcete vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice [p|g?.

Reseni. (a) Nejprve si vSimneme, Ze linedrni operator p neni izomorfismem, protoze neni na. Proto
je 0 jeho vlastni ¢islo (tj., existuje nenulovy vektor v takovy, Ze p(v) = 0). Vlastni vektory ptislusné
vlastnimu ¢éislu 0 tvoii jadro Kerp = Ut = LO{(1,1,—1)T}. ProtoZe na roviné U pisobi p jako
identita, jedna se o podprostor viech vlastnich vektor piislusnych vlastnimu ¢islu 1. Zadné dalsi
nenulové vlastni ¢islo nemiize existovat, protoze jiné primky nez ty, které lezi v U nejsou vzhledem k
operatoru p invariantni. (VSimnéme si, ze pokud je v nenulovy vlastni vektor pfislusny nenulovému
vlastnimu ¢islu A operatoru p, pak p zachovava piimku LO{v}. Kazdy vektor u € LO{v} je totiz tvaru
t v pro néjaké t € R a plati, ze p(u) = p(tv) = tp(v) = tAv € LO{v}.)

Geometrickymi tivahami jsme zjistili, Ze linearni operator ortogonalni projekce ma praveé vlastni ¢isla 0
a 1 a mnozina vlastnich vektorti je U U U+,

(b) Vyuzijeme-li tvrzeni z pfednéasky, nemusime nic pocitat, protoze vlastni ¢isla linedrniho operatoru
p a matice [p] % jsou shodna, tedy 0 a 1 a soutadnicové vektory vzhledem ke kanonické bazi se rovnéz
neméni, proto UU U+ = LO{(1,2,3)",(1,0,1)"} ULO {(1,1,-1)"} tvof{ mnozinu vech vlastnich
vektort matice [p]§; O

Uloha 5.4. Najdéte nad télesem komplexnich é&sel charakteristické polynomy, vSechna vlastni ¢isla
véetné algebraické nasobnosti a vSechny vlastni vektory matic

@ a=(2 3w oe-(4 1Y) @ c- %

Reseni. Postupujeme obdobné jako v pfedchozich tlohach.
(a) Nejprve spocitame charakteristicky polynom

2—X 2

‘:A2—7>\+12:(A—3)(/\—4)-

Vidime, Ze obé vlastni ¢isla matice A maji algebraickou nésobnost 1, a zbyva spocitat ptislusné vlastni
vektory jako jadra

Ker (A — 31,) = Ker (j ;) —LO{(2. 1)},

Ker (A —41,) = Ker (:? ?) =LO{(1,1)"}.

Zjistili jsme, ze LO {(2,1)"} ULO {(1,1)"} je mnoZzina vSech vlastnich vektorti matice A.
(b) Charakteristicky polynom je tentokrat

det(B — Al) = ‘1 Al

g _1_)\‘:)\2—1+2:)\2+1:()\—i)()\+i),

tedy 7 a —i jsou komplexni vlastni ¢isla matice, obé algebraické nasobnost 1. Spocitame vlastni vektory:
1—i 1\ 7 1+i 1 ) _ o
Ker(_2 _1_2.)—LO{(—1,1—1) }oa Ker<_2 _1+Z.>—LO{(—1,1+Z) }.

Proto jsou LO {(=1,1 — )"} ULO{(—1,1+14)} jsou vSechny komplexni vlastni vektory matice B.



(¢) Rozvojem podle posledniho sloupce uré¢ime charakteristicky polynom matice C

5—A -3 0
det (C—A3)=| 3 —1-X 0 |=(1-2)\

4 7 1—-A

5—A -3
3 —1-A

' = (1- N\ =2

Nasli jsme vlastni ¢islo 1 algebraické nasobnosti 1 a vlastni ¢islo 2 algebraické nasobnosti 2. Obvyklym
postupem najdeme vlastni vektory pfislusné vlastnim c¢islim 1 a 2:

5—1 -3 0 4 -3 0
My=Ker [ 3 —-1-1 0 |=Ker 3 —2 0] =L0O{(0,0,1)"},
4 7 1-1 4 7 0
5—2 -3 0 3 =3 0
M, = Ker 3 —-1-2 0 =Ker [3 =3 0 | =LO{(1,1,11)"},
4 7 1-2 4 7 -1
nasli jsme vlastni vektory LO {(0, 0, 1)T} ULO {(1, 1, 11)T}. Opét si povsimnéme, Ze z nich nelze vybrat

bazi prostoru C3. [

Uloha 5.5. Pro matici

4
4
2 0 4

nad télesem Zs najdéte vsechna vlastni ¢isla, jejich algebraické nasobnosti a vSechny vlastni vektory.

0 2
A= 11

Reseni. Nejprve hledame nad télesem Zs kofeny polynomu p()\) = det(A—\I3) = 4\3+4\2+2. Prostym
dosazenim zjistime, ze p(0) = 2, p(1) =0, p(2) =0, p(3) = 1 a p(4) = 2. Proto jsou 1 a 2 vlastni ¢isla
matice A a jina vlastni ¢isla tato matice neméa. Abychom zjistili jejich algebraické nasobnosti, vydélime
polynom p()) polynomem (A—1)(A—2) = A\24+-2\+2. Dostaneme (4\3+4X2+2) : (A2+2X\+2) = 4(\+4),
takze p(\) = 4(A + 4)%(\ + 3). Vlastni &islo 1 m4 tedy algebraickou nésobnost 2 a vlastni ¢islo 2 ma
algebraickou nasobnost 1. Nakonec uré¢ime vlastni vektory piislusné témto vlatnim &isliim. Resime
homogenni soustavy rovnic s maticemi

A-l[gz a A—2[3:

DN >~ W
o O O
W = DN
N = DN
O = O
N = DN

Dostaneme, Ze napiiklad vektory (1,0,1)" a (0,1,0)” tvofi bazi podprostoru vlastnich vektort ptislus-
nych vlastnimu é&islu 1 a vektor (1,3, 4)7 tvoif bazi podprostoru vlastnich vektort piislusnych vlastnimu
¢islu 2. O

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 5.6. Urcete viechna vlastni ¢isla a vektory linedrniho operatoru D na prostoru viech realnjch
polynomu v proménné z, ktery polynomu p pfifazuje jeho prvni derivaci p'.

Reseni: Jedingm vlastnim é&islem je 0 a jedinymi vlastnimi vektory jsou konstantni polynomy.

Uloha 5.7. Urdete vlastni ¢isla (i s algebraickymi ndsobnostmi) a vlastni vektory lineArniho operatoru
f na redlném vektorovém R?, jestlize

T To — T3 X T1 — T2 — X3 X T1 — T2 — X3
(a) fla ]| =|—-x14+203—23)|,(b) fla] = 229 + w3 ,(e) fla| = To + 3
XT3 —2.1]1 + X2 + T3 I3 ZIs3 I3 I3



Regeni: (a) Vlastni ¢isla: 0,1,2 (vSechna alg. nasobnosti 1) , vlastni vektory: LO {(1,1,1)" } ULO {(1,2,1)" }U
LO{(1,1,-1)T},

(b) vlastni ¢isla: 1 (alg. nasobnosti 2) a 2 (alg. nésobnosti 1), vlastni vektory: LO {(1,0,0)7,(0,-1,1)"} U
LO {(_17 170)T}7

(c) vlastni ¢islo: 1 (alg. nésobnosti 3), vlastni vektory: LO {(1,0,0)7}.

Uloha 5.8. Urcete koeficienty u A*, A* a konstantni koeficient charakteristického polynomu realné
matice

0
3

— =N
O~ =N
N OO

-1
-1
Reseni: 1 u A%, =3 u A%, —24 u \0.

Uloha 5.9. Matice linedrniho operatoru na Z3 vhledem k bazi B je A. Uréete vlastni éisla (i s alge-
braickymi ndsobnostmi) a pfislusné vlastni vektory operéatoru f, jestlize

111 1 0 1
A=[2 1 0| a B= 1. 21,1
10 2 2 1 0

Regeni: Vlastni ¢islo: 0 (alg. nasobnosti 1), vlastni vektory: LO {(2,1,0)7}.
Uloha 5.10. Jaky je vztah mezi mnozinami vlastnich &isel étvercové matice A a matice A”? Najdéte
alespon jeden nenulovy vlastni vektor libovolné permutacni matice. Najdéte vSechna vlastni Cisla a

vSechny vlastni vektory horni trojihelnikové matice, jejiz diagonalni elementy jsou vsSechny nulové a
elementy nad diagonalou vSechny nenulové.

Reseni: Jsou stejné; (1,1,...,1)7; 0 a LO{e;}.

Uloha 5.11. Necht u € R? je nenulovy vektor. Najdéte viechna vlastni &isla a vlastni vektory linearniho
operatoru su: R?* — R3 definovaného pomoci vektorového soucinu jako su(v) :=uxv .

Reseni: 0 a LO{u}.



