Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2
Reseni

Verze ze dne 24. brezna 2022

7 Diagonalizovatelnost (2. ¢ast)
Cile cviceni:
e Procvicit rychlé rozhodovani, zda je matice diagonalizovatelna,
e pocitat mocniny diagonalizovatelnych matic,
e naucit se fesit linearni dynamické systémy.
Resené piiklady:
Uloha 7.1. Necht v je linearni operator na vektorové prostoru R® dany piedpisem
V(2 y,2)") = (2 4+ 2y + 2,20 — y + 22, —2y)".
(a) Ovéfite, Ze je linedrni operator 1 diagonalizovatelny,
(b) najdéte bazi B, viéi niz mé linedrni operator ¢ diagonalni matici,

(c) najdéte pro kazdé n € N matici linedrniho operdtoru ¢™ a matici 1'% vzhledem ke kanonické
bazi,

ResSeni. (a) Nejprve uréime matici linedrniho operatoru

12 1
Wk, = {2 -1 2
0 -2 0

vzhledem ke kanonické bazi K5 a poté najdeme jeji vlastni ¢isla. Protoze mame tii riiznd vlastni ¢isla 0,
1 a —1 a riznym vlastnim ¢islim prislusné vlastni vektory jsou linearné nezavislé, existuje baze slozena
z vlastnich vektorti, a proto je linearni operator ¢ diagonalizovatelny.

(b) Najdeme mnozinu vlastnich vektort
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M=[Mg=L0{ [0 ]|uro{[ 1] urLo{|[ 1
~1 —2 2

jako jako jadra matic homogennich soustav s maticemi

1 2 1 0 2 1 2 2 1
W —0=12 -1 2|, WE-1={2 -2 2|, WEg+1L=[2 0 2
0 -2 0 0 -2 -1 0 -2 1
10 0 3 1 -2
Nyn{ dostavame [)]5 = [0 0 0 | pro bazi B = L], 0,1 tvorenou vlastnimi
00 —1 -9 -1 2

vektory prislusnymi riznym vlastnim c¢islam.



(c) Uvédomime si, Ze [¢"]8 = ([)]B)", proto

12610 0 10 0
g = (WR* = 0 o0 0 =100 0 |=[5

0 0 (—1)*+ 00 —1
12 0 0 100

WHME=(wE*=10 0 0 =10 0 0) =Rz
0 0 (—1)%* 00 1

1 2 1 1 2 1\° 5 -2 5

Tudfz [p* 1) =2 -1 2| a[@™@E=p*E=12 -1 2] =0 1 0 O
0 -2 0 0 -2 0 —4 2 —4

Uloha 7.2. Ovéite, Ze je realnd matice A regularni a diagonalizovatelna nad C a spoditejte pro kazdé

celé z matici A*, jestlize
2 1 1 -5
@ a=(13). oa-(; )

Reseni. (a) Nejprve spocitame charakteristicky polynom det(A — Al5) = A2 — 4\ +3 = (A — 1)(A — 3)
matice A, jeji vlastni ¢isla 1 a 3 a prislusné podprostory vlastnich vektorii:

M; = Ker (A — I5) = Ker (1 1) =LO{(1,-1)"},

M; = Ker (A — 31,) = Ker <_11 _11) =LO{(1,1)"},

Protoze ma matice A dvé nenulova realna vlastni ¢isla, je regularni a diagonalizovatelna nad R. Z vlast-
nich vektor matice A sestavime bazi B = ((1,—1)7, (1, 1)) prostoru R? a uvézime matici pfechodu

P = [ldE, = (_11 D :

Pro tu plati rovnost

Snadno uréime matici
a poté spocitame, ze
W L1 1 1 0 1 -1y 1/3"+1 3"—-1
A—i(—l 1)(0 3%)(1 1)—5(3”—1 3”+1>' (1)

AO—P(1 O)Pl—PPl—I.

Protoze plati
0 3°

1 0\"
A=A =p P
vidime, ze vztah (?7) plati i pro kazdé n z oboru celych ¢isel.
(b) Opét zjistime vlastni ¢isla 2i a —2i jako kofeny charakteristického polynomu det(A — A\) =
A2 + 4. Mame dvé nenulovd komplexni vlastni &sla, proto je matice reguldrni a nad komplexnimi
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¢isly diagonalizovatelna. Pti hledani vlastniho vektoru k vlastnimu ¢islu 2¢ pocitame feSeni homogenni

soustavy rovnic s matici
1—2i -5
1 —1-=2i/)"

Vime, zZe soustava ma netrivialni feSeni, tedy fadky jsou nutné linedrné zavislé. Muzeme tedy pocitat
jen s jednou z rovnic, napf. (1 —1-— 2i) . Jeji Teseni (1 +2i 1)T vidime ihned. Stejné vypocteme
druhy vlastni vektor, nebo si uvédoménim, Ze pro redlnou matici plati Ax = Ax = AX = AX = X
a vektory musi byt komplexné sdruzené (pro podrobnosti vizte tvrzeni 9.73 ve skriptech). Mame tedy

bazi B = ((1 _1 QZ) , (1 —: 2Z)> prostoru C? slozenou z vlastnich vektort matice A. Z ni vytvoiime

1+2

matici prechodu P := [Id]gz - <1 _12Z 1

1 —1-2
. , o . v —1 _ l
) a inverzni matici pfechodu P~" = ;- <_1 19 )

Nyni obdobné jako v tloze (a) spoc¢itame

0 B0 )
=@ <<_1)Z<1(:12)?—_ 1(1 w2 <_1>f5§1_f 2; i (13 _ 2@)) :

NI s A2k (=) 0 k 2k+1 k(L =5 54
Vsimnéme si, ze A*" = 0 (—a)) = (—4)°Iy a A = (—4) 1 1) Ppro kazdé k € Z.

Nakonec poznamenejme, ze mnohem jednodussi zptisob feseni llohy nam umozni Cayleyho-Hamiltonova
véta (ve skriptech s ¢islem 9.119), z niz pro charakteristicky polynom p4(\) = A? + 4 dostavame vztah
A% + 41, = 0, z kterého snadno odvodime vzorecky A% = (—4)*I, a A**1 = (—4)FA pro libovolné
k e N. O

Uloha 7.3. Vyfeste diskrétni linedrni dynamicky systém

X = 1 1 X

nad R? s pocateénim vektorem x, = (3, —3)7.

Reseni. Spocitame charakteristicky polynom pa(A) = (A +2)(\ —2) matice A = (zl)) _11> , jeji vlastni

¢isla —2,2 a regularni matici P = <_13 D s vlastnimi vektory ve sloupcich, pro niz plati
n __ (_2)71 0 -1
A"=P ( 0 on P

Dale uréime, ze P~'xy = %(1, 1)T. Nyni jiz snadno dopocitame, 7e x,, = A"xy = P <<_§) 20n) P lx, =

ST DO ()

Uloha 7.4. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len realné posloupnosti a,, jestlize

ap =4, a1 =3, iz = Apy1+ 20ay,.
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Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze rekurentni vztah mtizeme vyjadfit pomoci maticového nasobeni:
ani2 _ (1 2\ (@) _ (1 2\"" (a
anp1)  \1 0 a, ) \1 0 ag
. S - 1 2\ .. . . i NP
Nyni potfebujeme matici A = 10 diagonalizovat. Snadno najdeme jeji charakteristicky polynom

-1 1

,M:P(Pyngng

()= ) (D) ()

-1
.- vy , . oo s .. I 2 3
Nyni jako feseni nehomogenni soustavy rovnic spoc¢itame soucin ( :

. P i .. 1 2 (. ,
A2 — X\ — 2, poté vlastni ¢&isla —1,2 a regularni matici P = ( ) s vlastnimi vektory ve sloupcich,

pro niz plati rovnost

Tedy

-1 1 4
1 2 3 1 2 3 10 %5
-1 1 4 0 3 7 0 1 r
_1\n—1 =5 . ;
a dopoditame a,, = (1 2) (< 18 2n0_1) ( 3 > _ 5~(—1)3+7-2 . -
3

Dalsi zakladni piiklady k pocitani:

Uloha 7.5. Ovéite, Ze je realna matice

A:

—_ = N

11
2 1
1 2
regularni diagonalizovatelna a spocitejte A* pro vsechna z € Z.

2 -1 -1 11 4 +2 £ -1 451
Reeni: A*=1[-1 2 -1|+%4 1 1] =3(4-1 442 4-1].
-1 -1 2 11 4 -1 45—1 45 +2

Uloha 7.6. Najdéte explicitni vzorec pro a, v nésledujici posloupnosti realnych ¢isel.

[
(98]

a=1, a =2, a,=06a,1—5a,_9 pron > 2.
~ “ , n
Reseni: a, = %.

Uloha 7.7. Vyieste diferen¢ni rovnici (diskrétni linerni dynamicky systém) x;,; = A x;, s pocatenim

vektorem x, € R?.
1 1 1



Reseni: x;, = 3" (;)

Obtiznéjsi uloha:

Uloha 7.8. Vyfeste pro poc¢atecni podminky u;(0) = 2 a uy(0) = 3 soustavu diferencidlnich rovnic,
kde neznamé jsou realné funkce realné proménné spliujici:

/
U = U + Usg
uy = —2up + 4ugy

Reseni: u; = e + €3, uy = e + 23
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