Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 31. bfezna 2022

8 Jordanav kanonicky tvar (1. ¢ast)
Cile cviceni:

e Naucit se pocitat Jordantv kanonicky tvar a Jordanovy fetizky,

e procvicit Teseni obecnych linearnich dynamickych systému.
Resené priklady:

Uloha 8.1. UvaZzujme matice

(54 = (5)

a prislugné linedrni operdtory fx, fy : C?> — C% Najdéte béze B a C, aby byly matice [fx]5 a [fy]& v
Jordanové kanonickém tvaru a regularni matici P, aby P! XP =Y.

Reseni. Nejprve zjistime, Ze charakteristicky polynom obou matic X i Y je (A — 2)2. Proto maji obé&
matice jediné vlastni ¢islo 2 algebraické nasobnosti 2. Nyni spocitame vlastni vektory, tedy vyfesime
homogenni soustavy rovnic s maticemi

X—212:(_33 _33> a Y—zfgz(j 1)

Vidime mnoZina vlastnich vektort matice X je LO{(1,—1)"} a mnoZina vlastnich vektorti matice Y je
LO{(1,1)T}, tedy vlastni &slo obou matic ma geometrickou ndsobnost 1.

Jordantiv kanonicky tvar matice obou operatort ma na diagonale prave vlastni ¢islo 2 a nad diagonélou
nulu nebo jednicku. Protoze operatory ziejmé nejsou diagonalizovatelné, maji oba Jordantiv kanonicky

; 21
var (o 5

Nyni hleddme pro obé matice Jordanovy fetizky. Nejprve uvazujme operator fx, pro ktery hledame

bazi B = (vy,vy) spliiujici
s (21
[fX]B - (O 2/

Vektor v musi byt vlastnim vektorem matice X. Zvolme vektor (3, —3)” a druhy vektor v, dostaneme
jako Feseni nehomogenni soustavy rovnic (X — 2/5) vo = vy s rozsifenou matici

3 3 3
-3 =3 -3/

Vidime, 7e soustavu fesi napiiklad vektor (1,0)7. Nagli jsme tak bazi B = ((3, —3)7, (1,0)7).

Podobné postupujeme v piipadé matice Y. Nejprve najdeme jeji vlastni vektor vi = (1,1)T a poté
hleddme druhy vektor vy Jordanova fetizku. Ten musi spliiovat rovnost fy(vs) = vi +2vs. Resenim
nehomogenni soustavy
-1 1 |1
G ),

1



dostaneme (napiiklad), Ze vo = (0,1)7, a tedy C = ((1,1)T,(0,1)7).

Pro nalezeni matice P staci uvazit, ze
X, = Ul = (§ ) = L = (Y G,
c
Ko

Odtud odvodime, ze ([id]&?) ! [id] 5> X [id)Z ([id]
ety = (5 0 (1Y) = (30

Pozndmka. Vsimnéme si v feseni pfedchozi tlohy nezvyklého soucinu

)7 =Y a tedy

P = [, ([id]k,) ™" = [id]%,[id]¢*.

Toto neni matice pfechodu mezi bazemi C' a B, vysledek ale dava smysl. V feSeni vyuzivame toho, Ze
zobrazen{ majf stejny Jordantv tvar viiéi riznym bazim. Vztah [id]%, [id]5* X [id]% [id]&* = Y lze proto
interpretovat takto: abychom spocitali Y x pomoci matice X, musime vektor x prevést do souradnic
viuci bazi C, interpretovat tyto soufadnice, jako by byly vici bazi B, pfevést je zpét do souradnic vici
kanonické bazi, aplikovat X, a inverznim zptisobem pak prevedeme vysledny vektor zpét.

Uloha 8.2. Uvazujme linearni operator f: C* — C3 urceny matici

2 —2 —1
f=1{1 3 1
1 2 4

(a) Najdéte bazi B, vzhledem ke které mit operator f Jordanovu matici,
(b) spocitejte [f*]3,

(c) polozime-li A = £[f]}5?, spoitejte mocninu A*.

Reseni. (a) Spocdteme charakteristicky polynom ps(\) = (3 — \)3. Vidime, Ze operator f mé jediné
vlastni ¢islo 3 algebraické nasobnosti 3. Uréime mnozinu piislusnych vlastnich vektort (v soufadnicich
vzhledem ke kanonické bézi):

1 -2 —1 |
Ker (f —3id) = Ker ([f]5: —3L)=| 1 0 1 |=L0{[ 0
1 2 1 -1

Zvolime si napiiklad vlastni vektor v; = (—2,0,2)? a ddle pocitame Jordaniiv fetizek. Resenim homo-
genni soustavy

-1 -2 -1 -2
1 0 1 01,
1 2 1 2

dostaneme pifmku (0, 1,0)”+LO {(—1,0,1)"} téch vektort x, pro které (f —3id)(x) = v1. Za vektor vy
miizeme volit libovolny jeji bod, napiiklad vo = (—1,1,1)”. Nakonec fes§ime soustavu s pravou stranou
odpovidajici vektoru vy:
-1 -2 -1 —1
1 0 1 1
1 2 1 1



Resenim této soustavy je piimka (1,0,0)" +LO {(—1,0,1)"}. Zvolime ! v3 = (1,0,0)". Nagli jsme bazi
31
B=((—2,0,2)",(-1,1,1)",(1,0,0)7), pro niz [f]lp = [ 0 3
0 0

(b) Jordanova véta nam muze pomoct pii po¢itani mocnin matic. Nejdfive pfipomernime, Ze mocninu
libovolné Jordanovy buinky dostaneme jako

DV T RN N O VA () DUt (9 DU U (R Pl
R Aol 0 VI (4 RV (R D
= o = : :

0 0 A1 0 0 N (e

0 0 0 A 0 0 .. 0 AE

kde polozime (ff) AT = 0 pro r > k. To pouzijeme na matici

45

310 345 45.34 gg( . 343
B =) =(0 3 1] =0 35 45.34
00 3 0 0 345

(c) V (a) jsme fakticky spocitali regularni matici P = [id)%,, tak, Ze plati 34 = PJP~!, kde J je
Jordantv kanonicky tvar matice | f]ﬁg Proto

1 1 1 1
k —1 -1 —1 k p—1

Popsanym postupem tedy najdeme mocninu A%3:

-1

L (2 -1t 34 45.3% 990 . 3% -2 -1 1
A45=% 0 1 0 0 345 45 . 344 0 1 0 =
1 0 0 0 345 2 1 0
-2 —1 1\ /1 15 110\ [0 —3 3 —234 —30 —235
=10 1 o]Jlo 1 1510 1 o= 15 1 15
2 1 0/ \o 0o 1 1 0 1 235 30 236
O
Uloha 8.3. Pro matici
0 0 1
A=|-1 -1 -1
-1 0 =2

najdéte bazi prostoru R? slozenou z Jordanovych fetizkii operatoru f4 a matici f4 vzhledem k této
bézi.

Reseni. Snadno spoc¢teme charakteristicky polynom p4(\) = —(1 + \)3. Uréime mnozinu vlastnich
vektoru matice A prislusnych jedinému vlastnimu ¢islu -1.

1 0 1
Ker (A+I;)=Ker | -1 0 —1] =LO{(-1,0,1)",(0,1,0)"}
-1 0 -1

Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla —1 je 2, takZe hledand béze je spojenim Fetizku (vq,vy) délky
2 a fetizku (v3) délky 1. Vektor v; musime zvolit jako nenulovy vlastni vektor, ktery zaroven lezi v

1V&imnéte, si rovnice (f — 3id)(x) = v3 nem4 Tesen.



Im (A + I3). Snadno spocitame, 7ze naptiklad v; = (1, -1, —1)T € Ker (A + I3) NIm (A + I3). Vektor v
dopoéteme Fesenim nehomogenni soustavy (A + I3) v = vy:

1o 1 | 1
-1 0 -1 —1
-1 0 -1 -1

ReSenim je napi. vo = (1,0,0)”. Vektor v ziskdme doplnénim vektoru v, na bazi Ker (A + I3). Zvolime
tfeba v3 = (0,1,0)7. Pro bazi B = (vy,va,v3) tvofenou vektory vi = (1,—1,—1)T, v, = (1,0,0)T a
vy = (0,1,0)" je

[falf=10 -1 0

]

Uloha 8.4. Vyieste diferen¢ni rovnici x5, = f(x;_1) pro po¢ateéni vektor xo = (2,1)7, kde je operator

f: R? = R? ddn vztahem
f v\ _ [ v+ 2y
Y —2x + Sy

Reseni. Nejprve uréime matici linearniho operatoru f vzhledem ke kanonické bazi

A== (2 2)

a uvédomime si, 7e x;, = A* x,. Déle standardnim postupem spoé¢itdme Jordantiv charakteristicky tvar
této matice a Jordantv fetizek. Spocitame charakteristicky polynom pa(\) = (A — 3)?, odtud jediné
vlastni ¢islo 3 a podprostor vlastnich vektortt Ker (A — 31,) = LO {(1,1)"}. Zvolime vlastni vektor
vi = (2,2)7 a fesime soustavu (A — 313) x = v; s matici

-2 2 |2
-2 2 |2)

Zvolime libovolné jeji feseni, naptiklad vy = (0,1)?. Vezmeme matici

()

prechodu od baze tvorené nalezenym fetizkem ke kanonické bazi a spocitame, ze

k k
v (31 1 (2 0\ [3F k31 : 0
A_P(03P_21 0o 3 -1 1)
Nyni zbyva dopocitat
k
ke (2 0\ (3% k31 20\ [(2\ 1 (62
Xk_AXO_(z 1)\o 3 S \) 7 s-ak)

Uloha 8.5. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len realné posloupnosti a,, jestlize

ap=1, a1 =0, ay=2, api3=09Ap12— 8any1 + 4a,.

4



Reseni. Uvédomime-li si, ze

Ut 5 —8 4\ [ani» 5 —8 4\ [a,
An+2 1 0 0 Ap+1 = 1 0 0 aq s
[ 0O 1 0 an, 0O 1 0 agp

miizeme postupovat obdobné jako v predchozim ptikladu.
Nejprve spocitdme charakteristicky polynom pa(\) = —(A — 2)%(\ — 1) matice
-8

A= 0
1

S = Ot
S O =~

a poté obvyklym zptisobem spocitame vlastni vektory, Jordantv kanonicky tvar a Jordaniv fetizek pro
vlastni ¢islo 2. Dostaneme, Ze matice A ma Jordantv kanonicky tvar

J:

S O N
SN =
_— o O

Setazenim dvou vektort Jordanova fetizku pro vlastni ¢islo 2 a vlastniho vektoru pfislusného vlastnimu
¢islu 1 do sloupct dostaneme matici

4 4 1
P=12 11
1 01

pro niz plati A = PJP~!, a odtud A*¥ = PJ*P~!. To znamena, Ze

21 0\"" /4 4 1\ " /2
gz =(4 4 1) {0 2 0 2 11 0
00 1 1 01 1
2"t (n+1)2" 0\ /-5
=4 4 1) 0 vt o) [ 4 | =2 (@2n+1)+6.
0 0 1 6

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 8.6. O realné matici A ¥adu 13 vime, ze mé charakteristicky polynom p4(x) = (2 — 2)°(3 — z)4,
dim(Ker (A—3113)) = 1, dim(Ker (A—21I33)) = 4, dim(Ker ((A—2133)%)) = 7, dim(Ker ((A—2113)?)) = 9.
Urcete matici J v Jordanové kanonickém tvaru podobnou matici A.



Reseni: Hledany Jordaniiv tvar? je

310000O0O0O0O0O0O0O
03 10000O0O0O0O0O0°TO
003 100O0O0O0O0O0O0O0
0003 000O0O0O0O0O0O°TO
0 00021O0O0O0O0O0O0O0
000O0O0O2100O0O0O0°O0
0000O0OO02O0O0O0O0O0O0
0000O0OO0OO0O21O00O0O00O0
0000O0OO0OO0OO0O21O0QO00O0
0 000O0OO0OO0OO0OO0OZ2TU0TQ00
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0Z2T1@20
0 000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OZ2@O0
00 00O0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0 2

Uloha 8.7. Ukaite, Ze existuje a najdéte nejmensi pfirozené n, pro které A" = 0, je-li

n

-2 3 2
A=1[-1 0 1
-2 3 2

Reseni: Matice A je nilpotentni, nebof mé charakteristicky polynom —\%. Nejmensi n pro které A" = 0 je 3.

Uloha 8.8. Vypocitejte A'° pro realnou matici

21000
02100
A=10 0 2 0 O
00031
0000 3

Reseni: Hledana mocnina je

210 10-29 45.2% 0 0
0o 21 10-22 0 0
A =10 0 2100 o 0
0 0 0 390 10.3°
0 0 0 0 310

Uloha 8.9. Matice operdtoru f na R? vzhledem k bazi B je A. Najdéte bazi C, aby [f]S byla v
Jordanové kanonickém tvaru, je-li

B=((1,1)",(1,-2)") a A_(j _01>

Reseni: Napi. C' = ((3,-3)",(—1,2)") (baze neni urcena jednozna¢ng).

Uloha 8.10. Pro matici
1 1 2

A= 1 -2 1
-1 -2 =2

najdéte bazi B prostoru R? slozenou z Jordanovych fetizkfi operatoru f4 a matici f4 vzhledem k této
bazi.

2Jordantiv tvar je uréen jednozna¢éné aZ na poradi Jordanovych bunék.



Reseni: B = ((1,0,-1)7,(1,1,0)7,3(2,-1,0)7) a
-1 1 0
[fal5=10 -1 1].
0 0 -1

Uloha 8.11. Najdéte bazi prostoru R? sloZenou z Jordanovych fetizk@i operatoru fa a matici f4
vzhledem k této bazi pro

A=|-1 2 -1
Regeni: B = ((—1,1,1)7,(-1,-2,0)7,(-1,0,1)7) a

2
[falB = (0
0

Uloha 8.12. Najdéte bazi B prostoru Z2, pro kterou je [f4]5 v Jordanové kanonickém tvaru a urcete
[£4] 5, jestlize

SN =
w o O
\_/

0100
4 6 3 3
A= 1 165
4 5 1 2

Reseni: B = ((1,6,1,0)7,(0,1,2,0)7,(0,0,1,6)7, (6,6,3,0)T) a

[falB =

O = O O

0
0
1
1

S O O
o O o=



