Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 5. kvétna 2022

12 Bilinearni formy
Cile cviceni:

e Pro obecné bilinearnich formy procvic¢it poc¢itani matic a rozkladt na symetrickou a antisymet-
rickou cast.

e Naucit se hledat ortogonalni baze symetrickych bilinearnich a kvadratickych forem.
Resené priklady:

Uloha 12.1. Uvazujme zobrazeni f: Z2 x Z? — Zs dané piedpisem (analytickym vyjddienim)

x
f (( 1) ) <y1>) = T1Y1 + 221Y2 + 4221 + 3T2Y2
L2 Y2

Ovérte, ze je f bilinearni forma a najdéte matice f vzhledem ke kanonické bazi a vzhledem k béazi

B=((3,3)",(4,1)7).

Reseni. Staci, abychom si vsimli, Ze

() () = e (3 3) ()

a proto se jedna o bilinearni formu (vlastnosti ndsobeni matic).

Oznacme [f]k, matici f vzhledem ke kanonické bazi. Postupujeme-li podle definice, tedy uvazime, ze
tato matice obsahuje na i-tém fadku a j-tém sloupci pravé hodnotu f(e;, e;) = €] [f]x,e;, vidime, Ze

e = (5 3)-

Pro vypocet [f]p postupujeme podle definice nebo vyuzijeme tvrzeni z prednasky:

e =g e, = (3 1) (5 3) (5 1) =0 5):

Vsimnéte si, ze vypocet [f]p z definice je v podstaté stejny. O

Uloha 12.2. Bud f bilinearni forma

f((ml, T2, x3)T, (Y1, y2, ?/B)T) = x1Y2 + 3T1Y3 + 6x2y2 + 202y3 + 223y + T3Y3

na vektorovém prostoru Z3. Urcete matice f, fs a f, vzhledem ke kanonické bazi a k bézi B =
((1,1,2)7,(1,0,1)7,(1,0,6)7), kde f, je symetrickd a f, antisymetrickd bilinearni forma, pro néz
f - f s T f a-



Reseni. Nejprve sefadime koeficienty polynomu urc¢ujictho analytické vyjadieni bilinedrni formy do
matice vzhledem ke kanonické bazi. Dostaneme

01 3
[flks =10 6 2
2 01
Dale ur¢ime matici prechodu
1 11
7, ={1 0 0
2 1 6

a poté spocitame matici f vzhledem k bazi B ze vztahu

1 2 01 3 1 11 4 4 4
s = () ), = (10 1) {06 2) {1 00)=(465
1 0 6 2 01 2 16 3 0 3

[l = 5 (ks + [FTh) = 4

I
=R  L
SO
w oo

Uloha 12.3. Necht go(71, 29, 73) = 42129 + 42123 + 322 — 61973 + 22 je kvadratickd forma.

(a) Najdéte matici symetrické bilinedrni formy g na R3 vzhledem ke kanonické bézi, kterd vytvari
kvadratickou formu g,

(b) urcete hodnost g a rozhodnéte, zda je g regularni,
(c) najdéte g-ortogondlni bazi prostoru R3.

ReSeni. (a) Z piedpisu uréime matici hledané symetrické bilinearni formy g vzhledem ke kanonické
bézi

0 2 2
9lke =12 3 =3
2 -3 1

(b) Staci spocitat hodnost matice rank[g]x, = 3, tedy matice i forma jsou reguldrni.

(c) Hleddme g-ortogonalni bazi (uj, us, us). Nejprve zvolime vektor uy, pro ktery go(u;) # 0. Z matice
B vidime, ze sice gs(e;) = 0, ale pro druhy vektor kanonické béaze je go(e;) = 3 # 0. Polozime tedy
napiiklad u; := es.



Je-li to mozné, volime nyni vektor uy € LO{u;}t7, pro ktery go(uy) # 0. Potfebujme nejprve vytesit
homogenni soustavu rovnic s matici

2
3 =3]1=(2 3 -3
-3 1

u; B =(0,1,0)

NN O

a poté mezi témito feSenimi najit takové, na némz je hodnota g, nenulova. Kdyby mezi feSenimi soustavy
ul’ Bu, = 0 neexistovalo fegeni u, s nenulovou hodnotou gy, mohli bychom uz zbylé vektory ortogonalni
béze volit mezi nalezenymi fesenimi libovolné. V nasem piipadé vidime, Ze naptiklad uy = (0,1,1)7
fesf rovnici a go(uy) = ul Buy = —2.

Koneéné tentokrat volime vektor uz € LO{uy, uz} e, tedy fesime soustavu rovnic s matici

u? 01 0\ (0 % *? 2 3 -3
L) B = 2 3 3=
ul o1 1)\, 5 40 =2
Snadno uréime posledni bazicky vektor uz = (3,4,6) a pro néj dopocitame gy(uz) = ul Buz = 60.
Nasli jsme g-ortogondlni bazi B = ((0,2,0)7,(0,1,1)7,(3,4,6)") vii¢i niz m4 bilinedrni forma g matici

3.0 0
lgls =10 -2 0
0 0 60

[]

Uloha 12.4. Najdéte néjakou f-ortogonalni bazi B kvadratické formy f, na vektorovém prostoru Z3 s
analytickym vyjadfenim vzhledem ke kanonické bazi

fg([L’l, Ta, Ig)T = 21’% + 3(131[E2 + T1T3 + 41‘3 + Tol3
a urcete [f]p.

Reseni. Nejprve ur¢ime matici

2 4 3
[fleg = (4 4 3
330

symetrické bilinedrni formy f, ktera vytvari kvadratickou formu f,. Matici [ f]k, rozsifime o jednotkovou
matici. Dale postupujeme pomoci symetrickych tprav levé poloviny matice, pficemz v pravé poloviné
zaznamenavame provedené fadkové upravy (tedy zadné sloupcové tpravy v pravé ¢asti rozsifené matice
neprovadime!):

243 |1 0O 200 (100 200 (100
443 (01 0)~1012 |31O0]~(010 310
33 0 |0 01 023 |1 01 004 (031

V pravé polovin€ matice dostavame matici transponovanou k matici prechodu od f-ortogonalni baze
ke kanonické bazi. To znamend, ze fadky pravé strany upravené matice tvoii f-ortogonalni bazi B =
((1,0,0)7,(3,1,0)7,(0,3,1)T). Z levé strany matice potom vidime, Ze

[fls =

S O N
o = O
- O O



Uloha 12.5. Najdéte néjakou f-ortogonalni bazi symetrické bilinearni formy f a jeji matici vzhledem
k f-ortogonalni bazi, je-li

(a) f bilinearni forma na vektorovém prostoru Q* s matici
0 1
[f ]K2 - (1 O)

(b) f bilinearni forma na vektorovém prostoru Z2 s analytickym vyjddfenim vzhledem ke kanonické

bazi
X
f (( 1) : (y1>) — 201y + Y1 + Tava,
) Y2

(c) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z2 s matici
0 1

(d) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru R? s analytickym vyjadfenim vzhledem ke kanonické
bézi

vzhledem ke kanonické bazi,

vzhledem k bazi B = ((1,2)7,(2,3)7),

f((l’h T2, x3>T7 (Y1, y2, ZI3)T) = T1Y2 + T2Y1 — T2Y3 — T3Ya,

(e) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z3 s matici

[fls =

o O =
N W D
N DN O

vzhledem k bazi B = ((1,0,2)7,(1,0,1)7,(0,3,1)7).

(1 o)

symetrickymi tpravami, zjevné nam pii hledani ortogonalni baze nepomuze piehozeni dvou radki,
jak jsme na to byli zvykli u Gaussovy eliminace, protoze naslednou vyménou dvou sloupcti, vynucenou
symetrickymi Gpravami, dostavame ptivodni matici. Misto toho pfi¢teme druhy fadek k prvnimu a poté
druhy sloupec k prvnimu (uvédomme si, Ze tento postup v maticovém zapisu odpovida tivaze tvrzeni z
prednésky o existenci ortogonalni baze) a nasledné uz mizeme postupovat standardné:

01 10 2 1 11 2 0 1
10 | 01) *\10 | 01/ *\0 —3 —3 '

- )

je matice piechodu od f-ortogonélni baze P ke kanonické bézi, proto P = ((1,1)7,(—1,3)7) a

Reseni. (a) Upravujeme-li matici

= =

Tedy



(b) Nejprve snadno uré¢ime matici

= (5 3)

vzhledem ke kanonické bazi. Tentokrat nam k tpravé matice symetrickd vymeéna rfadku a sloupce po-
miize, naopak obdobnd tuprava jako v prikladu (a),

(D)~ 6 )

je zbytec¢na a k nalezeni diagonalni matice nevede. Pocitame tedy

0 2 10 1 2 01 10 01
21 0 1) °\20 1 0/ *\0 1 1 3)°

Tedy v fadcich pravé poloviny posledni matice nachézime bézi P = ((0,1)7, (1,3)7), pro niz [f]p = L.

(c) Postupovali-li bychom stejné jako v tloze (a) a upravovali-li bychom symetrickymi tipravami matici

01 10
1 3 0 1

nasli bychom, poté, co bychom v levé casti matice dostali diagonalni matici, v pravé casti prave
matici transponovanou k matici pfechodu od hledané ortogondalni baze P k bazi B. Uvazime-li, ze
(Id)},)" = ([Id]5)" ([Id]%,)", staci abychom misto jednotkové matice umistili napravo transponovanou
matici pfechodu od B ke kanonické bazi a tu obvyklym zptsobem upravovali:

0 1 1 2 3 1 2 3 3 0 2 3
1 3 2 3 *\1 0 1 2 *\0 3 2 1)
Vidime, Ze pravé ¢asti posledni matice mame transponovanou matici prechodu ([Id]%, )" = ([Id]5)" ([Id]%,)",
proto P = ((2,3)7,(2,1)7). Konecns
3 0

(d) Postupujeme stejné jako v pfipadé (a) a (b), tedy ur¢ime matici

bilinearni formy f vzhledem ke kanonické bazi a pak standardné symetricky upravujeme, tentokrat se
symetrickym nasobenim radkt a sloupci vyhneme zlomkim:

01 0 | 100 2 1 -1 | 110 2 2 -2 ] 110
1 0 -1 | ot10|l~[1 0 =1 ] 010|~12 0 =41]020]~,
0 -1 0 0 01 -1 -1 0 0 01 -2 -4 0 0 0 2
2 0 -2 1 1 0 2 0 0 1 10 2 0 0 1 10
~ o =2 2 | 211 0]~ (0 =2 2| —110]~1]0=201] 110
-2 =2 0 0 0 2 0 -2 =2 1 1 2 0 0 0 2 0 2
Dostavéame ortogonalni bazi P = ((1,1,0)",(—1,1,0)7,(2,0,2)") a matici bilinedrni formy
2 0 0
flp=10 =2 0
0 0 O



vzhledem k P.

(e) Tentokrat uvazujeme stejné jako v (c), proto upravujeme matici

1 60 1 0 2 1 00 10 2 1 00 1 0 2

6 3 2 1 0 1)~(0 2 2 2 0 3|~,1020 2 0 3

022 | 031 022 | 031 000 | 535

Nasli jsme ortogonalni bazi P = ((1,0,2)7,(2,0,3)”,(5,3,5)), vi¢i niz ma bilinearni forma f matici
100

fl,=10 2 0. O
000

Dalsi zakladni piiklady k pocitani:

Uloha 12.6. Najdéte matici bilinedrni formy ¢ na Q3 vzhledem k bézi D, znéte-li jeji matici vzhledem
k bazi C, jestlize C = ((1,1,1)7,(1,1,0)7,(1,0,0)T), D = ((1,0,2)7,(2,-1,0)7,(1,0,1)7)) a

1 2 0
[ge={0 -1 1
1 0 1

Reseni: Plati, Ze
2 -2 1\ /1 2 0\ /2 0 1 -7 -9 —4
glo=(0 -1 3]{0 -1 1||-2 -1 -1]=[6 5 4
1 -1 1/ \1 o 1/)\1 3 1 -2 -3 -1

Uloha 12.7. Necht f, g jsou formy a B a C baze z tloh 12.1 a 12.6 a uvazujme symetrické bilinearni
formy fs a gs; a antisymetrické bilinearni formy f, a g, spliujici pro které f = fs + fu, 9 = 9s + Ga-
Najdéte matice [fs]|g, [falB, [9s]c, [9alc-

Reseni: Plati, ze

1 1 -1
Uloha 12.8. Rozlozte matici A = 1 2 1 na souc¢in LDL”, kde L je dolni trojihelnikova s
-1 1 3

jednickami na diagonéle a D je diagonalni.

Reseni: Plati, ze



