Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 14. tijna 2021

10 Baze — pokracovani
Cile cviceni:
e procvicit pocitani souradnic vzhledem k bazi,

e naucit se pocitat matice prechodu.

Resené piiklady:
Uloha 10.1. Spoéitejte dimenzi podprostorti

(a) U = {(0,0,0)T} aritmetického vektorového prostoru T nad télesem T,
(b) U ={p € Rlz| | degp < 9} vektorového prostoru realnych polynomi R[z| nad télesem R,

(c) U=1L0{(3,5,6)7,(2,4,1)7,(3,3,1)T,(1,0,6)"} aritmetického vektorového prostoru Z3 nad téle-
sem Zr,

(d) U=LO{(2,1,1,1, )T, (1,2,1,1, )T (1,1,2,1, 1), (1,1,1,2, )T, (1,1,1,1,2)T} aritmetického vek-
torového prostoru Z3 nad télesem Z;.

Reseni. Podle definice sta¢i ur¢it pocet vektori kterékoli baze.
(a) Protoze je prazdna posloupnost () bazi U, dostavame, ze dim U = 0.
(b) Protoze posloupnost (z* | i =0,...,9) jisté tvoi{ bazi podprostoru viech polynomt stupné nejvyse
devét, vidime, ze dim U = 10.
(c) Obvyklym zptsobem sefadime vektory generujici podprostor U do fadkt matice, kterou upravime
na odstupnovanou:

356 10 6 10 6
2 4 1 05 2 05 2
3317104371000
10 6 03 4 000

Protoze nenulové radky odstupniované matice tvori bazi U, mame dim U = 2.

(d) Postupujeme obdobné jako v (c¢). Posledni fadek druhé matice vynulujeme tak, Ze k nému ptic¢teme
vSechny predchozi fadky:

21111 21111 21111
1 2111 00 2 2 2 01011
112111 ~102022|]~1]00T1T171
11121 0220 2 00021
1111 2 00 0O0O0 000O0O

Vidime, ze dim U = 4.



1 1
Uloha 10.2. Najdéte souiadnice vektoru v vzhledem k bazi M = ([0 |,|1],|1]) vektorového
2 1 1

prostoru Q® nad télesem Q, jestlize

0 2 4
(a) v=10 (b)y v=1[1 (c) v=11
0 1 3
a 1 2 1
Reseni. Hleddme aritmeticky vektor [v]y, = [ b | spliujici v=a | 0| +0| 1| +¢c|1|. Budeme
c 2 1 1
tedy pocitat feseni nehomogenni soustavy rovnic:
0 0
(a) Pro v = | 0| vidime bez poé¢iténi, ze [v]y, = [ 0
0 0

1 2 14
(c) Obvyklym postupem spocitame (jediné) feseni nehomogenni soustavy s matici [0 1 1 1) a
21 1|3

1
zjistime, Ze [v]y = | 2
-1

Uloha 10.3. Ovéite, ze posloupnost polynomt P = (2% + 2 — 1,22 + 22 + 2,222 — 2 + 1) je baze
podprostoru U = {p € R[z| | degp < 2} vektorového prostoru redlnych polynomt R[z| nad télesem R,
a spocitejte souradnice polynomu 4z vzhledem k bazi P.

a
Reseni. Hledame aritmeticky vektor [4z]p = [ b |, ktery spliiuje rovnici
c

a(x® +z — 1) +b(z® + 27 + 2) + c(22® — 2 + 1) = 4.

11 210
Ta vede na nehomogenni soustavu rovnic s matici | 1 2 —11|4 |, jejiz sloupce tvori pravé sourad-
-1 2 110

nice polynomt vzhledem k bézi (22, x,1) podprostoru U. Zaroven si v§imnéme, Ze b&hem jejiho feSeni
zjistime, zda jsou polynomy P linearné nezavislé, coz nastane pravé tehdy, bude-li matice levych stran
regularni:

1 1 210 11 210 11 20 1 0 0] 1

1 2 -1{4)~101 -3|4]~|0 4 0|4 ~(0 1 0| 1

-1 2 110 03 310 01 1,0 00 1]-1
1
Zjistili jsme, Ze posloupnost P tvoii bazi U a ze [dz]p = | 1
-1

Uloha 10.4. Ovéite, ze obé& posloupnosti aritmetickych vektort B = ((1,4,3)T, (3,1,1)T) a C =
((1,1,4)7T, (1,0,1)T) jsou baze podprostoru U = LO B vektorového prostoru Z3 nad télesem Zs, spoci-
tejte soutadnice vektortt C' vzhledem k bazi B a uréete matici piechodu [id]%.

2



ReSeni. Okamzité vidime, Ze vektor (1,4,3)” neni nisobkem vektoru (3,1,1)” a naopak, proto je
posloupnost B linearné nezavisla, a jde tudiz o bazi U. Posloupnost C' je rovnéz linearné nezavisla,
podafi-li se nam proto ukazat, ze jeji vektory lezi v prostoru U, ptijde nutné o jeho bazi.

Chceme tedy ovérit, ze existuji feseni obou vektorovych rovnic
r-(1,4,3)" +y-3,1,0)" =1, 1,497, 2-(1,4,3)" +y-(3,1,1)" =(1,0,1)7,

a zaroven chceme najit souradnice vektort pravych stran vzhledem k bazi B, coz jsou pravée feseni téchto
rovnic. Proto budeme obé vektorové vektorové rovnice fesit zaroven v obvyklém maticovém zapisu jako
nehomogenni soustavy se stejnou matici levych stran:

1 3|1 1 1 3|1 1 1 012 4
4 111 0)~1(0 4|2 1] ~10 1|3 4
3 1141 0 2|1 3 0 010 0

Spoéitali jsme souradnice [(1,1,4)7]p = <§> a[(1,0,1)7]p = <i>, a proto [id]§ = <§ i)

Uloha 10.5. Najdéte matice piechodu:

(a) [id]%, a [id]5?, kde B = (<;> : (;)) a K, je kanonickd baze ve vektorovém prostoru R? nad

télesem R.

b) [id]Y,, kde N = ! , 0 a M= 2 , ! jsou baze Z2 nad télesem Zs.
M 1 1 1 1 3

(c) [id]% a [id]¥, kde K = (1,i) a L = (3 — 5i,1 — 2i) jsou baze C nad télesem R.

ReSeni. (a) Postupujeme-li podle definice, vidime, Ze soufadnice vektorti vzhledem ke kanonické bazi
jsou vektory samotné, a protoze matice [id]f%2 obsahuje ve sloupcich pravé soutadnice vektort baze B
v ” o L s 11

vzhledem ke kanonické bazi, staci do sloupcti prepsat bazi B. Tudiz [1d]l'%2 = (2 3>.

2 3
tory pravych stran z baze Ks. Postupujeme tedy stejné jako pii hledani inverzni matice.

1 1|1 0 1 111 0 1 013 -1
2 3/0 1 0 1{-21 0 1}/-2 1)

Spocitali jsme, ze [id]j5* = ([id]F)~! = (_32 _11)

. 1 ) o . . o . 11
Dale potfebujeme najednou vytesit dvé soustavy rovnic s matici levych stran [1d]f§2 = ( ) a s vek-

(b) Postupujme podle definice. Potfebujeme najit soufadnice [n;]y; pro jednotlivé vektory n; baze
N, v tloze (a) jsme si povsimli, Ze matice [id]}}, obsahuje ve sloupcich pravé vektory baze M, proto
hledany soufadnicovy vektor splituje podminku [id]}/ [n;]y; = n;. Oznacime-li hledanou matici pfechodu
X = (], n2]ar) = [id]}}, vidime, Ze je tfeba vyfesit maticovou rovnici [id]}, - X = [id]%, . Staci ndm
tedy znamym zptsobem spocitat

iy = gy i = (2 1) (3 0= (0 D)

(c) Snadno uréime soufadnice vektorti baze L vzhledem ke K a sepiSeme je do sloupcii matice [id]% =
(_35 _12) Nyni zbyvd podobné jako v (a) a (b) dopoéitat, ze [id]X = ([id]%)~1 = (_25 _13)
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Dalsi zakladni piiklady k pocitani:

Uloha 10.6. Ovéite, ze B = (3 —i,1 — 2i) tvoi{ bazi vektorového prostoru komplexnich ¢isel C nad
télesem R, a spocitejte souradnice vektoru i.

- 1
IV |
Reseni: 5 <_3> .

Uloha 10.7. Uvazme posloupnost realnych funkei proménné x (Jak si predstavit funkci ,abstraktné“?
Tteba jako graf funkce.) M = (cosz, sin z, cos® x, sin® ).

(a) Dokazte, ze M je baze podprostoru LO M vektorového prostoru vsech realnych funkei,
(b) dokazte, ze 1, cos2x € LO M,

(c) urcete soutradnice vektori 1, cos2x a 3 + 2 cosx + cos 2z vzhledem k bazi M.

Reseni: (a) Pro diikaz linedrni nezavislosti staci uvazovat hodnoty v 0, £7/2, 7; (b) 1 = sin? + cos?, cos 2z =
cos? —sin?; (c) (0,0,1,1)7,(0,0,1,-1)T,(2,0,4,2)T.

Uloha 10.8. Uréete v prostoru vsech realnych polynomt stupné nejvyse 2 matici piechodu od béze
N=(2>+2x+1,22> + 1,2 —x) kbazi N' = (2> + 2,2* — 3o + 1,2° + = + 3).

10 16 8
Resen: [id]Y, =3 -3 -3 -1}].

-5 -9 -5

Uloha 10.9. V prostoru vsech realnych matic 2 x 2 uréete obé matice pfechodu mezi bazemi

5= ((00) (0 0) G 0) G D) == (G666

1 0 0 O 1 0 0 0
B -1 1 0 O . 1 100
Reseni: [1d]g§ =lo 1 1 ol [1d]gf =11 11 0
0 0 -1 1 1 1 11

Obtiznéjsi priklady:

Uloha 10.10. Najdéte dimenzi podprostoru LO{(1,1,1,a)T,(1,1,a,1)T,(1,a,1,1)T, (a,1,1,1)T} v R
v zavislosti na parametru a € R.

Reseni: Pro a = 1 je dimenze 1, pro a = —3 je to 3, jinak je to 4.



