GRUPY: STRU¢Ny UVOD V KONTEXTU LINEARNI ALGEBRY

DAVID STANOVSKY

Cilem tohoto textu je sezndmit posluchace kurzu linearni algebry s pojmem grupy a uvést za-
kladni ptiklady grup, které vychazi z objekti studovanych v linearni algebfe: pfedevsim tedy grupy
permutaci a grupy matic. Cislované odkazy vedou na definice a tvrzeni ve skriptech Barto-T@ma.

0.1. Grupy. Hlavni motivaci teorie grup je studium nejrtiznéjSich typd symetrii a transformaci
matematickych objekti. Pojem pochazi z Galoisovy teorie a puvodné oznacoval mnozinu G (tj.
skupinu, grupu) zobrazeni na mnoziné X uzavienou na skladani, tj. spliiujici moo € G pro vSechna
m,0 € G. Abstrakci tohoto pojmu vznikla rozsahld vétev algebry, zvana teorie grup. Aplikace
nachézi vSude, kde se vyskytuje pojem symetrie ¢i transformace.

Definice. Grupou rozumime mnozinu (G, na které jsou definovany binarni operace *, unarni operace
" a konstanta e € G spliujici pro kazdé a, b, c € G néasledujici podminky:
ax(bxc)=(axb)x*c, axe=exa=a, axa =ad xa=e.
Grupu nazyvame abelovskou, pokud navic pro vsechna a,b € GG plati
a*xb="bxa.

Prvku e se tika jednotka, prvku o’ inverzni prvek k prvku a. Grupu formélné zapisujeme jako
ctvefici G = (G, *,’, e).

V konkrétnich ptikladech byva typickou trojici operaci bud +, —, 0, pak hovofime o aditivnim
zdpise (a misto x + (—y) piseme z — y), anebo trojice -,~ !, 1, éemuz fikame multiplikativni zdpis.
Projdéte si celou prednasku z linearni algebry a hledejte grupy!

Hned v kapitole 1 se v principu pracuje s dvéma dobfe zndmymi grupami.
Priklad. Realna ¢isla s operaci s¢itani tvoii grupu, (R, +, —,0). Obecnéji, redlné aritmetické vek-
tory s n slozkami s operaci s¢itani tvoti grupu, (R”, +, —, 0). Nenulova redlna ¢isla s operaci nasobeni

tvoii grupu, (R~ {0},-,71,1). Grupové axiomy jsou oéividné splnény.

Vsimnéte si, Ze télesa jsou definovany pomoci dvou grupovych operaci navzajem svazanych distri-
butivnim zékonem. Definici télesa mtizeme pieformulovat takto: mnozina T s operacemi +, —, -, !
a prvky 0 # 1 se nazyva téleso, pokud (T, +, —, 0) je abelovsk4 grupa, (T~ {0},-,71,1) je abelovska
grupa a plati a(b+ ¢) = ab+ ac pro v8echna a, b, c € T. V opa¢ném sméru, s kazdym télesemn mame
spojeny dvé grupy:

Piiklad (aditivni a multiplikativni grupa télesa). Bud T' téleso. Pak

o (T, +,—,0) je abelovska grupa, tzv. aditivni grupa télesa T,
o T* = (T . {0},-,71,1) je abelovska grupa, tzv. multiplikativni grupa télesa T.

Grupové axiomy jsou obsazeny v definici télesa.

Misto téles lze brat i obecnéjsi struktury, tzv. okruhy, se kterymi se seznamite v kurzu obecné
algebry. Mezi odvozenymi grupami zminme tzv. cyklickeé grupy.

Date: 29. kvétna 2020.



P¥iklad. Cel4 &isla tvori grupu Z = (Z,+, —,0). Cisla v intervalu 0,...,n — 1 tvoii grupu Z, =
({0,...,n — 1},+,—,0), kde séitani i odéitani bereme modulo n.

Podobné, definice vektorového prostoru tiké, ze (V,+, —,0) je abelovskad grupa a déle je defino-
vano nasobeni skaldrem spliujici jista pravidla (souvisejici s grupou automorfismi aditivni grupy,
ale tenhle pohled si nechdme do kurzu obecné algebry).

V kapitole 4 se definuje s¢itani a nasobeni matic. Matice nxn nad télesem T tvori grupu vzhledem
ke séitani, ale nikoliv vzhledem k nasobeni, protoze ne kazda matice ma matici inverzni. Nicméné,
pokud se omezime na reguldrni matice, grupu vzhledem k nasobeni dostaneme: Tvrzeni 4.87 ik,
ze soucin regularnich matic je regularni a Tvrzeni 4.34 1ik4, ze nasobeni matic je asociativni. Jde

vvvvvv

Priklad (obecna linearni grupa). Bud 7' téleso. Pak
GL,(T) = ({A: A je regularni matice n x n nad télesem T'},-, 71, I,,)
je grupa, tzv. obecnd linedrni grupa nad télesem T’ stupné n.

Skladani zobrazeni je asociativni, ale ne kazdé zobrazeni mé inverz. Bijektivni zobrazeni na dané
mnoziné X (neboli permutace na X) ovSem grupu tvofi, jednotkou bude identické zobrazeni id.

vvvvvv

Priklad (symetrickd grupa). Bud X mnozina. Pak
Sx = ({7 : 7 je permutace na mnoziné X},o0,7 ! id).
je grupa, tzv. symetrickd grupa na mnoziné X. Je-li X = {1,...,n}, pak misto Sx piSeme S,,.

Podobné, linedrni operatory na vektorovém prostoru V' grupu netvoii (inverzy!), ale ty z nich,
které jsou bijektivni, ano. Hovofime o obecné linearni grupé na prostoru V,

GL(V) = {f: f:V — V bijektivni linearni zobrazeni }, 0,7 id).

V definici jsou skryta Tvrzeni 6.15 a 6.16, ktera fikaji, Ze slozeni linedrnich zobrazeni jsou linearni, a
inverz bijektivni linearniho zobrazeni je také linearni. Pro aritmetické prostory jsou prvky GL(T™) a
GL,,(T) ve vzajemné jednozna¢né korespondenci, a to dokonce tak, ze skladani zobrazeni odpovida
nasobeni pfislusnych matic (viz kapitola 6). Takovym korespondencim se ¥ika izomorfismy a detailné
se s nimi sezndmime v kurzu obecné algebry.

0.2. Podgrupy. Posledni ptiklad nas navadi na pojem podgrupy, jakési analogie pojmu podprostor
v kontextu grup. Bijektivni linedrni operatory na V jsou vlastné permutace na mnoziné V, jde
tedy o jakousi ¢ast grupy Sy, dokonce pouzivame stejné operace skladani a invertovani zobrazeni
(formdlné vzato, jde o restrikci operace sklddani na podmnozinu linearnich operatort).

Definice. Bud G = (G, «,’,¢e) grupa a H C G podmnozina jeji nosné mnoziny takové, ze

e cc H,

e pro kazdé a € H plati a’ € H,

e pro kazdé a,b € H plati axb € H.
Rikéme, ze H je uzaviena na grupové operace a ze tvori podgrupu grupy G. Ctvetici H = (H, *|g,’| i, €)
pak nazyvame podgrupou, pficemz |y znadi restrikci operaci na mnozinu H. Znad¢ime H < G.

Vsimnéte si, ze podgrupa grupy G je opét grupa: axiomy platné pro vSechny prvky G budou

jisté splnény i na podmnoziné H.
Priklad. Suda ¢isla tvori podgrupu grupy Z:

e 0 je suda,

e pro kazdé a sudé plati, ze —a je sudé,



e soucet sudych cisel je sudy.
Naopak podgrupu netvoii napfiklad licha ¢isla (0 neni lichd), nezaporna ¢isla (je-li a > 0, pak
—a < 0) ani mnozina H = {a: 2 | a nebo 3 | a}, protoze napiiklad 24+3 =5 ¢ H.
Piiklad. Bud V vektorovy prostor. Pak GL(V') je podgrupou Sy, nebot

e id je linearni zobrazeni,
e inverz bijektivniho linedrniho zobrazeni je linearni,
e slozeni linearnich zobrazeni je linearni.

Priklad. Sudé permutace tvori podgrupu grupy S,,, nebot podle Tvrzeni 7.11
e id je suda,
e inverz sudé permutace je sudy,
e slozeni sudych permutaci je sudd permutace.

Tato grupa se nazyva alternujici a znaci se A,,.
Rada maticovych pojmt definuje zajimavé podgrupy obecné linedrni grupy.

Priklad. Matice s determinantem 1 tvoii podgrupu grupy GL, (T, nebot podle Vét 7.26 a 7.27
e detl, =1,
o je-lidet A=1, pak det A™! = (det A)~! =1,
e je-lidet A=det B=1, pak det AB =det Adet B = 1.

Tato grupa se nazyva specidlni linedrni grupa a znac¢i se SL, (7).

Priklad. Ortogonalni matice tvori podgrupu grupy GL,(R), nebot
e [, je ortogonalni,
e inverz ortogonalni matice A je ortogonalni matice AT,
e soudin ortogondlnich matic je ortogonalni (Dusledek 8.85).

Tato grupa se nazyva ortogondlni grupa a znaci se O,. Analogicky se definuji unitdrni grupy
U, < GL,(C).

Lemma 0.1. Prunik podgrup je podgrupa.

Diikaz. Bud G = (G, x,’, e) grupa, uvazujme podgrupy H;, i € I, a ozna¢me H = (. _; H;. Pak

e ¢ € H; pro vSechna i, a tedy e € (| H;,

e pokud a € (H;, pak a € H; pro vsechna i, tedy také o' € H; pro vSechna i, a tedy
a e ﬂHZ‘,

e pokud a,b € () H;, pak a,b € H; pro vSechna i, tedy také a x b € H; pro vSechna i, a tedy
axbe()H;.

el

O

Priklad. Ortogonélni matice s determinantem 1 tvoii podgrupu grupy GL,(R), protoze jsou pri-
nikem podgrup SL,,(R) a O,,. Této grupé se iika specialni ortogonalni grupa a znaci se SO,,. Podle
Tvrzeni 10.26 lze grupu SO3 ztotoznit s rotacemi v R3.

Mezi dalsi zajimavé ptiklady grup patii naptiklad grupy symetrii riznych geometrickych objekti
(Gtverec, krychle, ...), jakozto podgrupy grupy vSech izometrii, resp. grupy GL,,(R), pokud jde o n-
dimenzionalni ttvary symetrické kolem pocatku. Napiiklad grupa symetrii pravidelného n-tthelnika
sestava z n rotaci (o k-27/n, kde k = 0,...,n—1) a n reflexi (podle os spojujicich protilehlé vrcholy,
resp. stfedy hran) a fika se ji dihedrdini grupa. Studium téchto grup si nechame do kurzu obecné
algebry.

Poslednim ptikladem, ktery uvedeme, je kvaternionova grupa, kterd se ponékud vymyka pted-
chozim piikladim.
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Piiklad. Kvaternionovd grupa Qg je definovand na mnoziné {+1, +i, +j, +k}. Nésobeni je dédno
vzorci

P=2=k=-1, ij=k, jk=1i, Fki=1j,
a dale pravidly zy = —(yx) a (—x)y = z(—y) = —(xy) pro vSechna z,y € {i,7,k}.

Pomoci kvaternionové grupy se definuje nekomutativni téleso kvaternionu jako téleso vsech vy-
razii a+bi+cj+dk, a,b, c,d € R. Podobnou konstrukci lze provést v principu pro jakoukoliv grupu,
ale téleso kvaternionid se vymyka tim, Ze jeho multiplikativni grupa tzce souvisi s grupou rotaci
SOj3. O tom se doctete vice v sekci 3.5.5, jejimz hlavnim sd€lenim je, Ze rotaci o tthel o kolem osy
dané vektorem (a, b, c)? lze reprezentovat kvaternionem

cos(a/2) + sin(«/2)(ai + bj + ck),

pfi¢emz rotace se skladaji tak, jak se prislusné kvaterniony nasobi (ejhle, homomorfismus grup).
Vice se dozvite v kurzu geometrie v druhém roc¢niku.
Cviéeni.
1. Rozhodnéte, zda existuje unarni operace ' a prvek e tak, aby nasledujici ¢tvefice byla grupou:
(a‘) (Z7 _7/ ’ 6)
(b) (Q,*,",e) kde axb=|a-b|.
(c) (P(X),n,,e), kde P(X) zna¢i mnozinu viech podmnoZin mnoziny X
(d) (P(X),*,,e), kde % znadi symetrickou diferenci, tj. Ax B = (AU B) \ (AN B).
[ne, ne, ne, ano|
2. Urcete, v kterych z nasledujicich grup tvofi suda ¢isla podgrupu: Z, Zis, Z1s, Z5. [ano, ne, ano, ne|
3. Ovéite, ze {z € C: |z| = 1} tvoii podgrupu grupy C*. Ovéite, ze mnozina sestavajici ze v8ech kofent polynomu
" — 1 tvofi podgrupu této grupy.
4. Tvoii matice s kladnym determinantem podgrupy grupy GL,(T) ? A co horni, resp. dolni trojuhelnikové matice?
A co symetrické, resp. antisymetrické matice? [ano, ano/ano, ne/ne]
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