Reseni domécich tkolu
na algebru 08/09 zima

Piiklad 1. Najdéte vsechny ireducibiln{ (nerozlozitelné) polynomy stupné 4
nad télesem Zo (a ukazte, Ze jsou ireducibilni a Ze jsou vSechny). Vyberte si
jeden z nich a v 16-tiprvkovkém télese urc¢eném timto polynomem spocitejte
pomoci Euiklidova algoritmu (23 + z +1)~*

Reseni. Ireducibilni polynom p nemiize mit kofen (jinak je délitelny polynomem
x — a, kde a je kofen). Polynomy stupné ¢tyti nad Zo, které nemaji kofen, jsou,
jak snadno nahlédnete, néasledujici:

441, 2+ 22 +1, 2+ e L

Pokud je néktery z nich rozlozitelny, pak je nutné sou¢inem dvou nerozlozitelnych
polynomii stupné 2. Nerozlozitelny polynom stupné 2 je jen jeden, a to z2+x+1.
Takze polynom
(2 +z+1)2 =2 +22+1

je jediny rozlozitelny polynom ze seznamu vyse.

Nad Zs existuji pravé étyfi ireducibilni polynomy stupné 4, a to 2* + = + 1,
r+d+laxt+ 23+ 22+ 41

Vybereme si napiiklad ¢ = 2* + 2 + 1 a v pifslusném télese budeme poéitat
(2> + 2 + 1)~1. Euklidovym algoritmem najdeme polynomy a,b takové, ze
1 =aq+b(z®+ 2 +1). Pak b mod ¢ je hledany inverzn{ prvek.

4+l = z- @@ 4+z+D)+ @241
P4+l = x-(2241)+1.

Z prvni rovnice dostaneme

P rl=0"+ae+)+z- @+ +1).

7 druhé rovnice mame

1 = @+ath+a- (@ +1)
(3 +x4+1 —|—x+1)+x-[(x4+x+1)+x-(x3+x—|—1)]
= z-(z' 24+ 1)+ @ +1) @B+ +1).

Takze (23 +x+1)"! =22 + 1.



Priklad 2. Najdéte viechny podalgebry a kongruence algebry A = {a, b, ¢, d, e}(o0),
kde

ola b ¢ d e
ala e ¢ a a
ble d e b b
cla e ¢ a ¢
dlc b a e e
ela e a d b

(Nezapomeiite napsat postup, z kterého plyne spravnost vysledku. Samotny
vysledek je bezcenny.)

Reseni. Neprve najdeme podalgebry. Jisté () a {a,b,c,d,e} jsou podalgebry.
Necht B je libovolna podalgebra A. Pokud b € B, pak d € B (protoze bob = d).
Pokud d € B, pak e € B (protoze dod = ¢e). Pokud e € B, pak b € B (protoze
eoe = b). Tedy bud {b,c,d}NB = (), nebo {b,d,e} C B. Jedinymi adepty na po-
dalgebry (kromé trividlnich) jsou {a}, {c}, {qa,c}, {b,d,e},{a,b,d,e},{b,c,d,e}.
U kazdé z téchto mnozin ovéiime, zda je uzaviend na o. Zjistime, ze {a} a {c},
{b,d, e} jsou podalgebry a zbyvajici dvé nikoliv.
Podalgebry algebry A jsou prévé 0, {a}, {c}, {a,c}, {b,d, e}, {a,b,c,d,e}.

Nyni nejdeme kongruence. Necht ~ je libovoln4 kongruence.

e Pokud a ~ b, pak a ~ e (protoze aoa ~ boa), e ~ d (protoze aob ~ bob),
¢~ e (protoze aoc~ boc). Tedy ~= A2

Pokud a ~ d, pak a ~ e (aod ~ dod) aa ~ b (eoa ~ eoe). Z predchoziho
jiz vime, 7ze ~= A?

Pokud a ~ e, pak a ~ b (eoa ~ eoe) a opét ~= A2.
e Pokud b~ ¢, pak a~e (boa~coa)a~= A%
o ...

Podobné snadno nahlédneme, ze z b ~ d plyne ~= A2, z b ~ e plyne ~= A2, z
c~dplyne ~= A2, zc~eplyne ~= A2 ad~e= A2

Takze pokud ~# A2, tak bud ~= {(a,a) : a € A} (trividln{ kongruence s
tiidami {a}, {b}, ...) nebo ~ je kongruence s rozkladovymi tiidami {a, c}, {b},
{d}, {e}. Prvni ekvivalence je vzdy kongruenci. Druhd ekvivalence je rovnéz
kongruence — stac¢i ovétit, ze aox ~ cox a xoa ~ x o ¢ pro libovolné x € A
(viz cviceni). To lze snadno vidét z tabulky.

Jedind netrividlni kongruence algebry A je ekvivalence dand tiidami {a, c},
{b}, {d}, {e} (v zapisu ze cviceni je to ac|b|d|e).

Piiklad 3. Necht N = {1,2,...,} (tj. pfirozena ¢isla bez nuly) a N = N(+),
kde 4 je bézna operace sc¢itani. Najdéte vSechny homomorfismy N x N —

{1,-13().



Reseni. Ukdzeme, ze homomorfismus f : N x N — {1, —1}(-) je jednoznacné
urcen hodnotami f(1,1) a f(2,1). Oznacme a = f(1,1) a b= f(2,1).

(i) Pro libovolné k € N plati f(k, k) = a*. Dokézeme indukci. Pro k = 1
jde o definici a. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro k. Z definice homo-

morfismu dostavame f(k+1,k+1) = f((k,k)+(1,1)) = f(k, k) f(1,1) =P

aFa = o+t

(ii) Pro libovolné k € N plati f(k,1) = a¥v*~!. Dokézeme indukei. Pro
k = 1 tvrzeni plati, protoze f(1,1) = a = a'b’. Ptedoklddejme, 7e
tvrzeni plati pro k. Z definice homomorfismu dostdvame f(k,1)f(2,1) =
(k1) +(2,1)) = f(k+2,2) = f((k+1,1)+(1,1)) = f(k+1,1)- ( 1).

Tedy f(k+1,1) = f(k,D)f(1,1)f(2,1) = f(k,1)ab =T akFpF-! 1;
akt1ipk,

(iii) Pro libovolné [ € N plati f(1,l) = ab'~!. Z definice homomorfismu
méme f(1,1) - f(I,1) = f((1,1) + (,1)) = fU+ 1,1+ 1) = a'!, kde
posledni rovnost plyne z (i). Takze f(1,1) = f(I,1)a'T!. Dosazenim (ii)
dostavame f(1,1) = a!b!~talt! = ab'~!

(iv) Pro libovolna k,l € N plati f(k,l) = a*b**!. Pro | = 1 plyne tvrzeni
z (ii), pro k = 1 z (iii). Predpoklddejme, ze k,l > 2. Z definice homo-
morfismu a uzitim (ii) a (iii) mdme f(k,1) = f((k—1,1) 4+ (1,1 = 1)) =
f(k=1,1)f(1,1 — 1) = a*~1pF2abl =2 = a*pk L.

Rizné volby a a b davaji ¢tyfi mozné homomorfismy
e Pro a =b=1 dostdvame f(k,1) = 1.
e Proa=1,b= —1 dostavame f(k,l) = (—=1)*+".
e Proa=—1,b=1 dostavame f(k,l) = (—=1)*.
e Proa=>b=—1dostavame f(k,l) = (—1)*(=1)** = (-1)%.

Je snadné (ale nutné !!!) ovérit, ze vechna 4 zobrazeni jsou skuteéné homomor-
fismy.

Priklad 4. Zjistéte, zda grupa Zj, je izomorfni grupé Z,s. Grupa Z;g ma
prvky {1,2,...,18} a bindrn{ operaci je ndsobeni modulo 19. Grupa Z;s mé
prvky {0,1,...,17} a bindrnf operaci je s¢itdni modulo 18.

Reseni. Nech f je homomorfismus Z;g — Z3ig. Protoze 1 je generatorem grupy
Z1s, homomorfismus f je jednoznacné uréen hodnotou f(1). Ozna¢me ji a. Pak

f(2) = f(14mod 181) = f(1) ‘mod 19 f(1) = a® mod 19. Déle f(3) = a® mod 19,
atd. Indukci snadno dokézeme, ze

f(n) =a" mod 19, n € Zs.



Zobrazeni f je sluc¢itelné s binarni operaci:
k
f(n+mod 18) = a™Fmed 18™mod 19 = "8 1m0d 19 = " ™6 mod 19 =

= a""™mod 19 = (a"mod 19) -mod 19 (a"™mod 19) = f(n) -mod 19 f(m)

Vyuzili jsme toho, Ze a'® mod 19 = 1. To plati, protoze fdd a v grupé Z3, déli
pocet prvku grupy Zj4, coz je 18. Takze a” mod 19 = 1 pro jisté r|18 a tim
spise a'® mod 19 = 1. (Také se tomu itkd Mald Fermatova véta.)

Slucitelnost s ostatnimi operacemi neni potfeba ovérovat, protoze kazdé zo-
brazeni mezi grupami slu¢itelné s bindrnf operaci je jiz homomorfismem (ovérte!).

Nasli jsme vlastné vSechny homomorfismy Zig — Zj,.

Pokud najdeme v Zjy prvek a fadu 18, pak piislusné zobrazeni f bude
prosté (tedy i na, protoze grupy maji stejny konecny pocet prvku) — kdyby
nebylo prosté budou existovat n < m < 18 pro které a™ = a™ (v Zj,). Pak ale
a™™™ =1, coz je ve sporu s tim, ze a ma fdd 18 > m —n.

Zkusime a = 2. Protoze fad a déli 18 musi to byt bud 1,2,3,9 nebo 18. Ale
22=4#1a2"=2*.21.2mod 19 = (-3) - (=3) -2 mod 19 = 18 # 1, takze 2
ma 7ad 18.

Dané grupy jsou izomorfni, napiiklad zobrazeni f(n) = 2™ mod 19 je izomor-
fismem Zjg — Zjg.

Poznamky.

e Cyklickd grupa ( = 1-generovana grupa) mohutnosti n je izomorfni Z,.
Pokud toto vime, sta¢i v grupé Zjy najit generdtor, tj. prvek fadu 18.

e Lze ukdzat, ze grupy Z, a Z;—1 jsou izomorfni pro libovolné prvocislo p.

K tomu staci najit v Z; prvek fddu p — 1. Obecné, multiplikativni grupa
libovolného koneéného télesa je cyklicka.

Priklad 5. Pro grupu Dg (symetrie 6-titihelnika) najdéte vSechny podgrupy,
vSechny normaélni podgrupy a popiste prislusné faktorgrupy.

Reseni. Resenf bylo probirdano na cvi¢eni. Oznac¢me
r=(123456), d=(26)(35).
Plati
Dg = {id=1"7"72, ... 1% d = 1"d,rd,1?d, ... ,r°d}.

Prvek r? je otoceni o 60i stupiiii, prvek r'd je osové soumérnost podle osy, kters
s pifmkou 14 svird 30i stupit. Ziejmé r? = pf med 6 gi — g mod 2 Gnadno
spocitame, ze dr = r5d(= r~1d), obecnéji dr' = r~id. Sklddani dvou osovych
soumérnosti:

rid rid = rir=idd = ri7. (1)
Skladani rotace a osové soumérnosti:

ririd =rtid, ridrt =rirTid =i, (2)



Uvazujme libovolnou podgrupu H < Dg a ozna¢me R = (r) = {id,r,r?, ... 15}
aT = HNR. T je podgrupou cyklické grupy R a jejich strukturu zndme z
prenasky. Jsou nésledujici moznosti

e T = {id}. Pak H obsahuje nejvyse jednu osovou soumérnost, jinak by ob-
sahovala neidentickou rotaci (viz (1)). Pro H mame nésledujici moznosti:
X, = {id}, Y; = {id,r'd}, i = 0,...,5, viechny tyto mnoziny jsou ziejmé
podgrupy Dkg.

o T = {id,r3}. Pokud H obsahuje osovou soumérnost r’d, pak i ri+3d.
Jiné osové soumérnosti v H byt nemuzou kvuli (1) — vzinkla by rotace,
kterd nenf v 7. Pro H mame nésledujéf moznosti: Xy = {id,r3}, Z; =
{id,r3,r'd,r**3d}, i = 0,1,2. Jsou to podgrupy Dg jak je vidét z (1) a
(2).

o T = {id,r?,7*}. Stejnou tivahou jako v piedchozim piipadé dostdvame
podgrupy X3 = {id,r%,r*}, W; = {id,r?,r* rid, r'*2d,ri**d}, i = 0, 1.

o T = {id,r*,r% ... ,r°}. Méame podgrupy X¢ = {id,r',..., 7%} a Dg. V
tomto pripadé staci pouzit Lagrangovu vétu.

Nasli jsme celkem 16 podgrup. Xi, Xs, X3, Xg jsou normélni: To plyne z
vypocétu: ‘ ‘ ‘ . . .
(rid) v* (rid) ™t = ridrfdr=" = rirFddr—t = k.

Vypoctem lze téz ovérit, ze Wy a Wi jsou normalni a zbylé netrividlni podgrupy
normalni nejsou. Mame celkem 7 normélnich podgrup: X1, X, X3, X¢, Dg, Wy, W7.
Faktorgrupy jsou nasledujici

De/X1 = Ds, Dg/De =71, De/W;=1Zy, Dg/X¢= 7o,

DG/ngS:;, DG/XSgZQXZQ

Dg /X5 je izomorfni S5 proto, Ze tato grupa neni komutativni (napf. dr ¢ rd
v kongruenci odpovidajici X5) a S3 je jedind nekomutativn{ grupa velikosti 6.
D¢/ X3 je izomorfni Zy X Zg proto, ze v této grupé neni prvek fadu 4 a jediné
¢tyiprvkové grupy jsou (az na izomorfismus) Zy a Zo X Zs.

Piiklad 6. Najdéte viechny kongruence algebry P = P(N,U), kde P je mnozina
v8ech podmnozin mnoziny {0,1,2} a N, U jsou bézné (bindrni) operace pruniku
a sjednoceni.

Reseni. Vyfesime obecnéjsi dlohu: budeme uvazovat svaz P(X) vSech podmozin
obecné mnoziny X. Nejprve dvé pozorovéni o kongruencich svazui obecné. (Po-
zorovani nejsou nutnd pro vyteseni tlohy, ale je uzitecné si toho vsimnout.)

(S1) Pokud ~ je kongruence svazu L(A,V) a a ~ b, pak a Ab ~ a V b. Dikaz:
protoze ~ je kongruence, mame a Ab~bAb=baaVb~bVb=2>a
tvrzeni plyne z tranzitivity ~.



(S2) Pokud ~ je kongruence svazu L(A,V), a ~ b a a < b, pak a ~ ¢ pro
libovolné ¢, pro néz a < ¢ <b. Dukaz: a=aAc~bAc=c.

Cili pokud a ~ b pro néjakou kongruenci ~, pak viechny prvky mezi a A b a
a Vb jsou v jedné ~-tiideé.
Uvazujme libovolnou kongruenci ~ svazu vSech podmnozin mnoziny X.

(P1) Necht Y,Z C X. Pak Y ~ Z pravé tehdy, kdyz 0 ~ (Z - Y)U (Y — Z).
Dikaz: Pokud Y ~ Z, pak 0 =Y N(X - Y)~ZN(X-Y)=Z-Y a
podobné § ~ Y — Z. Tedy (napi. podle (S1)) 0 ~ (Z —-Y)U (Y — 2).
Naopak, pokud @ ~ (Z —Y)U(Y — Z),pak Y =0UY ~ (Z-Y)U (Y —
Z)UY =Y UZ apodobne Z ~Y UZ. Tedy Y ~ Z (z tranzitivity).

(P2) Necht Y C X. Pak Y ~ () pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € Y plati
0 ~ {y}. Dikaz: Plyne z (S1) a (S2).

Pro danou kongruenci ~ ozna¢me
Qu={zeX:0~{z}} CX.

Dusledkem (P1) a (P2) je, ze kongruence ~ je jednoznaéné uréend mnozinou
Q~, a to nasledujicim zptsobem:

Y ~Z pravekdyz (Y —-Z)U(Z-Y)C Q-
Na druhou stranu, pro libovolnou podmozinu () C X relace definovand vztahem
Y~Z privekdyz (Y -2)U(Z-Y)CQ

je kongruence (ovétte!). Tedy kongruence svazu P(X) vzdjemné jednoznacéné
odpovidaji podmnozindm X vySe uvedenym zpusobem. Lze snadno ukédzat, ze
tato korespondence je izomorfismem svazu. Tedy svaz kongruenci svazu P(X)
je izomorfni svazu P(X).

Piiklad 7. Rozhodnéte (zduvodnéni je opét nutné), zda svaz konvexnich
podmnozin roviny usporddanych inkluzi je a) moduldrni b) distributivni.

Reseni. Polozme
A={0,00}, B=A{(z,0):2€(0,1)}, C={(-1,2):z€R}.

Plati A C B, (CVA)AB = B a (CAB)VA = A. Tedy dany svaz neni

modularni, ¢ili ani distributivni.

Poznamky. Castou chybou bylo, ze jste k ditkazu nemodularity chtéli v daném
svazu najit podsvaz izomorfni N5, pricemz nalezenych pét mnozin netvofilo
podsvaz (natoz aby to byl podsvaz izomorfni Ny).

Piiklad 8. Spoététe poslednf dvé cifry v desitkovém zapisu éfsla 87(85™).



Reseni. Protoze jsou ¢isla 87 a 100 nesoudélnd, muzeme pouzit Eulerovu vétu:

878583 = 878583 mod ¢(100) _ 878583 mod 40 (mod 100).

583

K vypoctu 85%° mod 40 stejnou vétu pouzit nejde kvuli soudélnosti ¢isel 85 a

40. Vypocteme
85%% = 0% = 0 mod 5

a uzitim Eulerovy véty
8583 = 583 = 583 mod Lp(8) — 583 mod 4 — 53 = 5 (mod 8)
Pouzitim CVZ dostaneme 85%% =5 (mod 40), takze
878" =875 =7 (mod 100).

Posledni dvé cifry jsou tedy 07.



