
Př́ıklad 1. Pomoćı Euklidova algoritmu určete 50−1 v tělese Z113.

Řešeńı. Rozš́ı̌reným Euklidovým algoritmem vyjádř́ıme 1 ve tvaru k ·50+l ·113.

113 = 2 · 50 + 13

50 = 3 · 13 + 11

13 = 1 · 11 + 2

11 = 5 · 2 + 1

Z těchto vztah̊u postupně dostaneme:

13 = 113− 2 · 50

11 = 50− 3 · 13 = 50− 3 · (113− 2 · 50) = −3 · 113 + 7 · 50

2 = 13− 1 · 11 = (113− 2 · 50)− (−3 · 113 + 7 · 50) = 4 · 113− 9 · 50

1 = 11− 5 · 2 = (−3 · 113 + 7 · 50)− 5 · (4 · 113− 9 · 50) = −23 · 113 + 52 · 50

Ze vztahu 1 = 52 · 50− 23 · 113 vyplývá, že inverzńı prvek k 50 v tělese Z113 je
52.

Př́ıklad 2. Uvažujme algebru M = M(+,−, ·), kde M je množina všech
čtvercových matic typu 2 × 2 nad celými č́ısly, + je běžná binárńı operace
sč́ıtáńı matic, · je běžné násobeńı a − je běžné (unárńı) minus. Dokažte, že M
je generována množinou {(

1 1
0 1

)
,

(
1 0
1 1

)}

Řešeńı. Označme A =
(

1 1
0 1

)
, B =

(
1 0
1 1

)
a N = 〈A,B〉. Zřejmě

nulová matice patř́ı do N (protože je rovná např. A + (−A)). Dále plat́ı

A + B =
(

2 1
1 2

)
∈ N,

A ·B =
(

2 1
1 1

)
∈ N,

C22 = (A + B) + (−(A ·B)) =
(

0 0
0 1

)
∈ N,

C11 = (A + B) + (−(B ·A)) =
(

1 0
0 0

)
∈ N,

C12 = A + (−C11) + (−C22) =
(

0 1
0 0

)
∈ N,

C21 = B + (−C11) + (−C22) =
(

0 0
1 0

)
∈ N,
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Protože N je uzavřená na sč́ıtáńı, indukćı snadno ukážeme, že kC11, kC12, kC21, kC22 ∈
N pro libovolné přirozené č́ıslo k. Protože N je uzavřená na unárńı minus a
obsahuje nulovou matici, kC11, kC12, kC21, kC22 ∈ N plat́ı pro libovolné celé
č́ıslo k. Nyńı pro libovolná celá č́ısla a, b, c, d máme(

a b
c d

)
= aC11 + bC12 + cC21 + dC22 ∈ N,

tedy N = M .

Př́ıklad 3. Najděte všechny homomorfismy A → B, kde A = {a, b, c, d}(f)
a B = {0, 1}(g) a f, g jsou unárńı operace dané předpisy f(a) = f(b) = c,
f(c) = f(d) = d, g(0) = g(1) = 1.

Řešeńı. Zobrazeni h : A → B je podle definice homorfismem právě tehdy, když
pro libovolné x ∈ {a, b, c, d} plat́ı

h(f(x)) = g(h(x)).

Vzhledem k tomu, jak je definována operace g, pravá strana je pro libovolné x
rovná 1. Takže aby h byl homomorfismus, je nutné a stač́ı, aby

h(f(a)) = 1, h(f(b)) = 1, h(f(c)) = 1, h(f(d)) = 1

neboli
h(c) = 1, h(c) = 1, h(d) = 1, h(d) = 1

Homomorfimy h : A → B jsou právě všechna čtyři zobrazeńı, pro něž h(c) =
h(d) = 1.

Př́ıklad 4. Najděte všechny kongruence algebry {a, b, c, d}(∗), kde

* a b c d
a b a b c
b b d b d
c b c b a
d d d d d

Řešeńı. Ekvivalence ∼ je kongruenćı dané algebry právě tehdy, když pro libo-
volné x ∈ {a, b, c, d} plat́ı a ∗ x ∼ b ∗ x a x ∗ a ∼ x ∗ b (muśı platit oboj́ı!!!).
Běžným zp̊usobem zjist́ıme (viz řešeńı domáćı úlohy), že jediná kongruence ∼,
pro kterou a ∼ b, je triviálńı kongruence ∼= {a, b, c, d}2. Dále zjist́ıme, že a ∼ d,
b ∼ c a c ∼ d plat́ı pouze pro triviálńı kongruenci a že z b ∼ d plyne a ∼ c.
Jedinými kandidáty na kongruence jsou, kromě triviálńıch kongruenćı, ekviva-
lence |ac|b|d|, |ac|bd| (zápis použ́ıvaný na cvičeńı). Zkontrolováńım podmı́nky
formulované výše zjist́ıme, že tyto ekvivalence jsou skutečně kongruece.

Algebra má právě čtyři kongruence: |a|b|c|d|, |ac|b|d|, |ac|bd|, |abcd|.

Př́ıklad 5. Uvažujme permutaci π = (1 3 10 2)(4 5 9)(6 7) ∈ S11.
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• (1 bod) Jaký je řád π v grupě S11?

• (2 body) Spoč́ıtejte π2009.

Řešeńı.

• Snadno lze vidět, že řád permutace v grupě Sn je nejmenš́ı společný
násobek délek cykl̊u. V našem př́ıpadě 12.

• Pokud α, β jsou nezávislé cykly, pak zřejmě (αβ)n = αnβn pro libovolné
celé č́ıslo n. Pokud α je cyklus délky k, pak αk = id z čehož snadno plyne,
že αn = αn mod k.

π2009 = [(1 3 10 2)(4 5 9)(6 7)]2009 = (1 3 10 2)2009(4 5 9)2009(6 7)2009 =

= (1 3 10 2)2009 mod 4(4 5 9)2009 mod 3(6 7)2009 mod 2 =

= (1 3 10 2)1(4 5 9)2(6 7)1 = (1 3 10 2)(4 9 5)(6 7).

Chybná odpověď na některou z následuj́ıch́ıch otázek znamená nepochopeńı
nějaké zásadńı definice nebo trvrzeńı. Proto vám doporučuji si odpovědi d̊ukladně
promyslet.

Př́ıklad 6. Pro libovolný homomorfismus f : A → B plat́ı
• ANO NE Jádro f je kongruenćı algebry A.
• ANO NE Obraz f je kongruenćı algebry B.
• ANO NE Jádro f je podalgebrou algebry A.
• ANO NE Jádro f je kongruenćı algebry B.
• ANO NE Obraz f je podalgebrou algebry B.

Řešeńı. Jádro zobrazeńı je ekvivalence na A, obraz zobrazeńı je podmožina B,
takže druhé až čtvrté tvrzeńı nedávaj́ı smysl. Prvńı a páté tvrzeńı plat́ı.

• ANO.

• NE.

• NE.

• NE.

• ANO.

Př́ıklad 7.
Zn znač́ı grupu s prvky 0, 1, . . . , n−1 a binárńı grupová operace je sč́ıtáńı mod-
ulo n. Z∗n znač́ı grupu s těmi prvky Zn, které jsou nesoudělné s n, a binárńı
grupová operace je násobeńı modulo n.
• ANO NE Řád prvku 4 v grupě Z11 je 3.
• ANO NE Řád prvku 4 v grupě Z12 je 3.
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• ANO NE Libovolný prvek a ∈ Z∗11, a 6= 1 má řád 10.

Řešeńı.

• NE.

• ANO. Řád prvku grupě G je nejmenš́ı přirozené č́ıslo n takové, že an = 1,
kde an znač́ı a · a . . . a (n-krát), kde · je binárńı grupová operace G a
1 je jednotkový prvek v grupě G.

Binárńı grupovou operaćı v Z12 je sč́ıtáńı modulo 12 a jednotkovým prvkem
je 0! Řád prvku a v grupě Z12 je tedy nejmenš́ı přirozené č́ıslo n takové,
že n× a = 0, kde n× a znač́ı a + a + . . . + a, neboli n× a = na mod 12.

• NE. Např. prvek 10 má řád 2. (Ale v́ıme, že řád libovolného prvku děĺı
10).

Př́ıklad 8.
Poznámka: cyklická grupa = grupa generovaná jedńım prvkem. Značeńı je jako
u předchoźıho př́ıkladu.
• ANO NE Grupa Z4 je cyklická.
• ANO NE Grupa Z4 × Z2 je cyklická.
• ANO NE Grupa Z5 × Z3 je cyklická.

Řešeńı.

• ANO. Grupa je generovaná prvkem 1 (nebo také prvkem 3.)

• NE. Každý prvek má řád nejv́ıce 4.

• ANO. Podle č́ınské věty o zbytćıch je tato grupa izomorfńı Z15. Generátorem
je např. (1, 1).

Př́ıklad 9.
• ANO NE Každá podmnožina komutativńı (=abelovské) grupy G je
podgrupou G.
• ANO NE Každá podgrupa komutativńı grupy G je normálńı podgrupou
G.
• ANO NE Nechť N je normálńı podgrupou grupy G. Pak pro libovolné
n1, n2 ∈ N, g ∈ G plat́ı g−1n−1

1 n2g ∈ N .

• NE. Např. žádná podmožina neobsahuj́ıćı jednotkový prvek neńı pod-
grupou.

• ANO. Pro libovolnou podgrupu N a prvky n ∈ N, g ∈ G plat́ı gng−1 =
gg−1n = n ∈ N , tedy N je normálńı.
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• ANO. Protože N je podgrupa, plat́ı n−1
1 n2 ∈ N . Protože N je normálńı,

plat́ı g−1n−1
1 n2(g−1)−1 = g−1n−1

1 n2g ∈ N .

Př́ıklad 10.
• ANO NE Pro libovolnou permutaci π ∈ S10 plat́ı: Pokud π2 = id, pak
π je transpozice.
• ANO NE Pro libovolné permutace π, ρ ∈ S10 existuje právě jedno
ν ∈ S10, pro které π ◦ ν = ρ.
• ANO NE Pro libovolnou permutaci π ∈ S10 plat́ı: Pokud π3 = id, pak
π je sudá.

Řešeńı.

• NE. Např. π = (1 2)(3 4)

• ANO. Vynásobeńım rovnice permutaćı π−1 zleva dostaneme ν = π−1ρ a
toto ν zřejmě rovnost splňuje.

• ANO. 1 = sgn(id) = sgn(π3) = (sgn(π))3, čili nutně sgn(π) = 1.
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