Piiklad 1. Pomoci Euklidova algoritmu uréete 50! v télese Z113.

Reseni. Rozsifenym Euklidovym algoritmem vyjadiime 1 ve tvaru k-50+1-113.

113 2-50+13
50 = 3-13+11
13 = 1-11+2
11 5-2+4+1
7 téchto vztahu postupné dostaneme:
13 = 113-2-50
11 = 50-3-13=50-3-(113-2-50)=-3-113+7-50
= 13-1-11=(113-2-50)—(—3-113+4+7-50)=4-113-9-50
1 = 11-5-2=(-3-113+7-50)—5-(4-113—-9-50) = —23-113 +52-50

Ze vztahu 1 = 52 - 50 — 23 - 113 vyplyva, ze inverzni prvek k 50 v télese Z113 je
52.

Priklad 2. Uvazujme algebru M = M(+,—,-), kde M je mnozina vSech
¢tvercovych matic typu 2 x 2 nad celymi ¢isly, + je bézna binarni operace
s¢itani matic, - je bézné ndsobeni a — je bézné (undrni) minus. Dokazte, ze M

je generovana mnozinou
1 1 1 0
01 )/)’\1 1

Reseni. Oznacme A = ( 1 >, B = < Lo ) a N = (A B). Ziejmeé

1 1
nulovéd matice pati{ do N protoze je rovnd napt. A+ (—A)). Déle plati
2 1
wem = (2] )ex
2 1
A-B = ( 11 )
0 0
Cyy = (A+B) ( (A B)):(O I)EN,
1 0
Ci = (A-l—B)-l—(—(B'A)):(O O)GN,
0 1
Cia = A+(011)+(022)<0 O>€N’
0 0
Cy = B+(—011)+(—022) = ( 10 ) €N,



Protoze N je uzaviend na sc¢itdani, indukci snadno ukézeme, ze kC11, kC1o, kCa1, kCog €
N pro libovolné prirozené ¢islo k. Protoze N je uzaviend na undrni minus a
obsahuje nulovou matici, kCi1,kC12,kCo1,kC2 € N plati pro libovolné celé

¢islo k. Nyni pro libovolna cela ¢isla a, b, ¢, d médme

c

<a Z)—aCll+b012+CC21+dC22€Na

tedy N = M.

Piiklad 3. Najdéte viechny homomorfismy A — B, kde A = {a,b,c,d}(f)
aB = {0,1}(g9) a f,g jsou undrni operace dané predpisy f(a) = f(b) = ¢,
fle) = f(d) =d, g(0) = g(1) = 1.

Reseni. Zobrazeni h : A — B je podle definice homorfismem pravé tehdy, kdyz
pro libovolné = € {a,b, ¢, d} plati

h(f(x)) = g(h(z)).

Vzhledem k tomu, jak je definovana operace g, prava strana je pro libovolné x
rovnd 1. Takze aby A byl homomorfismus, je nutné a staci, aby

h(f(a)) =1, R(f(b)) =1, h(f(c)) =1, h(f(d) =1

neboli
h(c)=1, h(c)=1, h(d)=1, h(d)=1

Homomorfimy h : A — B jsou pravé vSechna ¢tyfi zobrazeni, pro néz h(c) =
h(d) = 1.

Priklad 4. Najdéte vSechny kongruence algebry {a,b, ¢, d}(x), kde

’*Habcd‘
allb a b ¢
bilb d b d
c|fb ¢ b a
dild d d d

Reseni. Ekvivalence ~ je kongruenci dané algebry pravé tehdy, kdyz pro libo-
volné z € {a,b,c,d} plati axx ~b*xx a x xa ~ x *x b (musi platit oboji!!!).
Béznym zpusobem zjistime (viz feSen{ doméc{ tlohy), Ze jedind kongruence ~,
pro kterou a ~ b, je trividln{ kongruence ~= {a, b, ¢, d}?. Déle zjistime, Ze a ~ d,
b ~ ca c ~ d plati pouze pro trividlni kongruenci a ze z b ~ d plyne a ~ c.
Jedinymi kandidaty na kongruence jsou, kromeé trividlnich kongruenci, ekviva-
lence |ac|b|d|, |aclbd| (zapis pouzivany na cviceni). Zkontrolovénim podminky
formulované vyse zjistime, ze tyto ekvivalence jsou skute¢né kongruece.
Algebra m4 prave ¢tyfi kongruence: |a|b|c|d|, |ac|b|d]|, |ac|bd], |abcd).

Priklad 5. Uvazujme permutaci 7 = (1 3 10 2)(4 5 9)(6 7) € Sy1.



e (1 bod) Jaky je tad m v grupé Si;?

e (2 body) Spocitejte w2009,

Reseni.

e Snadno lze vidét, ze tadd permutace v grupé S, je nejmensi spoletny
néasobek délek cyklu. V nasem piipadé 12.

e Pokud «, 8 jsou nezavislé cykly, pak ziejmé (a3)™ = ™3™ pro libovolné

celé &fslo n. Pokud « je cyklus délky k, pak o = id z éehoz snadno plyne,
se a = o™ mod k.

w20 = [(13 10 2)(4 5 9)(6 7)]*** = (1 3 10 2)*°%(4 5 9)>**(6 7)*% =

— (1 310 2)2009 mod 4(4 5 9)2009 mod 3(6 7)2009 mod 2 _
= (13102)'(459)%(67)" = (13102)(495)(67).

Chybné odpovéd na nékterou z nasledujichich otdzek znamens nepochopeni
ngjaké zasadni definice nebo trvrzeni. Proto vam doporucuji si odpovédi dukladné
promyslet.

Piiklad 6. Pro libovolny homomorfismus f : A — B plati
ANO NE Jadro f je kongruenci algebry A.

ANO NE Obraz f je kongruenci algebry B.

ANO NE Jadro f je podalgebrou algebry A.

ANO NE Jédro f je kongruenci algebry B.

ANO NE Obraz f je podalgebrou algebry B.

Reseni. Jadro zobrazeni je ekvivalence na A, obraz zobrazeni je podmozina B,
takze druhé az ctvrté tvrzeni nedavaji smysl. Prvni a paté tvrzeni plati.

e ANO.
e NE.
e NE.
e NE.
e ANO.

Piiklad 7.

Zy, znadci grupu s prvky 0,1,...,n—1 a bindrni grupova operace je s¢itani mod-
ulo n. Zj znaci grupu s témi prvky Z,, které jsou nesoudélné s n, a bindrni
grupova operace je nasobeni modulo n.

e ANO NE R4d prvku 4 v grupé Zi; je 3.

e ANO NE Réd prvku 4 v grupé Zjs je 3.



e ANO NE Libovolny prvek a € Z7;, a # 1 ma fad 10.

e NE.

e ANO. R4d prvku grupé G je nejmens{ piirozené &slo n takové, ze a™ = 1,
kde @™ zna¢i a - a...a (n-krit), kde - je bindrni grupova operace G a
1 je jednotkovy prvek v grupé G.

Binarni grupovou operaci v Z1 5 je s¢itani modulo 12 a jednotkovym prvkem
je 0! Rad prvku a v grupé Zis je tedy nejmensi pfirozené ¢islo n takové,
zenxa=0,kden xaznaéia+a+...+ a, nebolin X a =na mod 12.

e NE. Napt. prvek 10 mé 7dd 2. (Ale vime, ze fad libovolného prvku déli
10).

Priklad 8.

Poznamka: cyklickd grupa = grupa generovana jednim prvkem. Znaceni je jako
u predchoziho ptikladu.

e ANO NE Grupa Z4 je cyklicka.

e ANO NE Grupa Z4 X Zs je cyklicka.

e ANO NE Grupa Zs x Zs je cyklicka.

Reseni.
e ANO. Grupa je generovans prvkem 1 (nebo také prvkem 3.)
e NE. Kazdy prvek mé tad nejvice 4.

e ANO. Podle ¢inské véty o zbytcich je tato grupa izomorfni Z15. Generdtorem
je napft. (1,1).

Priklad 9.

e ANO NE Kazdd podmnozina komutativni (=abelovské) grupy G je
podgrupou G.

e ANO NE Kazda podgrupa komutativni grupy G je normélni podgrupou
G.

¢ ANO NE Necht N je norméalni podgrupou grupy G. Pak pro libovolné
ni,ne € N, g € G plati gilnflngg € N.

e NE. Napi. zadna podmozina neobsahujici jednotkovy prvek neni pod-
grupou.
e ANO. Pro libovolnou podgrupu N a prvky n € N,g € G plati gng™! =

g9 'n=n € N, tedy N je normalni.



e ANO. Protoze N je podgrupa, plati nflng € N. Protoze N je normalni,
plati g='ny 'na(g7!) "t = g7 ny tnag € N,

Priklad 10.

e ANO NE Pro libovolnou permutaci m € Syg plati: Pokud 72 = id, pak

T je transpozice.

e ANO NE Pro libovolné permutace 7, p € Sy existuje pravé jedno

v € S, pro které mov = p.

e ANO NE Pro libovolnou permutaci 7 € Sy plati: Pokud 72 = id, pak

7 je sudé.

Reseni.
e NE. Napi. 7 = (1 2)(3 4)

e ANO. Vynésobenfm rovnice permutaci 7! zleva dostaneme v = 7~ !p a
toto v zfejmé rovnost splnuje.

e ANO. 1 = sgn(id) = sgn(m®) = (sgn(m))3, ¢ili nutné sgn(r) = 1.



