CSP seminafr 14/15 letni semestr — sada 3

Ptipomenuti definic:
e (neindexovand) algebra: A = (A; mnoZina operaci na A)

e klon: mnoZina operaci arity > 1 na A, kterd obsahuje vSechny projekce a je uzaviend na
sklddani (budeme je také povazovat za neindexované algebry)

e rela¢ni klon: mnoZzina neprazdngch relaci na A, kterd je uzaviend na pp-definice (budeme je
také povazovat za relaéni struktury)

e relace R C A* je kompatibilni s operaci f : A" — A, pokud pro libovolné ay,...,a, €
R plati f(ai,...,a,) € R (pocitdme po slozkich). Ekvivalentné, R < (4; f), tedy R je
poduniverzum algebry (A; f)

e Pol(A): vSechny polymorfismy A, tj. operace, které jsou kompatibiln{ se vSemi relacemi v A

e Inv(A): vSechny neprazdné relace, které jsou kompatiblni se vSemi operacemi v A. Tj.
vsechna poduniverza mocnin algebry A

Problém 1. Pfipomeiite si dikazy néasledujicich tvrzeni.
e Pol(A) je klon, Pol(Inv(A)) je klon generovany A

e Inv(A) je relacni klon, Inv(Pol(A)) je relacni klon generovany A

Problém 2. Jsou-li A, B rela¢ni struktury na stejné, kone¢né mnoziné, s kone¢né mnoha relacemi
a plati Pol(A) C Pol(B), pak CSP(B) <p CSP(A).

Problém 3. Ozna¢me 2 klon projekci na mnoziné {0,1}. DokaZte, Ze je-li A rela¢ni struktura
na mnoziné {0, 1} takova, Ze Pol(A) = 2, pak CSP(A) je NP-tplné (dokonce k NP-tiplnosti staci
néjaka koneénd mnozina relaci z A).

V ptikladech 4-7 znaéi A rela¢ni strukturu na A = {0,1} a A jeji klon polymorfismu.

Problém 4. Dokazte, Ze pokud A obsahuje unarni nebijektivni operaci, pak CSP(A) je FeSitelné
v polynomialnim case.

Problém 5. Dokazte, Zze pokud A obsahuje relace Cy = {0} a Cy = {1}, pak kazd4a operace f
v A je idempotentni, tj. Va € A f(a,a,...,a) = a.

Problém 6. Pokud A obsahuje majoritu (tj. ternarni operaci m takovou, ze Va,b € A m(a,a,b) =
m(a,b,a) = m(b,a,a) = a), pak CSP(A) je Fesitelné v polynomidlnim ¢ase. Dokazte. (Napovéda:
ukazte, Ze kazda relace v A je uréend projekcemi na dvojici soufadnic.)

Problém 7. Pokud A obsahuje minoritu (tj. ternarni operaci m takovou, ze Va,b € A p(a,a,b) =
p(a,b,a) = p(b,a,a) = a), pak CSP(A) je Tesitelné v polynomidlnim ¢ase. Dokazte. (Ndpovéda:
ukazte, ze Inv(p) jsou vSechny afinni podprostory Z%).

Problém 8.  Pokud A obsahuje polosvazovou operaci (tedy A = min nebo V = mazx), pak
CSP(A) je Tesitelné v polynomidlnim ¢ase. Dokazte. (Napovéda: Inv(A) je relaéni klon generovany
relacemi Cy, C1, H z piikladu 3 v sadé 1.)



Operace f: A™ — A se nazyva esencidlné unarni, pokud existuje i a unirni operace a: A — A
takova, ze (Vay,...,an) flai,...,a,) = ala;).

Problém 8. Necht A # 2 je klon na {0, 1} obsahujici operaci, ktera neni esencialné unérni. Pak
A obsahuje majoritu nebo minoritu nebo V nebo A nebo konstantni operaci. Strategie dikazu:

e Predpokladejte nejprve, ze A je idempotentni.

e Predpokladejte, ze dané operace v klonu nejsou.

Ukazte, ze jediné binarni operace v A jsou projekce.

Ukazte, ze jediné ternarni operace v A jsou projekce.

Vezméte nejmensi n takové, ze A obsahuje operaci, kterd neni projekce. Odvodte spor.

Obecny ptipad (bez pfedpokladu idempotence) pfevedte na idempotentni.

Problém 9. Dokazte, Ze pro libovolnou rela¢ni strukturu na {0,1} je CSP(A) bud NP-tplné
nebo fesitelné v polynomialnim case.



