5. Determinant matice

Na nékterych mistech textu je latka motivovana vyuzitim pojmu homomorfismu (= linedrniho zobra-
zeni) z nasledujici kapitoly. Doporucuji poznamky vynechat a vratit se k nim po sezndmeni se s timto
pojmem.

Definice 5.1. Necht A = (a);';—; je Ctvercovd matice stupné n nad télesem T. Determinant
matice A definujeme
Al = ) s8n(0)a16(1)a20(2) - - - Gno(n)»
ocESy
kde séitame pres vSechny permutace o mnoziny {1,2,...,n} a sgn(o) znaci znaménko permutace
(tj. 1 (resp. —1), pokud je permutace sudd (resp. lichad)).

Priklady:

e Determinant matice typu 2 x 2. Na mnoziné {1,2} existuji pravé dvé permutace - identicka
permutace (je sudd) a transpozice (12) (ta je lichd). Tedy

ail a2
a1 a22

= 011G22 — Q12021

e Geometricky vyznam determinantu matice 2 x 2 nad R. Absolutni hodnota determinantu
matice 2 x 2 nad R udava obsah rovnobézniku uréeného fadkovymi (sloupcovymi) vektory této
matice (ovéite!). Obecndji, mame-li endomorfismus f : R? — R? s matici A (vzhledem k libovolné
bézi) a mnozinu M C R?, kterad m4 kone¢ny obsah, pak

Plocha(f(M)) = |A]| - Plocha(M).

Tedy absolutni hodnota determinantu udava, jak endomorfismus méni obsah. Znaménko de-
terminantu urcuje, velmi zhruba feéeno, zda endomorfismus pteklidpi (znaménko minus) nebo
nepieklapi (znaménko plus) rovinu.
e Priklad.
cos(a) —sin(«)

= cos?(a) + sin?(a) =
sin(a)  cos(a) | () +sin*(e) = 1

To neni prekvapujici: A je matice rotace o tthel « a ta obsah neméni a ,rovinu nepieklapi®.

e Determinant matice typu 3 x 3 - Sarrusovo pravidlo. Na mnoziné {1,2,3} mame Sest
permutaci. Sudé jsou identita, (123), (132) (zapis pomoci cyklt). Liché jsou transpozice (12),
(13), (23). Tedy

a1l a2 a3
az1 Q22 (23 | =
azy asz2 ag3

(11022033 + @12023031 + A13A21a32 — A13022031 — (11023032 — A12021033-

Prakticky lze vypocet provést tak, ze si k dané matici doprava pripiSeme jesté jednou prvni
a druhy sloupec. Potom secteme souciny ,hlavnich diagonal“ a odec¢teme souciny ,vedlejsich



diagonal“:
aiz; @12 a3 aixl a2
a1 G2 G233 a21 422
aszy ag2 a3z a31r 432
+ + +

Pro matice vyssich fadi podobné pravidlo nefunguje!

e Geometricky vyznam determinantu matice 3 x 3 nad R. Geometricky vyznam je podobny
jako v dimenzi 2. Absolutni hodnota determinantu matice 3 x 3 nad R udava objem rovnobéznos-
ténu uréeného fadkovymi (sloupcovymi) vektory této matice. Obecnéji, mame-li endomorfismus
f: R3 — R3 s matici A a mnozinu M C R3, kterd ma koneény objem, pak

Objem(f(M)) = [|A]|- Objem(M).
Tedy absolutni hodnota determinantu udava, jak endomorfismus méni objem. Vyznam determi-

nantu pro jiné dimenze obdobny, misto obsahu, resp. objemu mame ,n-rozmérny objem®.

Mnoho tvrzeni o determinantech 1ze nahlédnout geometricky. Tato intuice je uzite¢na pro poro-
zumeéni a zapamatovani, nemuzeme ji ale pouzivat v dikazech:

— Zatim nevime, co je obsah, resp. objem.
— Twvrzeni plati nad libovolnym télesem, nejen redlnymi c¢isly.

Determinant jednotkové matice (jakéhokoliv stupné) je 1. V definici determinantu mame
jediny nenulovy sé¢itanec a ten je roven 1. Geometricky (intuitivné): Jednotkova matice je matice
identického endomorfismu. Ten ,nedéla nic“, tedy ani neméni n-rozmérny objem ani prostor
nepreklapi. Obecnéji plati:

Determinant dolni (resp. horni) trojihelnikové matice je sou¢in prvkua na diagonale.
Méjme napf. horni trojihelnikovou matici A = (a;;), tj. a;j = 0 pro ¢ > j. Jedind permutace o
takova, ze vyraz i < o(i) pro kazdé i € {1,2,...,n} je identicka. ¢ili v definici determinantu je
jediny mozny nenulovy ¢len ajjags ... an, se znaménkem sgn(id) = 1.

Determinant dolni (horni) blokové trojahelnikové matice je souéinem determinantu
bloku na diagonale. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat. Specidlni ptipad je ve cvicenich.

Plati ’AT‘ = |A| (zde AT znaéi transponovanou matici. Diikaz zkuste sami, nevite-li si rady,
nahlédnéte do cviceni.

Determinant a elementarni upravy, hodnost

V této ¢asti se dozvime, jak se méni determinant pfi elementarnich iipravach matice. Protoze jiz vime,
jak se spocita determinant horni trojihelnikové matice, budeme mit metodu na vypocet determinantu.
Pocitat determinant pfimo z definice je totiz pro ,,vétsi* matice velmi zdlouhavé.

Radkové vektory matice A = (aij)?,j:1 budeme znacit ay, ..., a,, neboli a; = (a;1, a2, ..., ain).
Naopak, mame-li vektory aj,...,a, € T", pak [aj,ag,...,a,] zna¢i matici s fadkovymi vektory
al,...,an.



Nejprve pomocné tvrzeni:
Tvrzeni 5.2. Mé&jme vektory ay,as, ..., a,,b € T". Pak
|[a17' . 'aaif].vai + baai+17 L 7an]| —

|[a17"'7ai—17ai7a’i+17"'7an]| + Halv’"7ai—17b7a’£+17"-7an”-

Dikaz. Pro jednoduchost zapisu predpokladejme, ze ¢ = 1.
|[a1 +b,a;.. .,anH =

Z Sgn(a)(ala(l) + ba(l))a2o(2) <o Opg(n) =
oESy

Z Sgn(a)ala(l)a2a(2) -+ Qng(n) + Z Sgn(a)ba(l)a20(2) <o Qpo(n) =
O'ESn UGSTL

|[a15"'7ai717ai7ai+1;"'7an” + |[alv'"aaiflabaai%»la"'aan”-

A ted to hlavni:
Tvrzeni 5.3. Necht aj,...,a, €T", teT,i#j€{1,2,...,n}. Pak

(’L) \[al,. . .,ai_l,tai,aiﬂ,...an]\ =t- |[a1,a2,. . .,anH
(it) |[ay,...,a;-1,8; + taj,a;41,...a,]| = |[ar,az,...,a,]|

Dikaz. (i) Tvrzeni je snadnym dusledkem definice:
l[a, ..., a1, ta;, a1, .. a,]| =

> sgn(0)a16(1)020(2) - - - tAio(i) - - - Ano(n) =

Y sgn(0)a1,(1)020(2) - - - Ana(n) =
t-|[a,as,...,a,|

(ii) Podle pfedchoziho tvrzeni 5.2 a bodu (i) mame

][al,...,ai_l,ai +taj,a,-+1,...an]| =
Hala"'7an” + Ha1>"'7ai—lataj>ai+17'"aanH =
|[a1,...,an” 4+t Hal,...,ai_l,aj,aiﬂ,...,an]\.

Matice ve druhém scitanci ma stejny i-ty a j-ty radek. K dokonceni diikazu tedy staci ukazat,
ze takova matice ma nulovy determinant. Dikaz tohoto tvrzeni je cviceni.

O



Predchozi dvé tvrzeni lze podobné zformulovat pro slupce. Diikaz miizeme bud provést zcela analogicky,
nebo vyuzijeme ’AT‘ = |A|.

Piehozenim dvou fadki (sloupct) determinant zméni znaménko. Elementarni tpravy, které k tomu
potiebujeme totiz obsahuji ndsobeni nékterého fadku (sloupce) —1.

Priklad.
2 4 6 1 2 3 1 2 3 1 2 3
23 4|=2-12 3 4|=2-{0 -1 -2|=2-10 -1 -2 |=-6
3 4 5 3 4 5 0 -2 -1 0 0 3

Determinant jsme také mohli spoéitat Sarrusovym pravidlem (= pfimo z definice), ale zvoleny zptisob
je rychlejsi.

Dtlezitym dtisledkem piedchoziho tvrzeni je:

Tvrzeni 5.4. Ctvercovd matice A je requldrni prdvé tehdy, kdyZ |A| # 0.

Dikaz. Matici A lze elementarnimi upravami pievést na horni trojuhelnikovy tvar H. Vime, ze A je
regularni, pravé kdyz je H regularni. H je zfejmé regularni, pravé kdyz vsechny prvky na diagonale
jsou nenulové, tj. pravé kdyz |H| # 0 (viz pozndmka o determinantu horni trojihelnikové matice).
Toto nastane pravé tehdy, kdyz |A| # 0, protoze elementarni Gpravy neméni ,nulovost determinantu
(podle pfedchoziho tvrzeni). O

Obecnéji lze pomoci determinantti urcit hodnost matice:

Véta 5.5. Hodnost matice A je rovna rozméru nejvétstho nenulového subdeterminantu.

Subdeterminantem fadu k rozumime determinant podmatice vzniklé z A vybérem prvki ve zvole-
nych k fadcich a k sloupcich.

Diikaz. Predpokladejme, Ze hodnost matice A je rovna k. VSechny subdeterminanty fadu k£ + 1 jsou
nulové, jinak by podle pfedchoziho tvrzeni méla podmatice prislusnd nenulovému subdeterminantu
k + 1 linedrné nezavislych fadkd, tedy by i matice A méla k + 1 linearné nezavislych radku.

Musime jesté ukdzat, ze A ma néjakou podmatici ¥faddu k s nenulovym determinantem. Radky matice
A mizeme preusporadat tak, aby prvnich k fadku tvorilo bazi fddkového prostoru matice A. Nyni
uvazujme matici B prvnich k fadkd matice A. Tato matice md hodnost k. Sloupce tedy mutzeme
preusporadat tak, aby prvnich k& sloupct tvofilo bazi sloupcového prostoru matice B. Nyni mame v
levém hornim rohu ¢&tvercovou regularni matici, kterd méa (opét podle pfedchoziho tvrzeni) nenulovy
subdeterminant. Tato matice je jisté podmatice A, takZe jsme hotovi. O



Rozvoj podle Ffadku (sloupce), adjungovana matice

Definice 5.6. Méjme ctvercovou matici A = (a;5) typu n. Algebraickym doplitkem proku a;; v
matici A rozumime

Aij = (=1)" | M1,

kde matice M;; je ctvercovd matice typu n — 1, kterd vznikne z A vypusténim i-tého vddku a j-teho
sloupce.

Nésledujicimu tvrzeni se fikd véta o rozvoji determinantu podle fadku (sloupce).
Véta 5.7. Necht A = (a;;)}';—; je ctvercovd matice a k € {1,2,...,n}. Pak

(i) |Al = Y1t q ariAg;  (rozvoj podle fadku)

(i) |A| = Y1 ai A (rozvoj podle sloupce)
Dikaz. Provedeme pro fadky. Pro sloupce lze postupovat analogicky.

1. Pomocné tvrzeni: Determinant matice B typu n jejiz prvni fadkovy vektor je e; = (1,0,0,...) je
rovny determinantu matice C, ktera vznikne z B vynechanim prvniho fadku a sloupce.

Dukaz. Jde o speciadlni piipad tvrzeni o determinantu dolni blokové trojithelnikové matice. Pro
libovolnou permutaci o € S, o(1) = 1 definujme o* € S, _; vztahem o*(i) = o(i + 1) — 1.
Permutace o a ¢* maji stejnd znaménka, protoze napf. maji stejny pocet inverzi.

’B| = Z Sgn(a)blo(l) s bna’(n)

G’GSn

= Z Sgn(a)b20(2) s bno(n)
0ESn,0(1)=1

= Z Sgn(g)clo*(l) -+ Cp—1,0%(n—1)
c€Sn,0(1)=1

= Z Sgn(g*)cla*(l) <+ Cn_1,0%(n-1)
o*€ESy_1

= |C]

Prvni rovnost je definice | B|, druhd plyne z tvaru prvniho fadku (ostatni éleny jsou nulové), tieti
je pfepsani pomoci prvka matice C, tfeti plyne z sgn(o) = sgn(c*), ¢tvrta je ziejma, pata je
definice |C|. O

2. Pomocné tvrzeni: | My;|

| = (—=1)**%. | Dy;|, kde matice Dy; vznikne z A nahrazenim k-tého fadku
vektorem e; = (0,...,0,1,0..

.,0) (jednicka je na i-tém misté).

Diikaz. V matici Dy; vyménime (k — 1)-ni a k-ty fadek, (k — 2)-y a (k — 3)-ti fadek, ..., 1. a 2.
fadek. Poté vymeénime (i — 1)-ni a i-ty sloupec, (i — 2)-y a (i — 3)-ti sloupec, ..., 2. a 1. sloupec.
Dohromady jsme provedli k 4+ i — 2 vymén — znaménko determinantu se zméni k& + ¢ — 2 krat.
Dostaneme matici, jejiz prvni fadek je e; a vynechanim prvniho fadku a prvniho sloupce vznikne
matice My;, takze mizeme pouzit predchozi tvrzeni. O



3. Nyni je jiz dikaz snadny. Z 5.2, 5.3 mame

Al =

[[a1,...,an]|
n
ar, ..., k-1, Zakiei7ak+17 .. -;an]
i=1
n
D agi-|lar, ..., ak-1,€, 8501, ..,a,] |
i=1

n
> agi - | Dyl
=1
n

DD g - | Myl
=1

n
> agiAwi
i=1

O

Vétu o rozvoji determinantu podle fadku (sloupce) je vyhodné pouzit, pokud je v tomto Fadku (sloupci)
maly pocet nenulovych prvkii (nejlépe jen jeden). Pii vypoctu je tedy vhodné nejprve elementarnimi
Upravami ,,téméf vynulovat® néktery fadek (sloupec) a poté pouzit vétu o rozvoji. Tim se vypocet
prevede na determinant(y) nizsiho fadu.

Priklad. Determinant poc¢itame uzitim elementarnich Gprav a rozvoje.
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Nejprve jsme témétr vynulovali 2. sloupec eliminaci, uzitim 4. fadku. Potom jsme determinant rozvinuli
podle 2. sloupce, mame jediny nenulovy ¢len se znaménkem (—1)2** = 1. Déle jsme vyeliminovali 2.

fadek (pomoci 3. sloupce). Nésledoval rozvoj podle 2. fadku, nenulovy ¢len mé znaménko (—1)

—1, atd.
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Pokud délame rozvoj matice podle k-tého Fadku, ale pfi vypoctu algebraickych doplika skrtame sice

spravny sloupec, ale ,omylem* [-ty Ffadek (k # [), vyjde 0. Toto je véta o faleSném rozvoji podle
Ffadku (sloupce).

Véta 5.8. Necht A = (a;;)i';—; je ctvercovd matice a k,l € {1,2,...,n}, k #1. Pak

(i) 0= ap Ay
(ii) 0= Z?:l a;p A

Diikaz. Opét pouze pro fadky. VSimneme si, Ze vyraz na pravé strané nezavisi na prvcich v I-tém
fadku. Nahradime [-ty fadek fadkem k-tym. Vznikld matice ma nulovy determinant a vyraz napravo
je (nefalesny) rozvoj podle I-tého Fadku, protoze nyni ap; = ay;. O

Definice 5.9. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice typu n. Adjungovanou matict k A rozumime
- d __ dy .
matici A% = (aff’):
Cb%d = A]z

Tedy adjungovand matice ma na misté ij algebraicky doplnék prvku a;; v matici A (pozor na zménu
poradi!).

Nasledujici véta je vlastné pouze spole¢nou formulaci véty o rozvoji a véty o faleSném rozvoji.
Véta 5.10. Necht A je ctvercovda matice stupné n. Pak

A A = A A= |A|-E,,
kde E, je jednotkovd matice stupné n.

Specidlné, je-li A requldarnit, pak
1
A= — . A
Al

Diikaz. Prvek na misté ij v souéinu A - A% je
n
(A . Aad)ij = Z aikAjk.
k=1

Pro i = j je to |A| (rozvoj podle i-tého fadku), pro i # j je to 0 (falesny rozvoj podle i-tého fadku).
Obdobné vypocéteme A% - A, pouzijeme véty o rozvoji (falesném) rozvoji podle sloupce. O

Predchozi véta udava explicitni vzorecek pro vypocet inverzni matice. Pro prakticky vypocet se hodi
v piipadé, ze potfebujeme znat jen nékolik prvk inverzni matice.

Determinant a maticové operace

Jiz vime, Ze transponovanim se determinant nezméni. Nyni se podivame na soucin — nésleduje véta o
determinantu soucinu.



Véta 5.11. Necht A, B jsou c¢tvercové matice stejného stupné a R je reguldrni matice. Pak

(1) |A-B| = [A]|B].
(@) |[R| = |R[".

Drikaz. Geometrickd motivace: Mé&me endomorfismy f,g : B> — R® s maticemi A, B (vzhledem ke
kanonické bézi). Matice slozeného endomorfismu fg je A - B. Pro libovolnou mnozinu M C R3? s
koneénym objemem muzeme objem fg(M) spoéitat dvéma zpusoby:

Objem(fg(M)) = [A] - Objem(g(M)) = [A| - |B| - Objem(M)

Objem(fg(M)) = |AB| - Objem(M).
Skute¢ny dukaz:

(i) Provedeni elementarni fadkové upravy na matici A lze vyjadfit ndsobenim matici U elementarni
upravy zleva. Pro nasobeni libovolného Fadku ¢islem A je |U| = A. Pro pfi¢teni nekolikandsobku
jistého fadku k jinému je |U| = 1. Tedy, pro libovolnou matici A a matici néjaké elementarnich
upravy U plati |[UA| = |U| - |A| (viz determinant a elementarni Gpravy). Odtud snadno indukei

dostaneme, ze pro libovolné matice Uy, Us,...,U, elementarnich tprav plati |UjUs...U,| =
|Uy| - |Us| - ... Uyl

Pokud je A nebo B signularni, pak je zfejmé A - B singularni a vzorec |AB| = |A| - |B| plati.
Jsou-li A, B regularni, pak je lze zapsat jako soucin matic elementarnich tprav A = U; ... U,,
B=V;...V,, a mame

IAB| = Uy ... UVi .. Vil = [UL| oo U] - [VA] - [Vin] =

|U1---Un| ’ |V1Vm‘ = |A‘|B|
(ii) Z pfedchoziho bodu méme |R|- |R7} =|R- R~} = |E| =1.

Upozornéni. Pro determinant sou¢tu dvou matic zaddny jednoduchy vzorecek neexistuje!!!

Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo je aplikaci determinantu na soustavy linearnich rovnic s regularni matici. Umoznuje
napiiklad urcit jednu slozku feseni, aniz bychom museli pocitat reseni celé.

Véta 5.12. Necht A = (ai;) je reguldrni ¢tvercovd matice stupné n nad télesem T, b € T". Pro fesent
X = (x1,...,2,) soustavy rovnic Ax’ = b’ plati:

| Ak, b)|

B k=1,...,n,
A

T =

kde A(k,b) je matice, ktera vznikne z A nahrazenim k-tého sloupce vektorem pravijch stran b.



Drikaz. Pro pohodli zapisu budeme dokazovat pro k = 1. Ze vztahu Ax? = b mame b; = 3", aj;T;.
Tedy

n
bi a2 ... aip Y im1 01T a12 ... Gy
b n
2 @22 ... a2p D1 G2T; A2 ... A2p
e R
n
bp a2 ... anp Zi:l Anil; A2n ... Gpp

Podle 5.2 mtzeme tento determinant rozepsat:

n

i1 Q1T a12 ... Gl a;T; a2 ... Gip

n

D1 G2iTi A2 ... G2p E": aT; a2 ... Qa2n
i=1

n

Zi:lanixi azn ... Qpn AniZ; Q2n ... Qpn

Vsechny ¢leny s vyjimkou prvniho jsou nulové, protoze matice jsou singularni. Takze

a1;%; Q12 ... Qip G111 G12 ... Qlip
M| oagixy aze ... agn a1¢1  ag2 ... G2p
A(Lb)[=>"] " , S l=] . ‘ | =z -detA
i=1 : B : IR
AniT; A2p .. QApn aAnp1x1 Aa2p ... Qapp
a jsme hotovi. O



