Reseni domécich tkolu
na linearni algebru 08/09 zima

Piiklad 1. Urcete vSechna feSeni nésledujici soustavy rovnic nad Zz:

31 2 4 6|2
4 3 1 1 5|1
5 5 0 2 3|4

Pouzijte postup vysvétleny na cviceni.

Reseni.
Gaussovou eliminaci pfevedeme matici do odstupriovaného tvaru:
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V prvni tpraveé jsme pricetli prvni faddek k druhému a trojnésobek prvniho radku
k tfetimu. V druhé tpravé jsme pétindsobek druhého fadku pficetli ke tfetimu.

Oznatme proménné poradé x1,...,x5. Parametry jsou zs, xs.

Spocteme libovolné feseni soustavy (partikuldrn{ feseni): Zvolime napiiklad
x3 = x5 = 0. Z posledni rovnice mame 4x, = 4, takze x4 = 1. Z druhé rovnice
4xg + dxy = 3, neboli 4x5 + 5 = 3, t.j. xo = 3. Z prvni rovnice vypocteme

x1 = 3. Nalezli jsme feseni (3,3,0,1,0).

Nyni zvolime za parametry z3 = 1 a x5 = 0 a dopocteme FeSeni prislusné
homogenni soustavy. Vyjde (6,1,1,0,0). Volbou parametru zs =0 a x5 = 1

dostédvame feseni (0,0,0,2,1).
Mnozina v8ech feseni dané soustavy je

{(3,3,0,1,0) + 5(6,1,1,0,0) + £(0,0,0,2,1) : 5,t € Zz} =

=(3,3,0,1,0) + ((6,1,1,0,0),(0,0,0,2,1)).

Vidime, ze soustava ma prave 49 feseni.

Priklad 2. Zjistéte pro kterd a € R je mnozina vektora
{(a, _47 _1)a (47 —6, _3)7 (1’ L _a)} < RS

linearné nezavisla.



1. Reseni. Dané vektory jsou linedrné nezévislé prave tehdy, kdyz rovnice
x(a’a _47 _1) =+ y(47 _6a _3) + Z(17 17 _a‘) = (07 07 0)

ma pouze FeSeni ¢ = y = z = 0. Rozepsani do slozek ziskdme homogenni
soustavu rovnic, kterou upravime na odstupnovany tvar.

a 4 1 -1 -3 -—-a -1 -3 —a
—4 -6 1 ~ —4 -6 1 ~ 0 6 1+4a | ~
-1 -3 -—-a a 4 1 0 4—3a 1—a?
-1 -3 —a -1 -3 —a
~ 0 6 1-+4a ~ 0 6 1+ 4a
0 24—18a 6 — 6a® 0 0 (—4+3a)(1+4a)+6—6a>

(Nejprve jsme prohodili faddky; potom jsme (—4)-ndsobek 1. fddku piicetli k 2.
a a-nasobek 1. fadku pricetli ke 3.; pak jsme 3. fadek vyndsobili Sesti; nakonec
jsme (—4 + 3a)-ndsobek 2. rddku pricetli ke t¥etimu.)

Tato matice je v odstupniovaném tvaru, nezavisle na a. Vektory budou
linedrné nezavislé praveé tehdy, kdyz soustava ma pouze trivialni feSeni, tj. prave
tehdy, kdyz (—4+3a)(1+4a)+6 —6a? # 0. VyTesenim této kvadratické rovnice
zjistime, ze dané vektory jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz a # 2 a

a;é%.

2. ReSeni. Vyuzijeme toho, ze elementarni fadkové upravy matice neméni
linedrni zdvislost/nezdvislost fadku. Napiseme si tedy vektory do fadku a
prevedeme na odstupnovany tvar:

a —4 -1 1 1 —a 1 1 —a
4 —6 -3 ~ 4 —6 -3 ~ 0 —-10 -3+ 4a ~
1 1 —a a —4 -1 0 —4—a —-1+a?
1 1 —a 1 1 —a
~ 0 —10 -3+ 4a ~ 0 -10 —3+4a
0 40+ 10a 10 — 10a? 0 0 (44a)(—3+4a)+10— 10a?

(Nejprve jsme prohodili fadky; potom jsme (—4)-ndsobek 1. fadku piicetli k
druhému a (—a)-ndsobek 1. fddku pficetli ke 3.; pak jsme vyndsobili 3. fadek
¢islem 10; nakonec jsme (4 4 a)-ndsobek 2. Fadku priétli ke 3.)

Tato matice je v odstupiiovaném tvaru, nezavisle na a. Vektory budou
linedrné nezavislé praveé tehdy, kdyz matice neobsahuje nulovy fadek, tj. praveé
tehdy, kdyz (4+a)(—3+4a)+10—10a? # 0. VyFesenim této kvadratické rovnice
zjistime, Ze dané vektory jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz a # 2 a a # %.

Poznamky.
e Pokud jiz vime, ze h(A) = h(AT), mizeme v druhém feseni pii pievodu

na odstupnovany tvar provadét jak sloupcové tak fddkové upravy. V této
tloze to postup asi pfili§ neusnadni.



e Obvyklou chybou bylo, Ze jste néjaky fadek vyndasobili naptiklad vyrazem
3 — 4a. To je elementarni iprava jen kdyz 3 — 4a # 0. Pokud 3 — 4a =0
tak nésobite fadek ¢islem 0! Je bud potieba se takovym tpravam vyhnout
(to je vétsinou lepsf), nebo tyto piipady rozebrat zvI4st.

Na druhou stranu si uvédomte, ze napf. pric¢teni (3 —4a)-ndsobku prvniho
fadku k druhému je elementérni tiprava (nezdvisle na a).

e Dalsi chybou bylo, ze jste vyuzivali "tvrzeni”: Pokud je kazda dvojice z
vektor vy, v, v3 linedrné nezdvisld, pak je linedrné nezdvisld i mnozina
{v1,v2,v3}. To je nesmysl!!! (Viz libovolné tii vektory v roving, z nichz
z4dné dva nelezi na jedné piimce.)

Priklad 3. Urcete prunik (tj. najdéte néjakou bdzi pruniku) podprostoru
U,V <73, kde

U=1{1,21,2),(22,0,1),(0,1,1,2)), V={(2,0,1,1),(2,1,1,2),(0,1,0,2)).
Reseni.
Hledame vektory o/, které lezi v U, neboli existuji a, b, c € Z3 tak, ze
v=a(1,2,1,2) +5(2,2,0,1) + ¢(0,1,1,2),
a zaroven lezi ve V', neboli existuji d, e, f € Z3 takové, ze
U=4d(2,0,1,1) +¢(2,1,1,2) + f(0,1,0,2).
Najdeme tedy mnozinu M vsech 6-tic (a,b,c,d, e, f) € Z$, pro které
a(1,2,1,2) +5(2,2,0,1) +¢(0,1,1,2) = d(2,0,1,1) + e(2,1,1,2) + £(0,1,0,2),
Hledany prunik pak bude W
UnNnvV ={t=a(1,2,1,2) + b(2,2,0,1) + ¢(0,1,1,2) : (a,b,c,d,e, f) € M}.
(nebo, cheete-li

Unv ={v=4d(2,0,1,1) +e(2,1,1,2) + f(0,1,0,2) : (a,b,c,d,e, f) € M}.
)

Rozepsanim (1) do slozek dostdvdme homogenni soustavu rovnic, kterou
vyTresime Gaussovou eliminaci:

1 20 -2 -2 0 120110
221 0 -1 1| [221022
101 -1 -1 o] [101220]|"
21 2 -1 -2 -2 21 2 2 1 1



1 20110 1 20110
01 110 2 01 110 2
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Méme dva parametry d, f. Volba d =0, f = 1 ddva Feseni (0,2, 2,0, 2, 1), volba
d=1, f =0 déava feseni (1,2,0,1,0,0). Takze

M = ((0,2,2,0,2,1),(1,2,0,1,0,0))
= {r(0,2,2,0,2,1) 4+ s(1,2,0,1,0,0) : 7, s € Z3}.
Maéame
uUnv = {a(1,2,1,2) +5(2,2,0,1) +¢(0,1,1,2) : (a,b,c) =r(0,2,2) + s(1,2,0),r,s € Zs}.

= {(0r+1s)(1,2,1,2) + (2r +25)(2,2,0,1) + (2r + 0s)(0,1,1,2) : r, s € Z3}
= {r(0(1,2,1,2) +2(2,2,0,1) +2(0,1,1,2))
+s(1(1,2,1,2) +2(2,2,0,1) +0(0,1,1,2)) : r, s € Zs}
= {r(1,0,2,0) +s(2,0,1,1) : r, s € Z3}
= {((1,0,2,0),(2,0,1,1))

Dokézali jsme, ze mnozina {(1,0,2,0),(2,0,1,1)} generuje U N V. Protoze je
navic, jak se snadno ovéri, linedrné nezavisla, tvotri bazi U NV.

Poznamky. Protoze (1,0,2,0) + (2,0,1,1) = (0,0,0, 1), béz{ pruniku je téz
"hezé” mnozina {(1,0,2,0),(0,0,0,1)}.

Piiklad 4. Spocitejte (t.j. najdéte explicitni vyjddien)
11 0\"
0 1 1
0 0 1
(Matice je nad redlnymi ¢isly.)
Reseni. Oznacime A matici, jejiz n-tou mocninu poéitdme. Vypocet prvnich

nékolika mocnin vede k domnénce
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Hypotézu dokazeme indukci. Pro n = 1 tvrzeni zifejmé plati. Predpokladejme,
7e tvrzeni plati pro n a vypocitejme A™t!.

110 1 n (3)
Artt=4.4"=[0 1 1 |-l 0 1 =n =

00 1 0 0 1

1 n+1 (g)—|—n 1 n+1 ”;rl)

0 1 n+1 = 0 1 n+1

0 0 1 0 0 1

A% f{uhé rovnosti jsme pouzili indukéni predpoklad a v posledni vztah (72’) +n=
n

("3

Poznamky. Vysloveni domnénky nestaci, je to tfeba dokdzat!

Piiklad 5. Permutace m € Sig je zadana tabulkou:

] 1 2 3 45 6 7 8 9 10
T\3 1052628917 4)
Spoctéte 72008,
Reseni. Zépis permutace 7 jako slozeni nezavislych cykli je

m=(135628)(2104)(79)

Pokud «, 8 jsou nezdvislé cykly, pak ziejmé (af)" = o™(G" pro libovolné celé
¢islo n. Pokud «a je cyklus délky k, pak o = id(= o) z ¢ehoz snadno plyne,
ze a" = a" ™k Takze

72908 — [(1 356 8)(2 10 4)(7 9)]?°® = (1 35 6 8)2008(2 10 4)2008(7 9)2008 —
— (1 3 5 6 8)2008 mod 5(2 10 4)2008 mod 3(7 9)2008 mod 2 —
=(13568)3%2104)"(79)°=(16385)*2104).

Piiklad 6. V zavislosti na a,b € Z7 spoctéte determinant nasledujici matice
A nad télesem Zr.

a 2 3 4

2 6 1 3

A=l 2 25 3

4216

Reseni.

a 2 3 4 at3 0 2 5
26 13| |4 05 6_2Z+3§ 2_
220 3|75 0 bs6 4| o o7

4216 4 21 6



a+2 6

0
=204 5 6|=2(6)| 0" g+ - ‘ — 2(a+2)(b+5)(= 2ab+3a-+4b+6)
0 b+5 0
Upravy:

1. 6-ndsobek (= (—1)-ndsobek) 4. f. jsme pficetli k 1. ¥. a 3. f.; 4-ndsobek
4. T. jsme pricetli k 2. 1.

2. rozvoj podle druhého sloupce
3. b-nasobek 2. . jsme pricetli k 1.; 4-ndsobek 2. . jsme pricetli k 3. T.
4. rozvoj podle tietiho sloupce
Piiklad 7. Urcete matici homomorfismu f : U — V vzhledem k bazim B a

C, kde
U=1((1,2,3),(0,2,1)) <Z}, B=1{(24,1),(1,4,1)}

V=72 C={(1,2),(33)}
f(@,y,2) = (22 +y + 42,2y + 32)
(To, ze B je skutecné bézi U ovéfovat nemusite.)
Reseni. Potiebujeme spocitat vyjadieni vektoru f(2,4,1) = (2,1), f(1,4,1) =

(0,1) v bdzi C. To vede na feseni dvou soustav rovnic, u kterych se lis{ jenom
pravé strany. Budeme je FeSit soucasneé.

1 3[/2 0 1 3(2 0

2 3|1 1 0 212 1 )°
Dopoctenim feseni ziskdme {(2,1)}¢c = (4,1), {(0,1)}¢ = (1,3). Matice f
vzhledem k B a C' je tedy (vektory napiSeme do sloupcu)

ne=(7 35 )-



