
Řešeńı domáćıch úkol̊u
na lineárńı algebru 08/09 zima

Př́ıklad 1. Určete všechna řešeńı následuj́ıćı soustavy rovnic nad Z7:





3 1 2 4 6 2
4 3 1 1 5 1
5 5 0 2 3 4





Použijte postup vysvětlený na cvičeńı.

Řešeńı.

Gaussovou eliminaćı převedeme matici do odstupňovaného tvaru:





3 1 2 4 6 2
4 3 1 1 5 1
5 5 0 2 3 4



 ∼





3 1 2 4 6 2
0 4 3 5 4 3
0 1 6 0 0 3



 ∼

∼





3 1 2 4 6 2
0 4 3 5 4 3
0 0 0 4 6 4



 .

V prvńı úpravě jsme přičetli prvńı řádek k druhému a trojnásobek prvńıho řadku
k třet́ımu. V druhé úpravě jsme pětinásobek druhého řadku přičetli ke třet́ımu.

Označme proměnné pořadě x1, . . . , x5. Parametry jsou x3, x5.
Spočteme libovolné řešeńı soustavy (partikulárńı řešeńı): Zvoĺıme např́ıklad

x3 = x5 = 0. Z posledńı rovnice máme 4x4 = 4, takže x4 = 1. Z druhé rovnice
4x2 + 5x4 = 3, neboli 4x2 + 5 = 3, t.j. x2 = 3. Z prvńı rovnice vypočteme
x1 = 3. Nalezli jsme řešeńı (3, 3, 0, 1, 0).

Nyńı zvoĺıme za parametry x3 = 1 a x5 = 0 a dopočteme řešeńı př́ıslušné

homogenńı soustavy. Vyjde (6, 1, 1, 0, 0). Volbou parametr̊u x3 = 0 a x5 = 1
dostáváme řešeńı (0, 0, 0, 2, 1).

Množina všech řešeńı dané soustavy je

{(3, 3, 0, 1, 0) + s(6, 1, 1, 0, 0) + t(0, 0, 0, 2, 1) : s, t ∈ Z7} =

= (3, 3, 0, 1, 0) + 〈(6, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 2, 1)〉.

Vid́ıme, že soustava má právě 49 řešeńı.

Př́ıklad 2. Zjistěte pro která a ∈ R je množina vektor̊u

{(a,−4,−1), (4,−6,−3), (1, 1,−a)} ⊆ R
3

lineárně nezávislá.
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1. Řešeńı. Dané vektory jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když rovnice

x(a,−4,−1) + y(4,−6,−3) + z(1, 1,−a) = (0, 0, 0)

má pouze řešeńı x = y = z = 0. Rozepsáńı do složek źıskáme homogenńı
soustavu rovnic, kterou uprav́ıme na odstupňovaný tvar.





a 4 1
−4 −6 1
−1 −3 −a



 ∼





−1 −3 −a

−4 −6 1
a 4 1



 ∼





−1 −3 −a

0 6 1 + 4a
0 4 − 3a 1 − a2



 ∼

∼





−1 −3 −a

0 6 1 + 4a
0 24 − 18a 6 − 6a2



 ∼





−1 −3 −a

0 6 1 + 4a
0 0 (−4 + 3a)(1 + 4a) + 6 − 6a2



 .

(Nejprve jsme prohodili řádky; potom jsme (−4)-násobek 1. řádku přičetli k 2.
a a-násobek 1. řádku přičetli ke 3.; pak jsme 3. řádek vynásobili šesti; nakonec
jsme (−4 + 3a)-násobek 2. řádku přičetli ke třet́ımu.)

Tato matice je v odstupňovaném tvaru, nezávisle na a. Vektory budou
lineárně nezávislé právě tehdy, když soustava má pouze triviálńı řešeńı, tj. právě
tehdy, když (−4+3a)(1+4a)+6−6a2 6= 0. Vyřešeńım této kvadratické rovnice
zjist́ıme, že dané vektory jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když a 6= 2 a
a 6= 1

6
.

2. Řešeńı. Využijeme toho, že elementárńı řádkové úpravy matice neměńı
lineárńı závislost/nezávislost řádk̊u. Naṕı̌seme si tedy vektory do řádk̊u a
převedeme na odstupňovaný tvar:





a −4 −1
4 −6 −3
1 1 −a



 ∼





1 1 −a

4 −6 −3
a −4 −1



 ∼





1 1 −a

0 −10 −3 + 4a
0 −4 − a −1 + a2



 ∼

∼





1 1 −a

0 −10 −3 + 4a
0 40 + 10a 10 − 10a2



 ∼





1 1 −a

0 −10 −3 + 4a
0 0 (4 + a)(−3 + 4a) + 10 − 10a2





(Nejprve jsme prohodili řádky; potom jsme (−4)-násobek 1. řádku přičetli k
druhému a (−a)-násobek 1. řádku přičetli ke 3.; pak jsme vynásobili 3. řádek
č́ıslem 10; nakonec jsme (4 + a)-násobek 2. řádku přiětli ke 3.)

Tato matice je v odstupňovaném tvaru, nezávisle na a. Vektory budou
lineárně nezávislé právě tehdy, když matice neobsahuje nulový řádek, tj. právě
tehdy, když (4+a)(−3+4a)+10−10a2 6= 0. Vyřešeńım této kvadratické rovnice
zjist́ıme, že dané vektory jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když a 6= 2 a a 6= 1

6
.

Poznámky.

• Pokud již v́ıme, že h(A) = h(AT ), můžeme v druhém řešeńı při převodu
na odstupňovaný tvar provádět jak sloupcové tak řádkové úpravy. V této
úloze to postup asi př́ılǐs neusnadńı.
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• Obvyklou chybou bylo, že jste nějaký řádek vynásobili např́ıklad výrazem
3 − 4a. To je elementárńı úprava jen když 3 − 4a 6= 0. Pokud 3 − 4a = 0
tak násob́ıte řádek č́ıslem 0! Je buď potřeba se takovým úpravám vyhnout
(to je většinou lepš́ı), nebo tyto př́ıpady rozebrat zvlášť.

Na druhou stranu si uvědomte, že např. přičteńı (3−4a)-násobku prvńıho
řádku k druhému je elementárńı úprava (nezávisle na a).

• Daľśı chybou bylo, že jste využ́ıvali ”tvrzeńı”: Pokud je každá dvojice z
vektor̊u v1, v2, v3 lineárně nezávislá, pak je lineárně nezávislá i množina
{v1, v2, v3}. To je nesmysl!!! (Viz libovolné tři vektory v rovině, z nichž
žádné dva nelež́ı na jedné př́ımce.)

Př́ıklad 3. Určete pr̊unik (tj. najděte nějakou bázi pr̊uniku) podprostor̊u
U, V ≤ Z

4
3, kde

U = 〈(1, 2, 1, 2), (2, 2, 0, 1), (0, 1, 1, 2)〉, V = 〈(2, 0, 1, 1), (2, 1, 1, 2), (0, 1, 0, 2)〉.

Řešeńı.

Hledáme vektory ~v, které lež́ı v U , neboli existuj́ı a, b, c ∈ Z3 tak, že

~v = a(1, 2, 1, 2) + b(2, 2, 0, 1) + c(0, 1, 1, 2),

a zároveň lež́ı ve V , neboli existuj́ı d, e, f ∈ Z3 takové, že

~v = d(2, 0, 1, 1) + e(2, 1, 1, 2) + f(0, 1, 0, 2).

Najdeme tedy množinu M všech 6-tic (a, b, c, d, e, f) ∈ Z
6
3, pro které

a(1, 2, 1, 2) + b(2, 2, 0, 1) + c(0, 1, 1, 2) = d(2, 0, 1, 1) + e(2, 1, 1, 2) + f(0, 1, 0, 2),
(1)

Hledaný pr̊unik pak bude

U ∩ V = {~v = a(1, 2, 1, 2) + b(2, 2, 0, 1) + c(0, 1, 1, 2) : (a, b, c, d, e, f) ∈ M}.

(nebo, chcete-li

U ∩ V = {~v = d(2, 0, 1, 1) + e(2, 1, 1, 2) + f(0, 1, 0, 2) : (a, b, c, d, e, f) ∈ M}.

)
Rozepsáńım (1) do složek dostáváme homogenńı soustavu rovnic, kterou

vyřeš́ıme Gaussovou eliminaćı:









1 2 0 −2 −2 0
2 2 1 0 −1 −1
1 0 1 −1 −1 0
2 1 2 −1 −2 −2









=









1 2 0 1 1 0
2 2 1 0 2 2
1 0 1 2 2 0
2 1 2 2 1 1









∼
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∼









1 2 0 1 1 0
0 1 1 1 0 2
0 1 1 1 1 0
0 0 2 0 2 1









∼









1 2 0 1 1 0
0 1 1 1 0 2
0 0 0 0 1 1
0 0 2 0 2 1









∼

∼









1 2 0 1 1 0
0 1 1 1 0 2
0 0 2 0 2 1
0 0 0 0 1 1









Máme dva parametry d, f . Volba d = 0, f = 1 dává řešeńı (0, 2, 2, 0, 2, 1), volba
d = 1, f = 0 dává řešeńı (1, 2, 0, 1, 0, 0). Takže

M = 〈(0, 2, 2, 0, 2, 1), (1, 2, 0, 1, 0, 0)〉

= {r(0, 2, 2, 0, 2, 1) + s(1, 2, 0, 1, 0, 0) : r, s ∈ Z3}.

Máme

U ∩ V = {a(1, 2, 1, 2) + b(2, 2, 0, 1) + c(0, 1, 1, 2) : (a, b, c) = r(0, 2, 2) + s(1, 2, 0), r, s ∈ Z3}.

= {(0r + 1s)(1, 2, 1, 2) + (2r + 2s)(2, 2, 0, 1) + (2r + 0s)(0, 1, 1, 2) : r, s ∈ Z3}

= {r(0(1, 2, 1, 2) + 2(2, 2, 0, 1) + 2(0, 1, 1, 2))

+s(1(1, 2, 1, 2) + 2(2, 2, 0, 1) + 0(0, 1, 1, 2)) : r, s ∈ Z3}

= {r(1, 0, 2, 0) + s(2, 0, 1, 1) : r, s ∈ Z3}

= 〈(1, 0, 2, 0), (2, 0, 1, 1)〉

Dokázali jsme, že množina {(1, 0, 2, 0), (2, 0, 1, 1)} generuje U ∩ V . Protože je
nav́ıc, jak se snadno ověř́ı, lineárně nezávislá, tvoř́ı bázi U ∩ V .

Poznámky. Protože (1, 0, 2, 0) + (2, 0, 1, 1) = (0, 0, 0, 1), báźı pr̊uniku je též
”hezč́ı” množina {(1, 0, 2, 0), (0, 0, 0, 1)}.

Př́ıklad 4. Spoč́ıtejte (t.j. najděte explicitńı vyjádřeńı)





1 1 0
0 1 1
0 0 1





n

.

(Matice je nad reálnými č́ısly.)

Řešeńı. Označ́ıme A matici, jej́ıž n-tou mocninu poč́ıtáme. Výpočet prvńıch
několika mocnin vede k domněnce

An =





1 n
(

n

2

)

0 1 n

0 0 1



 .
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Hypotézu dokážeme indukćı. Pro n = 1 tvrzeńı zřejmě plat́ı. Předpokládejme,
že tvrzeńı plat́ı pro n a vypoč́ıtejme An+1.

An+1 = A · An =





1 1 0
0 1 1
0 0 1



 ·





1 n
(

n

2

)

0 1 n

0 0 1



 =





1 n + 1
(

n

2

)

+ n

0 1 n + 1
0 0 1



 =





1 n + 1
(

n+1

2

)

0 1 n + 1
0 0 1



 .

V druhé rovnosti jsme použili indukčńı předpoklad a v posledńı vztah
(

n

2

)

+n =
(

n+1

2

)

.

Poznámky. Vysloveńı domněnky nestač́ı, je to třeba dokázat!

Př́ıklad 5. Permutace π ∈ S10 je zadána tabulkou:

π :

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 10 5 2 6 8 9 1 7 4

)

.

Spočtěte π2008.

Řešeńı. Zápis permutace π jako složeńı nezávislých cykl̊u je

π = (1 3 5 6 8)(2 10 4)(7 9)

Pokud α, β jsou nezávislé cykly, pak zřejmě (αβ)n = αnβn pro libovolné celé
č́ıslo n. Pokud α je cyklus délky k, pak αk = id(= α0) z čehož snadno plyne,
že αn = αn mod k. Takže

π2008 = [(1 3 5 6 8)(2 10 4)(7 9)]2008 = (1 3 5 6 8)2008(2 10 4)2008(7 9)2008 =

= (1 3 5 6 8)2008 mod 5(2 10 4)2008 mod 3(7 9)2008 mod 2 =

= (1 3 5 6 8)3(2 10 4)1(7 9)0 = (1 6 3 8 5)3(2 10 4).

Př́ıklad 6. V závislosti na a, b ∈ Z7 spočtěte determinant následuj́ıćı matice
A nad tělesem Z7.

A =









a 2 3 4
2 6 1 3
2 2 b 3
4 2 1 6









Řešeńı.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 2 3 4
2 6 1 3
2 2 b 3
4 2 1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a + 3 0 2 5
4 0 5 6
5 0 b + 6 4
4 2 1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a + 3 2 5
4 5 6
5 b + 6 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
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= 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a + 2 6 0
4 5 6
0 b + 5 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2·(−6)

∣

∣

∣

∣

a + 2 6
0 b + 5

∣

∣

∣

∣

= 2(a+2)(b+5)(= 2ab+3a+4b+6)

Úpravy:

1. 6-násobek (= (−1)-násobek) 4. ř. jsme přičetli k 1. ř. a 3. ř.; 4-násobek
4. ř. jsme přičetli k 2. ř.

2. rozvoj podle druhého sloupce

3. 5-násobek 2. ř. jsme přičetli k 1.; 4-násobek 2. ř. jsme přičetli k 3. ř.

4. rozvoj podle třet́ıho sloupce

Př́ıklad 7. Určete matici homomorfismu f : U → V vzhledem k báźım B a
C, kde

U = 〈(1, 2, 3), (0, 2, 1)〉 ≤ Z
3
5, B = {(2, 4, 1), (1, 4, 1)}

V = Z
2
5, C = {(1, 2), (3, 3)}

f(x, y, z) = (2x + y + 4z, 2y + 3z)

(To, že B je skutečně báźı U ověřovat nemuśıte.)

Řešeńı. Potřebujeme spoč́ıtat vyjádřeńı vektor̊u f(2, 4, 1) = (2, 1), f(1, 4, 1) =
(0, 1) v bázi C. To vede na řešeńı dvou soustav rovnic, u kterých se lǐśı jenom
pravé strany. Budeme je řešit současně.

(

1 3 2 0
2 3 1 1

)

∼

(

1 3 2 0
0 2 2 1

)

.

Dopočteńım řešeńı źıskáme {(2, 1)}C = (4, 1), {(0, 1)}C = (1, 3). Matice f

vzhledem k B a C je tedy (vektory naṕı̌seme do sloupc̊u)

[f ]B,C =

(

4 1
1 3

)

.
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