7. Linearni formy

Verze ze dne: 3.1.2006

Linearni forma je pouze jiny nazev pro homomorfismus do aritmetického vektorového prostoru 7.

Definice 7.1. NechtV je vektorovy prostor nad télesem T. Linedarni forma na V' je homomor-

fismus f : V. — T (tedy homomorfismus z V' do aritmetického vektorového prostoru dimenze 1
nad T').

Necht M je bdze vektorového prostoru V. dimenze n a f linedrni forma na V. Matict f vzhledem
k M rozumime matici homomorfismu f vzhledem k bazim M a {17}, znacime {f}rr. Je to matice
typu 1 x n, neboli vektor v T™. Tedy

(b= {1157
Je-li {f}nm = (a1,...,am), pak vyrazu

flx1,... xpn) =a1x1 + ... apxy

rikame analytické vyjadrent linedarni formy f vzhledem k M.

Méjme linearni formu f na vektorovém prostoru V' nad télesem 7" a bazi M = {m,,...m,} prostoru
V. Z predchozi kapitoly vime:

1. Matici libovolného homomorfismu f : V' — W wvzhledem k bazim M = {mj,...,m,} a N
dostaneme tak, ze do i-tého sloupce napiSeme vektor {f(m;)}y. V pfipadé, ze f je linedrni
forma, tedy W = T, dostaneme volbou N = {17} vztah

{Fta = (f(ma), f(mz), ..., f(my)).

2. Méjme vyjadreni formy f vzhledem k bazi M: {f} = (aq,...,a,). Obraz vektoru v € V, jehoz
vyjadieni v bazi M je {v}y = (21,...,%,) spocteme

f&V)=A{f}tm- {V}TM =a1r1+ ...+ apTy.

Zde vidime smysl analytického vyjadfeni linearni formy.
3. Vime, ze dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = n. Tedy jsou dvé moznosti
a) Im(f) = {0}. V tomto pfipadé je forma nulova (pouziva se také termin trivialni), tj.
f(v) =0 pro vSechna v € V a Ker(f) = V.
b) Im(f) =T. V tomto piipadé je Ker(f) podprostor V' dimenze n — 1. Libovolnému podpro-

storu dimenze n — 1 v prostoru (V') dimenze n fikdme nadrovina (ve V). V posledni ¢asti
uvidime, Ze kazda nadrovina je jddrem néjaké linedrni formy.

4. Necht M, N jsou béaze V. Z pfedchozi kapitoly vime, Ze {f}%T} = {f}ET}{id}ANJ, neboli

{fin = {Iufid}y.



Dual, dualni baze

Z prechozi kapitoly vime, Ze mnozina vSech homomorfismi z V' do W tvofi (spolu s pfirozenymi
operacemi s¢itani a skalarniho nasobeni) vektorovy prostor dimenze dim(V') - dim(W). Pro W =T se
tomuto prostoru rika dual:

Definice 7.2. Necht'V je vektorovy prostor (dimenze n). Vektorovému prostoru vsech linedrnich
forem na V' tikdime dudlni prostor (téZ dual) k' V a znacime V :

V :=Hom(V,T).

Plati dim(V') = dim(V).

Je-li M = {my,...,m,} bdze V, pak dudlni bazi k M rozumime bdzi M= {f1,..., fn} prostoru
V, kde {fi}ar = (0,...,1,...,0) = e,.

Prvek f; dudlni bdze je tedy forma s analytickym vyjddrenim

filzr, .. zn) = 2
vzhledem k bdzi M. Jesté trochu jinak: forma, pro nizZ
fi(m;) = 6.

Uvazujme vektorovy prostor V' a jeho bazi M. Linearni forma f na V' ma matici {f} vzhledem k
M. Formu f miizeme také chapat jako prvek (vektor) dudlu. Tedy mame vyjadreni {f};; v bazi M.
Vyjde totéz:

Tvrzeni 7.3. Necht f je linedrni forma na V., M je bdze V.. Pak {f}n = {f} ;-

Dikaz. Oznaéme my, ..., m, vektory béze M a fi, ..., f, vektory dudlni baze M, tedy fi(m;) = ;5.
Vyjadiime f v bazi M:
tg=(a1,...,an), a; €T,
¢ili
f:alfl—i—...—i—anfn.

Matice f vzhledem k M je
{fiv = (f(m), ..., f(my)).

7 definice duélni baze mame

f(ml) = alfl(mi) + .. anfn(mz) = a;

a jsme hotovi. O

Nésledujici tvrzeni fikéd v jakém vztahu je matice pfechodu mezi dvéma bazemi ve V' s matici pfechodu
mezi dualnimi bazemi v dualnim prostoru V.



Tvrzeni 7.4. Necht M, N jsou bdze vektoroveho prostoru V- a A je matice prechodu od M k N. Pak
(AT~ (= (A™HT) je matice prechodu od M k N. V symbolech

{id}y§ = (({id} )"~
(Prond identita je na V, druhd na V.)
Duadlne:

{idy N = (({idy "),

Diikaz. Toto tvrzeni je specialnim ptipadem tvrzeni o matici dualniho homomorfismu (viz nize). Piesto
uvedeme ditkaz. Staci dokdzat, Ze matice prechodu od Nk M je AT. Ozna¢me v, ..., v, vektory baze
N a fi,..., fn vektory baze M (neboli {f;}n = e;). Matice A = (a;;)7*;—; je matice pfechodu od M
k N, tedy ve sloupcich matice A mame vyjadieni vektortt z N v bazi M:

it = (a1i, a2i, - - - ang).
V j-tém sloupci matice pfechodu od Nk M je vyjadieni vektoru f; v bazi N. Méame

Uity ={fitv = (fi(vi), -, fi(va))

podle predchoziho tvrzeni a 1. poznamky za definici linearni formy. Chceme tedy dokézat, ze f;(v;) =
Qg5
Fi(vi) = {fitar - {viths = ¢ - (avi, .- ani) " = aji.

Disledkem piedchoziho tvrzeni je

Véta 7.5. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n a N baze dudlntho prostoru V. Pak existuje prave
jedna baze M prostoru V' takovd, Ze M = N. Zobrazeni M — M je tedy bijekce mezi mnozinou vsech
bazi V. a mnoZinou vsech bazi V.

Dikaz. Vezmeme libovolnou bazi P prostoru V. Oznaéme A matici pfechodu od Pk N , tedy
A= {Zd}]I\Df
Pripomenme, ze ve sloupcich M mame vyjadieni vektori baze N v bazi P.

Definujme pro i = 1...n vektory m; € V tak, ze {m;}p je i-ty sloupec matice (A~1)T. Protoze (A~1)"
je regularni, mnozina M := {m;,...,m,} je baze V. Dle definice

{id}pr = (A7H"
Podle predchoziho tvrzeni je N
(i} = (A" HT = A
Tedy vyjadieni vektort bazi M a N vzhledem k bazi P jsou stejna, takze M = N.

Jednoznacnost plyne z pozorovani, ze pokud pro dvé regularni matice A, B plati (A=) = (B~1)T,
pak A = B. O



Predchozi dtkaz dava zaroven metodu, jak bazi M, aby M=N , najit.

Priiklad. Ve vektorovém prostoru R® mame dany formy f1, f2, fs:

fl(xayvz) = aj+y+z
fZ(x,y,Z) = y+=z
f3($,y,2’) = =z

Ovéite, ze N := {f1, fo, f3} je béze R3a najdéte bazi M = {by, by, b3} prostoru R? takovou, Ze M = N.
Reseni. Oznac¢me K kanonickou bazi R3. Mame zadéno

{filk ={Nlz=011), {folxk ={fi}z=(0,1,1), {fs}k ={fi};z=1(0,0,1).

Protoze vyjadreni vektori f1, f2, f3 vzhledem k bézi K jsou tfi linedrné nezavislé vektory, je N baze.
Matice prechodu od K k N je

10
A=1]1 1
11

= o o

Podle diikazu predchozi véty je (A~1)T matice pfechodu od K k M. Spoéitame

1 -1 0
AHT=(0 1 -1
0 0 1

Ve sloupcich této matice mame vyjadiené vektory baze M v kanonické bazi. Tedy

M = {ml,mg,mg} = {(1,0,0), (—1, 1,0), (0, —1,1)}.

Dualni homomorfismus

Definice 7.6. Necht ¢ _je homomorfismus ¢ : V.— W. Dudlnim homomorfismem k ¢ rozu-
mime homomorfismus ¢ : W — V' definovany vztahem

o(f) = fod,
kde f € w. Neboli, pro f € W, v €V plati

(@()(V) = f(6(v)).

Zde je treba si peclivé rozmyslet, ,co kam vede“. Mame homomorfismus ¢ : V. — W. Definujeme
homomorfismus ¢ : W — V. Toto zobrazeni tedy musi linearni formé f : W — T prifadit linearni
formu ¢(f) : V — T. Toto ¢(f) definujeme jako slozeni homomorfismi ¢ a f.

Je snadné ovéfit, ze ¢ je skutecné homomorfismus (viz cviceni).

Tvrzeni 7.7. Necht V,W jsou vektorové prostory (koneéné dimenze), M baze V., N baze W, ¢:V —
W homomorfismus, jehoZ matice vzhledem k M a N je A. Pak matice qb vzhledem k N a M je AT. vV
symbolech:

(O = ({e3h)".



Diikaz. Oznaéme my, ..., my, vektory béze M a g1, ..., g vektory baze N, tedy {gi}n = e;. Matice ¢
vzhledem k bazi M a N je A = (a;;), neboli

{d)(mi)}N = (au,a%, B ak’i)-

Matice gg vzhledem k N a M mé v j-tém sloupci vyjadieni vektoru qg(gj) v bazi M , tedy vektor

{09} 57 = {0(9)}ar = ((@(g7)) (1), - - (3(9)) (1)) = (g;($(m1)), - -, g;($(my))).

Protoze
9i(p(my)) = {g;}n - {p(mi)}§ = e; - (ani, ..., am)" = aji,

jsme hotovi. O

Z piedchoziho tvrzeni vidime, ze dim(Im(¢)) = dim(Im(¢)) — oboji je rovno hodnosti matice A (protoze
transponovanim se hodnost neméni). Specialné, dual k automorfismu V' je automorfismus V.

Ptfimo z definice snadno nahlédneme, Zze dudl k identickému automorfismu na V je identicky auto-
morfismus na V. Pouzijeme-li tedy predchozi tvrzeni na identicky automorfismus, dostaneme tvrzeni
o matici pfechodu mezi duadlnimi bazemi.

Pro libovolné dva homomorfismy ¢, p: V — W a prvek t € T plati
L=t d+p=d+p.

Pro libovolné dva homomorfismy ¢ : U — V, p: V — W plati

po¢=gop.

Tyto vztahy lze ovéfit bud rozepsanim definice (viz cviceni), nebo z pfedchoziho tvrzeni. Napiiklad
treti vztah ovéfime tak, Ze zvolime libovolné baze M, N, O prostoru U, V, W. Jsou-li A, B poradé matice
p, ¢ vzhledem k M a N, N a O, pak matice homomorfismu na levé strané (vzhledem k M a O) je
(AB)T a matice homomorfismu na pravé strané je BT AT

Shrnuto:

Véta 7.8. Necht V,W jsou vektorové prostory konecné dimenze. Zobrazeni ¢ — gg je izomorfismem
vektorovych prostorid Hom(V, W) a Hom(W, V). Plati idy = idg a pro libovolné dva homomorfismy

¢:U—>V,p:V—>Wplatz’pT¢:$oﬁ.

Dikaz. Zbyva pouze ovérit, ze ¢ — 5 je bijekce. To je snadny dusledek predchoziho tvzeni. Zvolme
libovolné baze M, N prostoru V, W.

Zobrazeni je prosté: Jsou-li ¢ # p : V — W dva homomorfismy, pak {¢}3; # {p}3}, tedy {5}1‘%’ =
({o30” # ({phin)” = {PYY, takze ¢ # p.

Zobrazeni je na: Pro libovolny homomorfismus 6 : W - ‘7~Vezmeme homomorfismus ¢ : V. — W
takovy, ze {¢}1 = ({0}2)". Pak {$}X = ({0}2)")T = {0}, tedy ¢ = 0. O



Dualita mezi podprostory V a V.

Shriime si nyni, pro které objekty mame definovany duél:

1. K vektorovém prostoru V umime vytvorit dualni vektorovy prostor V nad stejnym télesem.
2. K bazi M vektorového prostoru V' umime vytvorit dudlni bazi M prostoru V.

3. K homomorfismu ¢ : V — W umime vytvorit dudlni homomorfismus 5 W = V.
V této casti definujeme dualy podprostorti:

4. K podprostoru M vektorového prostoru V' definujeme dudlni podprostor ®(M) prostoru V.
4’. K podprostoru N vektorového prostoru 1% definujeme dudlni podprostor ¥(N) prostoru V.

Zobrazeni ® budeme definovat nejen pro podprostory, ale i pro libovolné podmnoziny. .

Definice 7.9. Necht M je podmnozina vektorového prostoru V. Definujeme podmnozinu ®(M)
dudlu V' takto
(M) := {f| M S Ker(f)} = {f| (vm € M) f(m) = 0}.

Pokud M je podprostor, fikime, Ze ®(M) je podprostor dudlni k M (je zrejmé, zZe (M) je
opravdu podprostor). N
Necht N je podmnoZina dudlniho prostoru V. Definujeme podmnozZinu V(M) prostoru V' takto

U(N) == (] Ker(f) = {v] (Vf € N) f(v) = 0}.

feN

Pokud N je podprostor, Fikime, Ze ¥(N) je podprostor dudlni k N.

Piimo z definice snadno vidime, ze ®(M) = ®((M)), ¥(N) = ¥({N)) pro libovolné mnoziny M C V
aNCV.

Véta 7.10. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n. Pak zobrazeni U — ®(U) je bijekce mezi podpro-
story V' a podprostory V' a zobrazeni W — U(W) je k nému inverzni. Pro libovolné dva podprostory

UW CV plati
(i) QUNW)=dU)VE(W), DUVW)=dU)ND(W);
(ii) dim(®(U)) = n — dim(U).

Dudlné pro libovolné podprostory U, W C 1% platy

(i) WU NW) = TU)VEW), T(U VW) = B(U)NSW);
(ii’) dim(¥(U)) = n — dim(U).

Diikaz. Méjme néjakou bazi M prostoru V' a libovolny podprostor U C V dimenze k. Zvolime libo-
volnou bazi {fi,..., fx} prostoru U. Tedy U = (f1,..., fr). V prostoru ¥(U) jsou, podle definice a
pozndmky pod ni, pravé ty vektory v € V, pro néz f;(v) = 0 pro kazdé i, neboli pravé ty vektory,
pro které {fi}p{v}l, = 0. Takie v € ¥(U) pravé tehdy, kdyz {v} fesi homogenni soustavu rovnic



s matici A (v symbolech {v}ys € Ker(A)):

{fitm

A {f2'}M

{fetm
Dimenze mnoziny feSeni této soustavy je n — h(A) = n — k a dokdzali jsme (ii’).

Duélné, pro libovolny podprostor U C V' dimenze k zvolime jeho bazi {uj,...,u;}. V prostoru ®(U)
jsou pravé ty formy f € V, pro néz f(u;) pro kazdé i, neboli prave ty formy, pro které {f} w{w}l, = 0.
Ale {f}n{w}t; = {wn{f}},, takze f € ®(U) pravé tehdy, kdyz {f} Tesl homogenni soustavu
rovnic s matici A (v symbolech {f}r € Ker(A)):

{ui}nr

e {Ug}M

{urtm
Dimenze mnoziny FeSeni této soustavy je n — k a mame (ii).
Pro libolny podprostor U C V' mame
V@) = V(| UCKe(H) = (] Ker()2U.

f;UCKer(f)

Protoze U C ¥(®(U)) a prostory na obou strandch maji podle pfedchozich dvou odstavci stejnou
dimenzi, plati U = ¥(®(U)).

Dualné, pro libovolny podprostor U C V méame

S(U(U)) = ([ Ker(f)) = {g| (] Kex(f) € Ker(g)} 2 U.

feu feu

Porovnanim dimenzi opét zjistime, ze U = &(¥(U)).
Zjistili jsme, ze ®, ¥ jsou navzajem inverzni zobrazeni, zbyva ukazat (i) a (i), to ale lze nahlédnout
primo z definice, viz cviceni. O
Z ditkazu véty rovnéz vidime, jak ®(M) a ¥(N) pro né&jaké podmnoziny M CV a N C V spoditat.
Priklad. Mame dan vektorovy prostor V nad télesem Z3 dimenze 5, bazi M a vektory vy, va, v3

(vitaw = (2,2,1,2,1), {vo}u =(2,1,0,1,0), {vs}u = (1,1,2,0,0).
Urcete N = ®&({vy,va,v3}).
Reseni. Podle ditkazu véty je f € N pravé tehdy kdyz {f}as € Ker(A), kde

A=

NN

21
10
1 2

S =N
S O -



Prevodem na Gausstv tvar spocitdme Ker(A).

2 21 21 221 21
21010 |(~|022 2 2
112 00 000 21

Ker(A) =((2,1,0,1,1),(2,2,1,0,0))
Je tedy N = (f1, fo), kde {fi}m = (2,1,0,1,1) a {fa}m = (2,2,1,0,0).
Dualni priklad. Mame dan vektorovy prostor V' nad télesem Zs dimenze 5, bazi M a formy fi1, fo, f3
{fitm =1(2,2,1,2,1), {foln =(2,1,0,1,0), {fs}n =(1,1,2,0,0).
Uréete N = ¥ ({ f1, fa, f3})-

Reseni. Podle ditkazu véty je v € N pravé tehdy kdyz {v}y € Ker(A), kde A je jako v predchozi
tloze. Je tedy N = (vi,va), kde {vi}y = (2,1,0,1,1) a {va}ax = (2,2,1,0,0).

Uvazujme homogenni soustavu Ax’ = 0 m rovnic o n neznamych nad télesem 7T'. Pokud radky ma-
tice chapeme jako matice linedrnich forem fi,..., fi, € T™ vzhledem ke kanonické bazi, pak mno-
zina Ker(A) v8ech FeSeni této soustavy je pravé ¥({fi,..., fin}) (tuto tvahu jsme provedli v dikazu
véty). Mame-li naopak dan podprostor U prostoru 7™ a chceme najit homogenni soustavu rovnic
AxT = 0, jejiz FeSenim je pravé podprostor U, staci vzit libovolnou mnozinu {f1,..., fi} genera-
tor prostoru ®(U) a do fadkd matice A napsat vyjadfeni forem {f;} v kanonické bazi. Pak totiz
Ker(A) = ¥ (®({f1,...,fi})) = ¥(®(U)) = U. Tato tivaha se ndm bude hodit i v kapitole o afinnich
prostorech, pti piechodu od parametrického k rovnicovému vyjadieni podprostoru.

Priiklad. Urcete matici A nad télesem realnych ¢isel, pro niz

Ker(A) = U = ((0,2,3,4),(3,0,2,1),(2,1,2,1)), Im(A4) = ((~1,2,1,3)).

Reseni. Spoc¢teme ®(U):

0 2 3 4 1 -1 0 0 1 -1 0
3021 ]|~]1]0 23 4]|~]10 2 4 |~
21 21 2 1 21 0o 3 1

2 3 4

Aby byla splnéna podminka pro Im(A) polozime napf.

0

3

2
1 -1 0 O 1 -1 0 0
o 1 -1 3 |~(0 1 -1 =3
0 0

-1 -1 2 -1

2 2 -4 2

A= 1 1 -2 1
3 3 -6 3

Dalsi duasledky véty.



1. Dokéazeme tvrzeni zminéné na zacatku: Je-li U nadrovina ve vektorovém prostoru V dimenze n,
pak existuje forma f takova, ze Ker(f) =U.

Diikaz. Vezmeme libovolnou nenulovou f € ®(U). Protoze dim(®(U)) =n — (n — 1) = 1 mame
(U = (f). Tedy
Ker(f) = ¥({f}) = ¥((f)) = ¥(2(V)) = U.

O
2. Linearni forma f z predchoziho bodu je urcena jednoznac¢né az na nasobek: Méjme formy f,g

na vektorovém prostoru V' dimenze n. Pak Ker(f) = Ker(g) pravé tehdy, kdyz existuje nenulovy
prvek ¢t € T takovy, ze f = tg.

Diikaz.
Ker(f) = Ker(g) & Y({f}) = ¥({g}) & ¥({(f) = ¥({(g) & (/) =(9) & F0#teT) f =tg.
O
3. Mé&jme linearni formy f1,..., f, f na vektorovém prostoru V' dimenze n. Forma f je linearni
kombinaci vektort f1,..., fx € V pravé tehdy, kdyz NF_;Ker(f;) C Ker(f).
Diikaz.
f € <f17"',fk> A <f1a"'afk> = <f17"'7f/€7f> <:>\Ij(<f177f/€>) = \Il(<flaafk>f)> g
k k k
ﬂ Ker(f;) = ﬂ Ker(f;) NKer(f) < Ker(f) 2 ﬂ Ker(f;).
i=1 i=1 i=1
O
4. Méjme linearni formy fi, ..., fr na vektorovém prostoru V dimenze n. Formy fi,..., fix € 1% jsou
linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz dim(n¥_,Ker(f;)) =n — k.
Drikaz.
{f1,--., fx} jsou linedrné nezavislé < dim({f1,..., fx)) =k <
k
dim(¥((f1, ..., fr)) = dim((") Ker(fi)) =n — k.
=1
O



