4. Permutace

Definice 4.1. Permutact na mnoziné X rozumime bijekci X na X, tj. prosté zobrazeni X na
X. MnoZinu vsech permutaci na mnoziné X znacime Sx. MnoZinu vSech permutact na mnoziné
X =4{1,2,...,n} znacime S,.

V linearni algebie budeme pracovat jen s permutacemi na mnoziné
X ={1,2,...,n} pro néjaké piirozené ¢islo n, tedy s prvky S,. Je dobré si uvédomit, Ze pro kone¢né
mnoziny plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.2. Bud n pfirozené ¢islo, X = {1,2,...,n} a f : X — X zobrazeni. Nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentns.

1. f je na
2. f je prosté
3. f je permutace (tj. prosté a na)

Diikaz. Je snadny. O

Pro nekone¢né mnoziny X (napf. pro mnozinu vSech pfirozenych ¢isel) predchozi tvrzeni neplati, viz
priklady.

Permutaci m € 5, muzeme zapsat napf. tabulkou — do horniho fadku napiSeme ¢isla 1,...,n a do
dolniho fadku napiSeme obrazy (pod 1 bude 7(1), atd.). V dolnim fadku bude samoziejmé kazdé z
¢isel 1,...,n a to pravé jednou. Napf.
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jsou zapisy permutaci. Viimnéte si, ze 7 = p. Cislim i, pro néz 7 (i) = i, itkdme samodruzné prvky
permutace 7. V nasem pfipadé méme jeden samodruzny prvek, a to 2.

Priklady permutaci

Identicka permutace. Je to permutace, kterd ma vSechny prvky samodruzné. Tabulkou:

) 1 2 ... n
Zd'<1 2 ... n)
Transpozice i a j (i a j jsou riznd pfirozena ¢isla). Je to permutace 7, pro niz 7(i) = j, 7(j) = a
(k) = k pro k # i, j. Tabulkou:
(12 i
7T'(1 2 G )



Cyklus délky d. Je to permutace 7 tvaru 7(i1) = i2, w(i2) = i3, ..., 7(ig—1) = iq, 7(iq) = i1 a
(k) = k jinak, kde i1, 9, ..., iq jsou navzajem ruzna ptirozend ¢isla. Tabulkou:

. ( R IR YR )
T . . . .
9 13 ... 1q 1 ...
Transpozice je tedy cyklus délky 2. Cykly ¢asto zapisujeme seznamem

(1,92, . ..,1q). Takovy zapis neni jednozacény, napt. (1234), (2341), (3412), (4123) jsou (vSechny mozné)
zapisy stejného cyklu délky 4, totiz permutace

1 2 3 4
2 34 1)

Dva cykly (i1,...,iq) a (J1,-..,je) nazyvame nezavislé, pokud jsou mnoziny {i1,...,iq} a {j1,...,Je}
disjunktni.

Skladani permutaci, inverzni permutace

Permutace muzeme skladat (nékdy fikdme ,nasobit*) — skldddme je jako jakakoliv jind zobrazeni.
Je jednoduché si rozmyslet, ze slozenim dvou permutaci na X je opét permutace na X (slozeni dvou
prostych zobrazeni je prosté, slozeni dvou zobrazeni na je na). V nasem kurzu skladame zprava do leva,
jak je to bézné u redlnych funkei (napt. sin cosz znamend nejprve proved cos a potom sin). Skladani
znacime znakem o, nékdy se tento znak vynechéva. Napf. pro permutace

7T'<213> p-<132>
! 2 3 12 3
ﬂop:<7r(ﬂ(1)) m(p(2)) W(p(3))>:<2 3 1>=(123)

1 2 3
po7r—<3 1 2)—(132)

Zde vidime, ze skladani permutaci neni komutativni, tj. prohozenim poradi sklddani se obecné zméni
vysledek. Dilezitym piikladem, kdy dvé permutace komutuji (tj. 1ze zménit poradi pii skladani) jsou

mame

nezavislé cykly.
Na druhou stranu je skladani zfejmé asociativni, tj. (71 ome)oms = 71 0(meoms). Diky tomu nemusime
pri sklddani vice permutaci psat zavorky. Bézné je znaceni

7 = id

™ = momo...om, 1=12,...
—_———

Ziejmé m o id = id o m = 7 pro libovolnou permutaci 7.



Ke kazdé permutaci muzeme (vzhledem k tomu Ze jde o bijekci) vytvorfit permutaci inverzni — kazdému
prvku piifadime jeho vzor. Inverzni permutaci k 7 zna¢ime 7—1. Napf.

1234\ (1234
2 4 3 1 \4 1 3 2)°
Z¥ejmé m o1 = 77! o m = id pro libovolnou permutaci 7.

Pfipomerime zde pojem grupy:

Grupa je ¢tvefice (G, 0,71, 1), kde G je mnoZina, o je bindrni operace, ~! je unarni operace a 1 € G,
ktera pro libovolné prvky a, b, ¢ € G spliuje

ao(boc)=(aob)oc (asociativita)
acal=atloa=1 (a~!jeinverzni prvek k a)
aol=1loa=a (1 je jednotkovy prvek)

Shrneme-li poznatky z této ¢asti, vidime, ze (S,,0,~!,id) je grupa.

Rozklad na cykly a transpozice

Nejvyhodnéjsi zptiisob zapisu permutace je pomoci nezavislych cyklt.

Tvrzeni 4.3. KazZdou permutaci m € S, lze rozloZit na soucin nezdvislych cyklu délky alespori 2. Tento
rozklad je aZ na potadi ciniteld jednoznacny.

Dikaz. Existence rozkladu: Indukci podle po¢tu nesamodruznych prvka k& dokazeme: ,,Kazdou permu-
taci m € S, s nejvyse k nesamodruznymi prvky lze rozlozit na soucin nezavislych cykli délky alespon
2, pficemz zadny z cyklt neobsahuje samodruzny prvek.“ Tvrzeni je zfejmé pro k = 0 (pouZijeme 0
cyklt). Déle indukei. Vezmeme libovolny nesamodruzny prvek ¢; permutace 7. Oznaéime io = 7(i1),
ig = 7(i2), . ... Vezmeme nejmensi [ takové, ze i; = iy, pro néjaké m < [. JelikoZ 7 je prosté, je ziejmé
m = 1 (nakreslete si obrazek). Oznaéme 7 = (iyiz...i;_1). V permutaci 7 o 7' je méné samod-
ruznych prvki nez v permutaci 7 (samodruzné jsou vSechy samodruzné prvky permutace 7 a navic
i1,-..,%—1). Tedy mizeme pouzit indukéni predpoklad a rozlozit o my ! na souéin nezavislych cykla:
mTo 7r1_1 =mgom30...0m,. Nyni m = myomgo...om,om (vynasobili jsme pfedchozi rovnost permutaci
71 zprava) je hledany rozklad (cykly m1 a Teokoriv>1 jsou skuteéné nezavislé, protoze zadny z cykli mo
... 7, neobsahuje samodruzné prvky permutace 7 o 771_1, tedy ani 41,...,4_1)).

Jednoznacnost: Méjme dva rozklady permutace 7 na nezavislé cykly délky alespon 2. Vyskytuje-li se
¢islo ¢ v jednom rozkladu, pak je i nesamodruznym prvkem, tedy se vyskytuje i v druhém rozkladu.
V libovolném cyklu musi za ¢islem i nasledovat ¢islo (i), protoze cykly jsou nezavislé. Odtud tvrzeni
okamzité plyne. O

Dtikaz predchoziho tvrzeni rovnéz tika, jak danou permutaci 7w rozlozit na nezavislé cykly. Postup

budeme ilustrovat na permutaci
(1 2 3 456789
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Nakreslime levou zavorku a libovolné ¢islo, napt. 1. Vedle ¢isla 1 napiSeme jeho obraz 7(1) = 3. Vedle
3 opét jeho obraz w(3) = 7, dale 7(7) = 2. Nyni 7(2) = 1 tedy zavorku uzavieme. Mame (1372). Levou
zavorkou zahédjime novy cyklus a zvolime libovolné éislo, které se jesté doposud neobjevilo, napt. 4.
Protoze m(4) = 5 a w(5) = 4, na papife se skvi (1372)(45). Ted za¢neme napf. s ¢islem 6, protoze
ale m(6) = 6, zavorku rovnou uzavieme. Nakonec 7(8) = 9, 7(9) = 8. Tedy 7 : (1372)(45)(6)(89).
Samodruzné prvky do rozkladu vétSinou nepiseme, tedy lépe

7 (1372)(45)(89).
Procvicte si invertovani a skladani permutaci zapsanych rozkladem na nezavislé cykly.
Kazdy cyklus lze napsat jako souéin transpozic (viz pfiklady), tedy rovnou mame:

Tvrzeni 4.4. KaZdou permutaci lze napsat jako soucin transpozic.

Znaménko permutace

Mnozinu S, n > 1 lze rozdélit na dvé stejné velké ¢asti (viz ptiklady) — mnoZinu sudych permutaci a
mnozinu lichych permutaci.

Véta a definice 4.5. At w € S,,. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. V rozkladu m na nezdvislé cykly je sudy pocet cyklu sudé déelky.

2. m lze rozloZit na sudy pocet transpozic.

3. ™ md sudy pocet inverzi, tj. pocet dvojic 1 # i < j < n, pro které w(i) > 7(j), je sudy.
Pokud 7 spliiuje jednu z téchto podminek (tedy vSechny), Fikime, Ze 7 je sudd. V opacném pripadé
rikame, Ze 7 je licha. Znaménko permutace definujeme

som 7 — 1 pokud 7w je sudd
BN =Y g pokud 7 je lichd

Nez pristoupime k dikazu, nékolik poznamek.

e Negace prvniho tvrzeni v pfedchozi vété zni: ...lichy pocet cyklt sudé délky
e Plati ] '
w(i) — 7
sgn m = H 7( ) (‘])
1<i<j<n 7]
To vyplyva z toho, ze pocet —1 ve vyrazu vpravo (po pfeskupeni) je pfesné pocet inverzi.
e Rozklad na transpozice neni jednozna¢ny. Z této véty ale plyne, ze parita (=sudost ¢i lichost)
poctu transpozic je v kazdém rozkladu stejné.

Diikaz. Uvazujme libovolnou permutaci p a transpozici (a,b). Ukdzeme, ze permutace p a (a,b) o p
maji opa¢nou paritu poc¢tu cykla sudé délky. Uvazujme rozklad p = p; o ... o p na nezavislé cykly,
pricemz do rozkladu ptfiddme i cykly délky 1 - samodruzné prvky. Mame dvé moznosti: bud se a a b
vyskytuji ve stejném cyklu, feknéme p;, nebo ve dvou rtznych cyklech, feknéme p;1, p2. Podivejme se
na prvni moznost: p1 = (a,c1,¢2,...,¢,b,d1,...,d;). Pak

(a,b)op=(a,c1,c2,...,¢)0(b,di,da,...,dj)opgo...0p,



pri¢emz cykly na pravé strané jsou nezavislé (nakreslete si obrazek!). Takze, pokud je p; sudé délky,
tak vziknou dva cykly bud oba sudé délky nebo oba liché délky. Pokud je p; liché délky, vzikne jeden
cyklus sudé délky a jeden cyklus liché délky. V obou piipadech je parita po¢tu cykli v sudé délky v
permutacich p a (a, b) o p opa¢nd. V ptipadé, Ze se a a b vyskytuji v rtiznych cyklech, slozenim s (a,b)
se tyto cykly spoji (ovéfte!) a parita bude opét opac¢na.

(2) = (1): Vezmeme rozklad @ = 7 o...omg, na transpozice. Permutace o, ma lichy pocet cyklia sudé
délky, totiz jeden. Podle pfedchoziho mox_1 0 mor mé sudy pocet cykli sudé délky, mog_o 0 (mop_1 0 o)
ma lichy pocet cykla sudé délky, ..., m o ... w9, mé sudy pocet cykla sudé délky (indukee).

—(2) = —(1): Analogicky.
(2) < (3): Zatim jen naznak — lze postupovat podobné jako v dikazu (2) < (1). Nejprve se dokaze,
V/

e parita poc¢tu inverzi v permutaci p a (a,b) o p je opaéna a dikaz se dokonéi stejné. O

Znaménko permutace a grupové operace:
Tvrzeni 4.6. Necht w,p € S,,. Pak

1. sgnid=1
2. sgn (n71) =sgnn
3. sgn (mop) =sgnm-sgn p.

Diikaz. Je snadny. Naptiklad takto:

1. Identicka permutace ma 0 cykld sudé délky.
2. Inverzni permutace ma stejny pocet cyklt stejné délky jako permutace ptivodni.

3. Je vidét z rozkladu na transpozice — sloZzenim rozkladti permutaci 7w a p na transpozice, vznikne
rozklad 7 o p na transpozice.

O



