11. Projektivni prostor

Definice 11.1. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n. Projektivnim prostorem P(V) dimenze
n — 1 rozumime mnozZinu sméru ve V, neboli

P(V)={(v)|veV, v#o}, dim(P(V))=dim(V)-1.

Rikdme, Ze projektivni prostor P(W) je podprostorem P(V), pokud W je (vektorovy) podprostor
V. Proky P ( = sméry ve V') neboli podprostory dimenze 0 nazjvime geometrické body, nebo téz
projektivni body. Je-li (v) projektivni bod, pak libovolnému vektoru u € (v) Tikime aritmeticky
zastupce projektivniho bodu (v).

Podprostorum dimenze 1 7ikame projektivni primky, podprostorum dimenze 2 Fikdme projektioni
roviny. Podprostorum dimenze n — 1 vikame projektivni nadroviny.

Jsou-li P(U), P(W) podprostory P(V'), jejich spojenim resp. prunikem rozumime potadé podpro-
story P(UV W), P(UNW).

Projektivni prostor dimenze n tedy vznikne z vektorového prostoru V dimenze n — 1 tim, Ze vezmeme
nenulové vektory ve V' a ztotoznime vektor s jeho libovolnym nasobkem. VSimnéme si, zZe projektivni
prostor dimenze —1 je prazdna mnozina.

body "v
nekonec¢nu”

WnU=(b-a)
Obréazek 1: Predstava projektivniho prostoru.

V nasem kurzu se nam budou projektivni prostory hodit ke studiu ,kvadratickych“ utvara v afin-
nich prostorech — zejména v A(R?) (elipsy, hyperoboly, paraboly) a v A(R3) (elipsoidy, paraboloidy,
hyperboloidy).

Podivejme se na projektivni prostor P(R3) (je to tedy projektivni prostor dimenze 2). V R3 vezmeme



libovolnou rovinu A(W') neprochézejici poc¢atkem, fikejme ji projekéni platno. Projektivni prostor
P(R?) je definovan jako mnozina smért v R3, jingmi slovy, mnozina piimek prochézejicich po¢atkem.
Kazdému bodu a na plétné (v A(W)) odpovida bod v P(R?) — ta piimka, ktera prochazi bodem a.
Na obrazku bodu a odpovida smér (u), bodu b odpovida smér (v). Naopak, ,témér“ kazdému bodu v
P(R3?) odpovida bod na pldtné — jeho priinik s pladtnem. , Téméi“ zde znamena: kromé sméri ve W,
tedy sméra rovnobéznych s platnem. Bodim v P(W) ( = smérum ve W = pfimkam prochazejicim
pocatkem lezicim ve W) fikdme nevlastni body. To, které body jsou nevlastni samoziejmé zavisi na
tom, kam platno postavime.

Uvazujme ted projektivni pfimku P((u,v)). Tato pfimka na platné vypada (rozuméj prinik s platnem
je) jako piimka prochézejici body a, b. Navic na ni lezi projektivni bod (b — a).

Nékdy je vyhodné si projektivni prostor predstavovat jen na platné, v naSem ptipadé, bez tfetiho
rozméru: K afinni roviné A(W) si pfidame nevlastni body. Jeden bod ke kazdému sméru (w) ve
W. Predstavujeme si jej jako ,bod lezici v nekoneénu“ ve sméru (w). Projektivni pfimky jsou pak
afinni primky, ke kterym pridame ,bod v nekonecnu“ odpovidajici sméru této primky. Mame jesté
jednu projektivni ptimku, ta je tvorend nevlastnimi body. VSimnéte si, ze i dvé rovnobézné primky se
protinaji — v nevlastnim bodé odpovidajicim jejich spole¢nému sméru (koleje se sbihaji v nekoneénu).

U projektivniho prostoru P(R?) jiz vizudlni predstava podobnd jako P(R?) chybi — $patné se predsta-
vuje vektorovy prostor dimenze 4 a platno neprochézejici po¢atkem dimenze 3. Stale si viak P(R3)
muzeme predstavovat jako afinni prostor dimenze 3, ke kterému pfidame body v nekonecnu, ke kaz-
dému sméru jeden. Ctenai si jisté rozmysli, jak vypadaji projektivni body, piimky a roviny v tomto
prostoru a predstavi si, jak vypada prinik dvou rovnobéznych rovin.

Dohromady mame dvé predstavy projektivniho prostoru dimenze n:

e mnozina sméru ve vektorovém prostoru dimenze n + 1 (to je definice),

e mnozina bodid afinniho prostoru dimenze n + ,body v nekoneénu®“ — pro kazdy smér jeden.

Tvrzeni 11.2. Necht P(U), P(W) jsou podprostory projektivniho prostoru P(V') konecné dimenze.
Pak
dim(P(U vV W)) + dim(P(UNW)) = dim(P(U)) + dim(P(W)).

Dikaz. To je pouze dusledkem véty o dimenzi spojeni a priniku pro vektorové prostory (umazeme-li
pismena P, vyrazy na obou stranach se zvétsi o 2). O

Béhem motiva¢nach tivah jsme si v8imli, ze dvé rizné projektivni primky v P(R?) se protinaji v jednom
projektivnim bodé, a Ze prinikem dvou riiznych rovin v P(R*) je projektivni piimka. Obecné plati:
Pozorovani 11.3. Necht P(U), P(W) jsou dvé rizné nadroviny projektivniho prostoru P(V') dimenze
n. Pak P(UNW) je podprostor dimenze n — 2.

Diikaz. Plyne z prechoziho tvrzeni, protoze pokud U # W a U, W jsou nadroviny, pak UVW =V. [



Kolinearni zobrazeni, Kolineace

Definice 11.4. Necht V,W jsou vektorové prostory a f : V. — W monomorfismus. Zobrazeni K :
P(V) — P(W) definované predpisem

K((v))=({f(v)), veV

nazgvdme kolinearni zobrazeni vytvorené homomorfismem f, znacime K = (f). Kolinedrn{
zobrazeni K : P(V)) — P(V) nazgyvdma kolineace.
Bod (v) € P(V), pro ktery K((v)) = (v) nazgvdime samodruzny bod kolineace K.

Protoze f je homomorfismus, (f(u)) = (f(v)), pokud (u) = (v). Protoze f je monomorfismus, je
f(v) # o pro v # o. Definice je tedy korektni. V§imnéme si, ze dvé kolinedrni zobrazeni < f >, < g >:
P(V) — P(W) se rovnaji pravé tehdy, kdyz f je nenulovy néasobek g.

Geometrickad motivace. Uvazujme projektivni prostor P(R?®) a v ném platno A(W). Pfipometime,
7e monomorfismy ( = izomorfismy) f : R*> — R3 si lze pfedstavit jako ,linearni deformace®. Uvazujme
(nekoneény) kuzel v R3 s vrcholem v poc¢atku. Podle otodeni (coz je monomorfismus R?) se tento kuzel
jevi na platné jako elipsa, parabola nebo hyperbola. Tedy kolineaci mtizeme na sebe vzajemné prevadét
elipsy, paraboly a hyperboly — objekty, které na platné vypadaji Gplné jinak (nedaji se na sebe prevést
afinnim zobrazenim). Tuto kolineaci vytvofenou otoc¢enim si lze v A(W) predstavit tak, ze postupné
zvétsujeme elipsu ,,smérem k nekonecnu“. Kdyz elipsu zvétsime dostatecné, dotkne se v jednom bodé
nevlastni pfimky, a mame parabolu. Kdyz jesté budeme pokracovat, ,vyleze elipsa z druhé strany
afinniho prostoru®, a mame hyperbolu.

Obrazek 2: Obraz elipsy pfi riznych kolineacich.
Bod (v) € P(V) je podle definice samodruzny pravé tehdy, kdyz f(v) =t - v pro néjaky prvek ¢t € T,
tj. pravé kdyz v je vlastni vektor f.

Pi¥iklad. Uréete samodruzné body kolineace K projektivniho prostoru P(R?) vytvorené automorfis-
mem f:

f(x1,xe,x3) = (221 — w3, 221 + T2 — 223,321 — 223).



Reseni. Matice f vzhledem ke kanonické bézi je

2 0 -1
A= 2 1 -2
3 0 -2
Vypocteme charakteristicky polynom matice A:
2-X 0 -1 9\ 1
|A— \E| = 21—\ —2 | =(1-)) = (1-N)(—4+X2+3) = —(1-2)?(\+1).
3 —2-)\
3 0 —2-2AX
Vlastni ¢isla jsou A = —1 a A = 1. Vypocteme vlastni vektory. Pro A = —1 méame
3 0 -1
A-E=|[2 2 -2 ~<(1)_:1)) g)
3 0 -1

Projektivni bod ((1,2,3)) je samodruzny bod K. Pro A =1 je

1 0 -1
A+E=12 0 -2 |~(1 0 —-1).
' 3 0 =3 ( )

Tedy vSechny body projektivni pfimky P(((1,0,1),(0,1,0))) jsou samodruzné body K.

Tvrzeni 11.5. Necht V' je vektorovy prostor nad T, P(V') je projektivni prostor dimenze n, K :
P(V) — P(V) je kolineace. Pokud T = C, nebo T = R a n je sudé, pak K md samodruzny bod.

Diikaz. Reknéme, 7e K je vytvoiena homomorfismem f : V — V. Protoze vime, ze samodruzné body
kolineace odpovidaji vlastnim vektorim f, sta¢i dokazat, Ze f ma vlastni ¢islo. Vezmeme matici A
homomorfismu f vzhledem k libovolné béazi prostoru V. Vlastni ¢isla jsou kofeny charakteristického
polynomu matice A. Nad télesem komplexnich ¢isel ma kazdy polynom alesporni jeden koten, tedy jsme
hotovi. V piipadé T = R si sta¢i uvédomit, ze A ma typ n + 1, tedy charakteristicky polynom ma
stupent n + 1. Kazdy polynom lichého stupné nad R ma kofen (polynom je spojita funkce, limity do
—o00 a 00 maji opa¢né znaménka). O

Aritmeticka baze, geometricka baze

Mg¢jme projektivni prostor P(V'). Libovolné bazi M prostoru V fikdme aritmeticka baze P(V). Sou-
fadnicim vektoru v v bazi M fikdme homogenni soufadnice projektivniho bodu (v). Je zfejmé,
Ze homogenni soutfadnice geometrického bodu jsou uréeny jednozna¢né az na néasobek. Napiiklad
(2,4,6),(1,2,3),(—3,—6,—9) jsou homogenni soufadnice projektivniho bodu ((1,2, 3)).

Homomorfismus f : V. — W vektorovych prostori je jednoznac¢né urcen obrazy prvka baze. Navic
vime, zZe obrazy prvku baze si mizeme libovolné predepsat a zobrazeni rozsifit na homomorfismus. U
projektivnich prostortt podobnou roli hraje geometricka baze. Nasledujici piiklady ukazuji, ze aritme-
ticka baze tuto funkci neplni.



Piiklad. Neexistuje kolinace K : P(R?) — P(R?), pro kterou K ({0,1)) = K((1,0)) = (1,2). Kdyby
ano, musel by existovat homomorfismus f : R?> — R?, ktery jej vytvaii. Tedy platilo by f(1,0) =
t1(1,2), f(0,1) = to(1,2) pro néjaka nenulova &isla t1,t2 € R%. Pak ale zfejmé f neni monomorfismus
(napt. vektor (to, —t1) se zobrazi na nulovy vektor, vlastné Ker(f) = (ta, —t1)).

Pi#iklad. Existuje nekone¢éné mnoho riiznych kolineaci K : P(R?) — P(R?), pro které K((0,1)) =
(0,1), K((1,0)) = (1,0): Na kanonické bazi definujeme monomorfismus f, napf. takto f,(0,1) = (0,1
fa(1,0) = (a,0). Je jasné, ze pro kazdé nenulové ¢islo a € R ma (f,) pozadovanou vlastnost, pfi¢em
pro rizné a jsou (f,) ruzné.

N< &

Necht P(V') je projektivni prostor dimenze n. Mnozinu M = {(m;), ..., (m,42)} nazveme geomet-
rickou bazi prostoru P(V'), pokud zadné n+ 1-tice bodt z M nelezi v jedné nadroviné (ekvivalentné,
pokud libovolni aritmeti¢ti zastupci bodt této n + 1-tice tvori bazi V).

Napiiklad predstavujeme-li si P(R?) jako afinni rovinu + ,body v nekoneénu®, pak geometrickou bazi
tvori ¢tyri body, z nichz zadné tfi nelezi na jedné primce.

Priklad. Necht B = {vi,...,Vvnq1} je aritmetickd baze P(V) (neboli B je baze V). Pak M =
{(v1), .., (Vng1), (Vi + ...+ vp)} je geometrickd baze P(V).

Na druhou stranu plati:

Tvrzeni 11.6. Je-li {(m1), ..., (my42)} geometricka baze P(V'), pak existuji aritmeticti zdastupci v; €
(m;) takovi, Ze Viyo = Vi+ ...+ Vuyl.

Dikaz. Protoze {my,...,m,1} je bdze, mizeme vektor m, o vyjadiit jako
my o =timy +...,tpmy1, 6 €T,

Staci dokazat, ze t; # 0 pro libovolné ¢ = 1,2,...,n 4+ 1 — polozime v; = t;m;, ¢ = 1,2,....n+ 1 a
Vpt+2 = my, + 2. Ale pokud ¢; = 0 pro néjaké i, pak {my,...,m;_;,m;;;,...,m, 2} neni baze. O

Dalsi priklad je motivaci k nasledujiciho tvrzeni.

P#iklad. Urdete kolineaci K : P(R3) — P(R?), pro kterou
K((0,0,1)) =(2,3,-1), K((0,1,1)) =(-1,0,2), K((1,1,1)) =(3,-1,0), K((1,2,3)) =(7,2,-5)

(pokud existuje).

Reseni. Zkusime najit homomorfismus f : R? — R3. Aby byly splnény podminky na kolineaci, je
nutné a staci, aby

£(0,0,1) = a(2,3,-1), f(0,1,1) =b(—1,0,2), f(1,1,1) =¢(3,—1,0), f(1,2,3) =d(7,2,-5).

Mnozina M = {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)} je ziejmé baze R3. Vyjadiime (1,2, 3) v této bazi: (1,2,3) =
(0,0,1) +(0,1,1) + (1,1,1). Musi tedy platit

d(7,2,-5) = £(1,2,3) = £(0,0,1) + £(0,1,1) + f(1,1,1) = a(2,3,—1) + b(—1,0,2) + ¢(3, —1,0).



Protoze libovolny nenulovy néasobek f vytvaii stejnou kolineaci, mizeme jednu z proménnych libo-
volné (nenulové) zvolit. Zvolime d = 1 a vyfeSime piislusnou soustavu rovnic. Vyjde a = 1, b = —2,
¢ = 1. Vidime, ze kolineace je jednozna¢né uréena — homomorfismus, ktery ji vytvari je ndsobkem
homomorfismu f urcéeného vztahy

f(0>07 1) = (2537 _1)7 f(oa la 1) = (_1a072)7 f(]-? ]-7 1) = (37_170)7

Protoze snadno ovétime, Ze vektory na pravé strané tvoii linedrné nezavislou mnozinu v R3 (tj. bézi),
je f monomorfismus. Tedy kolineace, ktera vyhovuje danym vztahtim existuje a je urcena jednozac¢né
— je to kolineace vytvorena homomorfismem f. Pfiponime, Ze matice f vzhledem k M a kanonické bazi
je

2 -1 3
M= 3 0
-1 2 0

Jako cviceni si muzete urcit matici f vzhledem ke kanonickym bazim.

Tvrzeni 11.7. Necht M = {mj,... , myi2} a Q ={q1,...,qnt+2} jsou dvé geometrické baze prostoru
P(V). Pak existuje pravé jedna kolineace K : P(V) — P(V), pro niz K((m;)) = {(q;) (i=1,2,...,n+
2).

Diikaz. Existence: Zvolime aritmetické zastupce u; € (m;), v; € (q;), aby up42 = us + ... + Upq1,
Vpt2 = V1 + ... + up41. Definujeme homomorfismus f : V' — V uréenim obrazu baze: f(u;) = v,
i=1,...,n+ 1. Potom zfejmé f je izomorfismus a f(u,t2) = vy42. Tedy kolineace K vytvorend f
spliuje K ((m;)) = (q;) (i =1,2,...,n+2).

Jednoznacnost: Zvolime aritmetické zastupce jako v predchozim odstavci a homomorfismus f: V — V,
ktery vytvari K. Protoze K ({(m;)) = (q;) musi byt f(v;) = ru;, 4 = 1,...,n+2. Bez Gjmy na obecnosti,
predpokladejme, Ze r,10 = 1. Protoze f je homomorfismus, mame

Upio = f(Vpge) = f(Vvi+ .o+ V) = f(vi) + .o+ (Vi) =7 + .o i

Ozna¢me M = {uy,...,u,1}. Protoze Q) je geometrickd béze, je M béze. Pfejdeme-li v pfedchozim
vztahu k vyjadfenim vzhledem k M dostaneme

{2t = (1,1, ) =r{uwity+.. . +ri{upity =mer+ ...+ rpen = (r1, ..., ).

Tedy r1 =...=rp41 = 1. O



Projektivni rozsifeni afinniho prostoru

Projektivni prostor P(V') jsme si v pfedchozich ¢astech predstavovali na ,,projekénim platné“ — afinnim
prostoru A(W) dimenze n doplnéném o ,body v nekoneénu“. Naopak k afinnimu prostoru A(W)
miZzeme vytvorit projektivni prostor P(V') téze dimenze podle obrazku 1 vlevo: Podivame se na A(W)
z bodu mimo tento afinni prostor (bod ,z jiné dimenze“). Tento bod (¥ikejme mu poc¢atek) bude nulovy
vektor ve V', vektor spojujici po¢atek s bodem a € A oznadime a a jeho nésobky oznacime t-a (t € T).
Do V jesté musime piidat vektory vychézejici z pocatku rovnobézné s W, to jsou vlastné presné vektory
z W. Formélné, polozime

Vi={t-a|teT, aec A}UW.

/‘ A

Obrazek 3: Projektivni rozsifeni A(W), dim(W) = 1.

Operace na V definujeme tak, aby to opét odpovidalo predstavé na obrazku 1 vlevo. K definici operaci
mizeme pouZit pouze operace v afinnim prostoru A(W). Skaldrni nasobeni prvkem r € T bude pro
w € W definovéano stejné jako ve W a pro ¢ - a polozime r - (¢ - a) = (rt) - a. Séitani dvou vektorti z W
definujeme stejné jako ve W. V ostatnich pfipadech polozime (viz obrazek)

t-a—t-b = t-(a—0b)
t-a+s-b = (t+s)~(a+tjs(b—a)), pokud ¢t # —s
1
t-at+w = t-(a+¥‘w)

Afinni bod a € A ztotoznime s projektivnim bodem (a) € P(V). Nyni P(V) = AU P(W). Stejné
jako v tvodu, nadroviné P(W) fikdme nevlastni nadrovina a projektivnim bodum lezicim v této
nadroviné fikdme nevlastni body, nevlastni body jsou sméry ve W. Ostatnim bodu (tj. bodtim v A)
fikdme vlastni.

Intuitivné je zfejmé, ze V je skutecné vektorovy prostor. Forméalni ovéfeni axiomt je ve cvicenich.



2-(a+3w)

a—’—éw/'A

Obrazek 4: S¢itani v projektivni rozsifeni prostoru A(W), dim(W) = 1.

Definice a tvrzeni 11.8. M¢jme afinni prostor A(W) dimenze n, jeho projektivni rozsireni P(V')
a soustavu souradnic
S={a,my,...,m,}

v prostoru A(W). Aritmetickou bdzi
S={amg,...,m,}

nazyvdme aritmetickou bdzi indukovanou S.
Madme-li bod b € A a vektor w € W, jejichZ vyjddreni v soustavé S jsou

{b}S:($1a"'vmn)a {w}S:(ylv"')yn)a
pak vyjadrent vektori b, w € V v indukované bdzi jsou
{b}S': (17x17"'a$n)7 {w}S:(O7y1>"'7yn)'

Bod b € P(V) ma tedy homogenni souradnice (t,txy,...,tx,). Bod (w) € P(V) md homogenni
souradnice (0,ty1,...,tyy)




Tvrzeni obsazena v definici jsou zfejma.

Méjme afinni prostor A(WW) a jeho pevné zvolenou soustavu soufadnic S. Abychom zpfehlednili vy-
jadfovani, zavedeme néasledujici amluvu. Mluvime-li o bodu (z1,...,x,), myslime tim bod a € A,
jehoz soufadnice vzhledek S jsou (zy,...,z,). Mluvime-li o pfimce (z1,...,2n) + (Y1, .-, Yn)) mi-
nime piimku a 4+ (w), kde a mé soufadnice (z1,...,x,) a w mé soufadnice (yi,...,y,) vyhledem k S.
Podobné pro jakékoliv podmnoziny A.

Necht P(V') je projektivni rozsifeni A(W'). Mluvime-li o bodu ((z1,...,Zn+1)), myslime bod (a), jehoz
homogenni soufadnice jsou (z1,...,z,). Podobné pro ptimky, atd.

P¥iklad. Mé&jme afinni prostor A(R?) a jeho soustavu soufadnic S.

Projektivnim rozsifenim pfimky p prochéazejici body (2,3,4), (5,6,8) je projektivni pfimka
P({(1,2,3,4),(1,5,6,8))). Na této pfimce lezi pravé jeden nevlastni bod ((0,1,1,2)), ktery odpovida
sméru ((1,1,2)) v R3.

Projektivnim rozsitenim p¥imky p = (1,2, 3)+((4,5,6)) je projektivni pfimka P(((1,1,2,3), (0,4, 5,6)).

Projektivnim rozsifenim roviny p = (1,2,3) + ((4,5,6), (7,8,9)) je projektivni rovina
P({(1,1,2,3),(0,4,5,6),(0,7,8,9))). Mnozina nevlastnich bodu této projektivni pfimky je P({(0,4,5,6),(0,7,8,9))).

(
Tvrzeni 11.9. Necht A(W) je afinni prostor, P(V') jeho projektivni rozsirent.
)

Necht F : A(W) — A(W) afinni izomorfismus vytvoreny izomorfismem f : W — W. Pak existuje pravé
jedna kolineace K : P(V) — P(V), kterd rozsituje F, tj. takovd, e K|A = F. Nevlastni nadrovina je
pTi této kolineaci samodruznd (v symbolech K(W) =W ).

Naopak, necht K : P(V) — P(V) je kolineace vytvorend izomorfismem g : V. — V takovd, ze K(W) =
W. Pak K|A je afinni zobrazeni (vytvorené izomorfismem g|W ).

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni: Predpokladejme, Ze izomorfismus g : V' — V vytvaii K a K rozSifuje F.
Protoze K(A) = A, P(V) = AUP(W) a K je bijekce, mdme K (W) = W, neboli g(W) = W. Protoze
K rozsifuje F' musi pro libovolny bod a € A platit K(a) = F(a), neboli g(a) = t, - F'(a). Protoze g
je homomorfismus, musi pro libovolné dva body a,b € A platit g(b —a) =t, - F(a) — t, - F'(b). Vlevo
je vektor v nevlastni nadroviné (protoze b —a € W a g(W) = W), tedy i vpravo musi byt vektor z
nevlastni nadroviny. To nastane pravé tehdy kdyz ¢, = t;. Takze mame t € T takové, ze g(a) =t F(a)
pro libovolny bod a € A a g(w) = g((a+w) —w) =t - F(a+w)—t-F(a) =t- f(w) pro libovolny
vektor w € W. Shrnuto — zobrazeni ¢ je ureno jednozna¢né az na nasobek vztahy

gla) =t-F(a), g(w)=t-f(w).

Na druhou stranu je snadné ovérit, ze takto definovana bijekce je skute¢né homomorfismem.

V druhé ¢éasti staci overit, ze F'(a) = K(a) pro a € A je afinni zobrazeni vytvofené homomorfismem
g|W. To je snadné. O

Zobrazeni K z piedchoziho tvrzeni fikdme projektivni rozsifeni afinniho zobrazeni F'.



Dvojpomeér, geometricka charakterizace kolinearnich zobrazeni

Vime, ze afinni zobrazeni zachovavaji délici pomér (trojpomeér). Dokazali jsme, Ze tato vlastnost do-
konce afinni zobrazeni charakterizuje (pro télesa charakteristiky rtizné od 2). Podobnou tlohu v pro-
jektivnich prostorech hraje dvojpomeér.

Definice a tvrzeni 11.10. Necht (v1),(va), (v3), (v4) jsou ¢ty rizné body lezici na projektivnd
primce v projektivnim prostoru P(V'). Jejich dvojpomérem rozumime cislo

(V1) (va), (va), (va)) i= 2%
7354

kde r3, s3,r4,54 € T jsou takove, Ze
V3 = 13v] + S3Vo, V4 = T4V1 + S4Vo.

Toto ¢islo nezdvisi na wvolbé aritmetickyjch zdstupci, takZe definice je korektni. Ctverice
<V1>7 <V2>7 <V3>7 <V4> se naz?ﬁ"i harmonide; pOkUd (<V1>7 <V2>7 <V3>7 <V4>) =-1
Mame-li ¢tyri rizné body a,b, c,d afinniho prostoru A(V') lezici na afinni primce, pak v projektivnim

rozsirenti prostoru A(V') plati
_ (ca,b)
(@), (b} (), () = Gara, by

Mame-li tri rizné body a,b,c afinniho prostoru A(V') lezici na afinni piimce o sméru u, pak v
projektivnim rozcirent prostoru A(V') plati

((a), (b), (c), (W) = (¢; a,b).

Bod c je stredem isecky a,b pravé tehdy, kdyz (a), (b), (c), (u) je harmonickd ctverice.
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Obrazek 5: Dvojpomér.
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Nejprve si vSimneme, ze dvojpomér nezavisi na volbé aritmetickych zastupci. Vezmeme-li misto vek-
toru vy jeho t-nésobek (t € T'), pak se prvky s3, s4 nezméni a prvky rs,r4 se vydéli prvkem ¢. Vyraz
z definice dvojpoméru se tedy nezméni. Vezmeme-li misto vektoru vo jeho t-nasobek, pak se nezméni
54,74 a prvky ss,r, 3 je vynasobi t, tedy vyraz z definice dvojpomeéru se opét nezméni. Podobné pro
dalsi dva vektory.

Véta 11.11. Necht V,W jsou vektorové prostory konecené dimenze nad télesem charakteristiky rizné
od 2, K : P(V) — P(W) je zobrazeni. Pak je ekvivalentni:

(i) K je kolinedrni zobrazent.
(ii) K zachovdvd dvojpomer, tj. pro libovolnou ¢tverici po dvou riuzngch bodi (vy),...,(vy) leZicich
na jedné projektivni primce, jejich obrazy jsou po dvou rizné, leZi na jedné projektivni primce a

(K ((v1)), K((va)), K({v3)), K((va))) = ((V1), (V2), (V3), (V4))-
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