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1. Uvop

Definice. T¢leso F je mnozina se dvéma operacemi +, -, spliujici axiomy:
(Al) a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ pro libovolné a,b,c € F
A2) a+b=>b+ a pro libovolné a,b € F
existuje 0 € F tak, ze pro vSechnaa € F platia4+0=0+a=a
pro vSechna a € F existuje —a € F tak, ze plati a + (—a) = (—a) +a =0
a-(b-c)=(a-b)-cpro vsechna a,b,c € F
a-b=>-a pro viechna a,b € F
existuje 1 € F tak, ze pro vSechnaa € Fplati 1-a=a-1=a

pro viechna a # 0 existuje a=! € F tak, ze plati a-a= ! =a~! -

a=1
(N) 0 # 1 (netrivialita)

Je-li F konecna mnozina, pak F je konecné téleso.

V dalsim textu postupné prejdeme od zapisu soucinu dvou prvki a,b € F ve
tvaru a - b ke struénému ab.

Priklad. Prikladem télesa je Z, s operacemi s¢itani a nasobeni modulo p, kde p je
prvoéislo a Z,, = {0,1,...,p — 1}.

Jediné ne zcela zfejmé je dokazat existenci inverzniho prvku. Jak se inverzni
prvky hledaji? Necht p = 19997 a mé&jme ¢islo 16. Pak hledame prvek 1671,

Pomoci rozsiteného Eukleidova algoritmu najdeme celd ¢isla a, b tak, ze a-16+b-
prvkem k 16 v Z,. Najdeme proto dale nezdporny zbytek r pii déleni ¢isla a cislem
p. Cislo r je uréené jednozna¢né podminkami a = p - ¢ + r pro né&jaké celé ¢islo g
a 0 <r < p. Dosazenim a = p-q+ r do rovnosti a - 16 + b - p = 1 pak dostaneme
r-16+p-(16-¢+b)=1atedy r-16 =1 mod p. Protoze nyni uz plati r € Z,, je
r hledany inverz k 16.

Pouzitim Eukleidova algoritmu tedy dostavame:

19997 = 1249 - 16 4 13

16=1-13+3

13=4-3+1
Ted spocteme vyjadieni ¢isel a a b. Z prvé rovnice dostdvame 13 = 19997 —1249-16.
Z druhé rovnice dostavame 3 = 16 — 1 - 13 a po dosazeni vyjadieni z prvé rovnice
dostédvame 3 = 16— (19997 —1249-16) = 1250-16 —19997. Z t¥eti rovnice dostavame
1 = 13 — 4 -3 a po dosazeni vyjadieni z prvé a druhé rovnice dostavame 1 =
(19997 — 1249 - 16) — 4 - (1250 - 16 — 19997) = —6249 - 16 + 5 - 19997.

Hledanym ¢islem je —6249 4 19997 = 13748. Inverz k ¢islu 16 v Zig997 je tedy

¢islo 13748.

P¥iklad. Necht p(x) = 2® +  + 1 € Z[x]. Plati, Ze mnoZina vsech polynomii s
koeficienty v Zs stupné rovného nebo mensiho nez 2 s operacemi séitani a nasobeni
modulo 23 + z + 1 je téleso.

Vezméme polynom (z + 1). Chceme najit polynom (z + 1)~! inverzni k (x +
1). Budeme postupovat podobné jako v pfedchozim piikladé. Pomoci Eukleidova
algoritmu najdeme polynomy a(x),b(x) € Zs[z] takové, aby platilo a(x) - (x + 1) +
b(z) - p(x) = 1.

P rr+l=(@+1) (2 +2)+1
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Tedy (v +1)7! = 22 + .

Tento postup funguje vzdy, kdykoliv nejvétsi spole¢ny délitel p(x) € Flz] a
libovolného nenulového polynomu z F[z] stupné mensiho nez je stupen p(x), je
roven 1.

Postup neplati napiiklad pro polynom p(z) = 2% + 2 =2 - (2% + 1).

Definice. Polynom p(x) € F[z], kde F je téleso, se nazyva ireducibilni nad F,
pokud degp(z) > 1 a kdykoliv p(z) = a(z).b(x) v F[z], pak bud a(x) nebo b(x) je
konstanta.

Véta 1.1 (o existenci kofenového rozsifeni télesa F urceného ireducibilnim poly-
nomem p(z) € F(z]). Necht p(z) € Flz] je polynom stupné n ireducibilni nad F.
Pak mnoZina viech polynomi z F|x] stupné mensiho nezn se sé¢itdnim a ndsobenim
modulo n je téleso.

Dikaz. Vsechny vlastnosti télesa jsou zfejmé, az na vlastnost (M4). Pro ovéfeni
vlastnosti (M4) potfebujeme predpoklad, Ze p(x) je ireducibilni v F[z]. Pro kazdy
polynom 0 # f(x) € F[z] stupné mensiho nez n plati, ze NSD(f(z),p(z)) = 1,
tedy existuji polynomy a(z),b(z) € Flx] takové, ze a(x)f(x) + b(z)p(z) = 1. Po
upravé a vydéleni polynomu a(x) polynomem p(z) se zbytkem dostdvame a(z) =
p(x)q(z) + r(x), kde degr(x) < n a dosazeni do rovnosti a(x)f(x) + b(z)p(z) = 1
dostaneme r(z) f(x) + p(z)(f(x)q(x) + b(z)) = 1. Polynom r(z) je tedy inverzni
polynom k f(z). O

Definice. Je-li F téleso, pak nejmensi pfirozené ¢islo n, prokteréplati1 + 1+ ...+ 1 =
—_—

n
0, se nazyva charakteristika F.

Pokud zadné takové n neexistuje, pak fikdme, ze F ma charakteristiku 0.

Poznémka (opakovani). Charakteristika libovolného télesa je bud 0 nebo prvo-
¢islo. Konecné téleso ma vzdy nenulovou charakteristiku.

Definice. Nejmensi podtéleso K télesa F se nazyva prvotéleso télesa F.

Poznamka. Jak prvotéleso v télese F vypada, zavisi na charakteristice F.

(1) Je-li charakteristika F rovna prvocislu p > 2, musi v prvotélese lezet prvky
0,1,1+1,14+1+4+1,...,14+1+...+1, které jsou navzajem rizné.
| G —
p—1
Znaceni:
1+1+...+1=k1
S ——

k
k1411=(k+1).1=r.1,kder je zbytek po déleni k + [ prvocislem p
(k.1) - (I.1) = (kl).1 = s.1, kde s je zbytek po déleni k + [ prvoéislem p
Prvotéleso v F je izomorfni se Z,,.
(2) Je-li charakteristika F rovna 0, pak prvotéleso v F je izomorfni s télesem

Q.
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2. STRUKTURA KONECNYCH TELES

Lemma 2.1. Necht F je konecné téleso a K je podtéleso F, pocet proki K je q.
Pak F ma q™ prvki pro néjaké prirozené cislo m.

Dikaz. Vsimnéme si, ze F je vektorovy prostor nad K (je tfeba ovéfit axiomy
vektorového prostoru). Ten mé kone¢nou dimenzi m > 1, nebot mé pouze koneéné

mnoho prvku a tedy obsahuje kone¢nou generujici mnozinu. Zvolime bazi by, . .., b,
v F. Potom kazdy prvek x € F lze jednoznac¢né vyjadrit ve tvaru « = a1b1 + agbs +
...+ amby, kde a1, as, . .., a, € K. Takovych linedrnich kombinaci je pravé ¢™. 0O

Véta 2.2. Kazdé konecné téleso md p* proki pro néjaké prvocislo p a prirozené
cislo k.

Diikaz. Oznacme K prvotéleso v F. Charakteristika F je p pro néjaké prvocislo p,
tedy K méa p prvku. Zbytek plyne z Lemma 2.1. O

V dalsim se budeme zabyvat otazkou, zda pro kazdé prvocislo p a pfirozené c¢islo
k existuje téleso s p* prvky. Jestlize ano, kolik takovych téles existuje?

Definice. Necht E F jsou dvé télesa. Pak vzdjemné jednoznaliné zobrazeni T :
E — F je izomorfismus, jestlize pro libovolné dva prvky a,b € E plati:

T(a+b) =T(a)+T(b)

T(a-b) = T(a) - T(b)

Pokud pro néjaké téleso K plati K C E N F, pak izomorfismus 7' : E — F se
nazyva K-izomorfismus, jestlize pro kazdé a € K plati T(a) = a.

Priklad. Necht F je téleso charakteristiky p > 0 a K je prvotéleso F. Pak zobrazeni
T : Z, — K definované predpisem

Th)=1+1+...+1=Fk-1
~—_———
k

je izomorfismus. Je tfeba ovéfit podminky z definice izomorfizmu.

Priklad. Necht K je téleso a p(x) € K[xz] je ireducibilni polynom stupné n. Pak
mnozina polynomil z K[z]| stupné mensiho nez n s operacemi s¢itdni a nasobeni
modulo p(x) je opét téleso, jak jsme si pfipomnéli v ivodu predchozi kapitoly.
Oznadime jej E. Pro ty, co maji radi idedly a faktorové okruhy (ditkazy s nimi jsou
jednodussil) pfipometime, ze E ~ K[z]/(p).

Necht p(x) = a,2™ + apn_12" "' + ... + a7 + aog, kde a; € K. Prvky E jsou
polynomy z,2% — x + 1+ 1,..., mezi nimi jsou i konstanty a € K. S konstantami
se v obou télesech K a E pocita stejné. Tedy K C E je podtéleso télesa E.

Polynom p(z) nemda v K zadny kofen, pokud n > 1.

Poznamka. Necht f(z) € K[z] a a € K je kofen f(x). Potom (z — a)|f(z).

Diikaz. Libovolny polynom f(x) mzeme napsat ve tvaru f(z) = ¢(z)-(z—a)+r(z),
kde degr(z) < deg(x—a) = 1, takZe r(x) je konstantni polynom. Protoze a je kofen
f(z), po dosazeni do f(x) dostavdme 0 = f(a) = ¢(a)-(a—a)+7r(a) = r(a). Protoze
je r(x) konstantni polynom a r(a) = 0, plati r(z) = 0 a tedy (x — a)|f(z). O
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Prfiklad. Uvazujme polynom p(z) = a,z" + ...+ a1z + a9 € K][z]. Dosadime-li
z = ¢ € E, pak je hodnota p(z) n&jaky prvek télesa E, konkrétné je to p(x) =
anx™+...+a1x+ag € E. Protoze p(z) = 0 mod p(x), plati p(z) = 0 € E. Polynom
p(z) ma tedy v télese E aspoii jeden kofen.

Definice. Necht K je té&leso a p(z) € K[z] je polynom ireducibilni nad K. Potom
téleso E D K se nazyva korenové rozsifeni K uréené polynomem p(x), jestlize v E
existuje néjaky kotfen 6 polynomu p(z) a kazdé podtéleso E, které obsahuje soucasné
K a 6, se rovna E.

Véta 2.3 (O existenci a jednoznacnosti kofenového rozsifeni télesa K uréeného
ireducibilnim polynomem p(x) € K[z]). Necht K je téleso a p(x) € K[z] je polynom
ireducibilni nad K. Potom ezistuje korenove rozsireni B telesa K urcené polynomem
p(x). Kotenové rozsiteni je urceno jednoznacné aZ na K-izomorfismus.

Diikaz. (1) Nejprve dokdzeme existenci kofenového rozsifeni. V predchozich
ptikladech jsme si ukazali, ze téleso E obsahujici vSechny polynomy stupné
mensiho ne7 je stupeil p(x) s operacemi séitani a nasobeni modulo p(z) je
téleso obsahujici K jako podtéleso a ukazali jsme si, ze v ném existuje aspon
jeden kofen polynomu p(x). Necht f(x) = bpa™ + ...+ biz + by € K[z],
pri¢emZ m je mensi nez je stupeni p(x). Pak takovy polynom musi lezet v
libovolném podtélese E obsahujicim x a K.

(2) Zbyva dokézat jednoznacnost. Necht F O K je néjaké kofenové rozsifeni
K obsahujici kofen 6 polynomu p(z). Definujme zobrazeni T : E — F
predpisem T'(f(x)) = f(0), kde f(z) = bpa™ + ... + bz + by a f(0) =
bm 0™ + ...+ b10 + bg.

Chceme dokazat, ze T' je K-izomorfismus. Jestlize a € K, potom T'(a) =
a.
Dokazeme, ze T je homomorfismus. Necht f(z), g(z) € E jsou libovolné
dva polynomy, f(z) = by_12™ L+ ...+ bz + by a g(x) = cp1a™ L +

...+ c1x + ¢o. Potom plati plati

T(f@) = b, Tl) =3 b,
=0 1=0
T+ ) =3 (it )b =3 b+ 3 e =
i=0 i=0 i=0
— T(f(@)) + T(g())

Podobné (dtkaz ale vyZaduje vice pocitani!)

T(fg(z)) =T(f(x)) - T(g(x))-

Nyni dokézeme, Ze T je prosté zobrazeni. Necht f(z),g(z) € E jsou na-
vzéjem rizné polynomy z E takové, ze T(f(x)) = T(g(x)). Pak 7" b6 =
S et b S (b — )8 = 0. Takie 6 je kofen polynomu 0 # g(z) =
(b1 — Cm—1)™ 1+ ...+ (b — c1)x + (bg — co) € K[z], ktery musi mit
stupen aspori 1. Prvek 6 je ale také kofenem polynomu p(z) € K[z]. Tedy 6
je kofen polynomu d(z) := NSD(g(x),p(z)) € K[z]. Pak d(z)|p(z) v K[z],
pfidemz 1 < degd(x) < degp(x). To je v8ak spor s pfedpokladem, Ze p(z)
je ireducibilni v K{z].
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Zbyva dokazat, ze T je na F. Im T je podtéleso F obsahujici K a 6.
Protoze F je kofenové rozsiteni K uréené p(x), plati Im 7'=F.

Jsou-li nyni F, G dvé kofenova rozsifeni K uréend polynomem p(zx), pak
existuji K-izomorfismy T:E - F a U : E — G. Potom UT!: F — G je
K-izomorfismus F a G.

O

Poznamka. Jsou-li F a G dvé kofenova rozsifeni télesa K uréend ireducibilnim
polynomem p(z) € K[z] a oznac¢ime-li 6 € F a 0 € G kofeny polynomu p(z), pak
K-izomorfizmus UT~! : F — G z posledniho odstavce ditkazu piedchozi véty ma,
vlastnost

UT @) =U(z) =0

Lemma 2.4. Necht F je téleso charakteristiky p > 0. Pak pro libovolné a,b € F a
libovolné prirozené c¢islo k > 0 plati

(a + b)pk — o + "
Diikaz. Dukaz provedeme indukci dle k.

(1) Necht k& = 1. Podle binomické véty plati (a + b)P = a? + (})a?~'b +
(B)aP=2b* + ... + (pfl)abp_l + bP. Protoze p|(?) proi € {1,2,...,p — 1},
plati v télese F, Zze (£).1 = 0. Tedy také (?)a?~'b* = 0 v F a proto
(a+b)P =aP +bP.

(2) Predpokladejme platnost tvrzeni pro k—1, tedy (a+b)?"  =a?"  +b" .
Potom plati (a + b)P" = ((a+b)P" )P = (@@ " + 0" )P =" 4 pP".

([l

Lemma 2.5. Necht F je konecné téleso s q prvky. Potom pro kaZdé a € F plati
al =a.

Diikaz. Pro a = 0 lemma plati. Nechf a # 0, pak vezmeme multiplikativni grupu
F. Ta ma q¢ — 1 prvki. Protoze fad libovolného prvku konecné grupy je délitelem
poétu prvki této grupy, tak plati a7~ ! = 1. O

Véta 2.6. Nechi F je konecéné téleso s q prvky a K je jeho podtéleso. Potom pro
polynom 27 — x € Klz] plati v Fx]

xq—x:H(xfa)

acF

Dikaz. Podle Lemma 2.5 plati pro kazdy prvek a € F, ze a? = a, tedy a? — a = 0.
Z toho plyne, ze kazdy prvek a € F je kofenem polynomu x¢ — z, proto plati
(z —a)|(x? — x). Protoze polynomy = — a jsou pro rtiznd a € F po dvou nesoudélné,
plati taky [[,cp(z — a)|(z? — ).

Zbyva jesté dokazat rovnost polynomi. Oba polynomy maji stupeni ¢ (protoze
F ma ¢ prvki) a vedouci ¢len obou polynomt je z9. Protoze [ [, g (z —a)|(2? —z),
oba polynomy se rovnaji. O

Pred nasledujici definici si jesté zavedeme nové oznaceni. Je-li E rozsifeni télesa
K a 0 € E, pak nejmensi podtéleso télesa E obsahujici (tj. prinik vSech podtéles
télesa E obsahujicich) podtéleso K a prvek 6 budeme oznacovat K(6). Druhou pod-
minku z definice kofenového rozsifeni télesa K urceného ireducibilnim polynomem
p(z) € K[z] (ze libovolné podtéleso E obsahujici K a 6 se rovnd E) pak mtizeme
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zapsat struéné jako K(0) = E. Podobné oznac¢ime K (61, 0s,...,60,,) nejmensi pod-
téleso télesa E obsahujici K a prvky 61,60s,...,0,, € E.

Definice. Necht K je téleso, f(z) € KJz]. Pak rozsifeni E télesa K nazyvame
rozkladové rozgiteni télesa K urcené polynomem f(x), pokud se polynom f(x)
rozkldda v E[z] na soufin linedrnich polynomt a soucasné téleso E je nejmensi
podtéleso E (vzhledem k inkluzi) obsahujici K, nad kterym se f(z) rozklada na
sou¢in linearnich ¢initelt. Jinak feceno, pokud jsou 6i,6s,...,60,, € E vSechny
kofeny polynomu f(x), pak K(01,6s,...,0,,) = E.

Je-li T : E — F izomorfizmus téles E a F, pak jej mizeme pfirozené rozsirit do
izomorfizmu T : E[z] — F[z] obort integrity polynomu jedné proménné nad obéma
télesy pomoci predpisu

T(anaz" +an 12" - Farztag) = T(an)z" +T(an_1)z" 4 -+T(ar)z+T (ao).

Je samoziejmé tieba ovérit, ze takto definované zobrazeni T : E[z] — F[z] je
skuteéné izomorfizmus. Specialné, polynom p(x) € E[z] je ireducibilni nad E, pravé
kdyz je polynom T'(p(z)) ireducibilni nad F.

Véta 2.7 (O existenci a jednoznacnosti rozkladového rozsifeni). Pro kazdé téleso
K a kazdyg polynom f(x) € K[z] stupné aspori 1 existuje rozkladové rozsitent télesa
K uréené polynomem f(x).

KaZdd dvé rozkladovd rozsifent télesa K uréend polynomem f(x) jsou K-izomorfni.

Dikaz. (1) Nejprve dokdzeme existenci. Necht deg f =n a f(x) =p1 -p2-- Dk
je rozklad polynomu f(z) na souéin polynomi ireducibilnich v K[z]. Bu-
deme postupovat indukci podle n—k. Je-lin—k = 0, jsou vSechny polynomy
P1,P2,---,Pn linedrni a téleso K je rozkladové rozsiteni K urcené polyno-
mem f(z).

Necht n — k > 0. Pak aspoii jeden z ¢initelt p;(z) méa stupen aspoil 2.
Necht to je pi(x). Oznaéme G kofenové rozsifeni télesa K urcené polyno-
mem p;(x). V G[z] se p1(x) rozklada na soudin aspor dvou ireducibilnich
polynomt. Vezméme rozklad f(x) = ¢; - g2 - - - q; na soucin ireducibilnich
polynomt v G[z]. Plati [ > k, tedy n —l <n — k.

Nyni zformulujeme indukéni pfedpoklad: pro kazdé rozsiteni G télesa K
takové, ze f(x) =q1-q2---q v G[z] a n — 1 < n — k, existuje rozkladové
rozsiteni E télesa G uréené f(x).

Tedy podle indukéniho predpokladu existuje rozkladové rozsiteni E té-
lesa G uréené polynomem f(z). Téleso E je tedy rozsifenim télesa K, nad
kterym se polynom f(z) rozklad4 na souéin linedrnich ¢initelti. Nyni jesté
musime overit podminku minimality, aby to bylo také rozkladové rozsireni
télesa K uréené polynomem f(x). Nad télesem E se polynom f(z) roz-
klada na souéin linedrnich ¢initeld f(z) = a(z—61) - - (r —0x). Ozna¢me F
nejmensi podtéleso télesa E obsahujici K a 0y,...,60k, tj. F = K(61,...,0k).
Pak F splniuje oba pozadavky na rozkladové rozsifeni K urcéené polynomem

f(z).
(2) Zbyva dokdzat jednoznacnost. Ve skuteénosti dokdzeme silnéjsi tvrzeni v
podobé:

Jsou-li G a H rozsifeni téhoz télesa K, zobrazeni T : G — H je K-
izomorfizmus a f(z) € G[z], pak jsou K-izomorfni také rozkladové rozsiteni
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G urcené polynomem f(x) a rozkladové rozsifeni H urené polynomem
T(f(x))-

Také v tomto pripadé budeme predpokladat, ze deg f = n a ze f =
p1-p2 - je rozklad polynomu f(z) na soudin polynomi ireducibilnich v
G|[z] a budeme postupovat indukei podle n — k. ProtoZe rozsifené zobrazeni
T : Gl[z] — H[z] je izomorfizmus, je také T(f) = T(p1)T(p2) - T (pk)
rozklad na sou¢in polynomu ireducibilnich v Hz]. Ozna¢me E rozkladové
rozsifeni G urcené polynomem f(z) a F rozkladové rozsiteni H uréené
polynomem T'(f(z)).

Je-llin—k=0,pakje E=G,F=H aT: G — H je K-izomorfizmus.

Necht n — k > 0 a necht degp; > 1. Potom polynom p;(z) mé v E
néjaky kofen o a v F mé néjaky kofen . Pak E(a) je kofenové rozsifeni
télesa G urcené polynomem p;(x) a F(() je kofenové rozsifeni télesa H ur-
¢ené polynomem T'(p1). Podle véty o existenci a jednoznaénosti kofenového
roz§ifeni existuje K-izomorfizmus U : G(a) — H(B). Vétu o existenci a
jednoznacnosti kofenového rozsifeni jsme sice nedokazali v té obecnosti, v
jaké jsme ji praveé pouzili, ale ptivodni formulaci a dtikaz 1ze snadno zobecnit
do potiebného tvaru.

Je-li f = q1g2 - - - q; rozklad na polynomy ireducibilni nad G[z], pak plati
I>katedyn—Il<n—k.

Nyni zformulujeme indukéni pfedpoklad. Pro libovolné dvé K-izomorfni
rozsiteni E', F’ télesa K, izomorfizmus T : E' — F’ a libovolny polynom
f(x) € E'[z], ktery se nad E’ rozklada na vice ireducibilnich polynomi nez
nad E, jsou rozkladovéa rozsifeni F/ uréené f a G’ uréené T(f) K-izomorfni.

Podle indukéniho pfedpokladu pouzitého na télesa E' = G(a), a F/ =
H(f), na izomorfizmus U : E' — F’ a na polynom f(x) tedy existuje K-
izomorfismus F a G.

O

Véta 2.8 (O existenci a jednozna¢nosti koneénych téles). Pro kaZdé prvocislo p a
prirozené c¢islo n existuje téleso s ¢ = p™ prvky.

Libovolnd dvé télesa s p™ prvky jsou izomorfni (a jsou izomorfni rozkladovému
rozsirent télesa Z,, urceného polynomem x9 — x € Zy[x]).

Diikaz. Nejprve dokdzeme existenci takového télesa. Bud F rozkladové rozsifeni Z,
uréené polynomem z? — z € Z,[z]. Polynom f(z) := 29 — x nema v F vicenasobny
kofen, protoze (29 — x) = q.x9"! — 1 = —1, tedy NSD(f, f’) = 1 a proto f nemtize
mit v F vicendsobny koten. Tedy z¢ — x ma v F pfesné ¢ = p™ kofent. Oznacme
G = {a € F: a? — a = 0}. Ukdzeme, 7e G je podtéleso F. Plati 0,1 € G a pro
v8echny a,b € G plati (a.b)? = a9.b? = a.b a (a + b)pk =a?" + " = a+b. Tedy
G je podtéleso F, které obsahuje Z, a nad kterym se x? — = rozkldd4 na soucin
linedrnich ¢initeldi. Protoze F je rozkladové rozsifeni télesa Z, urcené polynomem
z9 —z, plati F = G a F ma tedy ¢ prvka.

Zbyvéa dokazat jednoznacnost. Necht E je téleso s ¢ = p" prvky. Pak podle
Véty 2.6 plati 27 — 2 = [[,cp(z — a). Tedy E je rozkladové rozsifeni Z, urcené
polynomem z? — x € Z,. Podle Véty 2.7 jsou libovolna dvé rozkladové rozsireni
télesa Z, urc¢end polynomem x? — x izomorfni. O

Véta 2.9 (O podtélesech kone¢nych téles). Necht F, je konecné téleso, ¢ = p™.
Pak kazde podtéleso télesa Fy md p™ prvki pro néjaké m, které deéli n.
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Pro kaZdé m|n existuje pravé jedno podtéleso télesa ¥, které md p™ proki.

Diikaz. Nejprve dokdzeme prvni ¢ast véty. Je-li G podtéleso F», mé také charak-
teristiku p a tedy p™ prvku pro néjaké m < n. Navic p" musi byt podle Lemma 2.1
mocninou p™, ¢ili m|n.

Zbyvéa dokazat druhou c¢ast véty. Téleso F,» je rozkladové rozsifeni F, urcené
polynomem zP" — z € F,[z]. Ukdzeme napied, ze z predpokladu m|n plyne, zZe
(zP" —x)|(zP" —z), neboli (zP" ~1 —1)|(xP"~1 —1). Plati (p™ —1)|(p" — 1), nebot z
n = k-m plyne (pF™—1) = (p™—1)(pF=Dm 4 pk=2m .1 pm 1 1), Pokud a = b-c,
pak (2% —1) = (2? —1) (204224 4204 1). Tedy (P” ~1—1)|(zP" 1 —1)
a tedy (zP" — z)|(2?" — z). Kazdy kofen polynomu zP" — z je proto také kofenem
polynomu zP" — z a lezi tedy v Fpn. Tedy 2P" — x se nad F,» rozkldda na soucin
linedrnich ¢initelt, proto Fp» obsahuje rozkladové rozsifeni F, urcené polynomem
P — b F,m. Dvé riznd podtélesa mohutnosti p™ by obsahovala dohromady
vice nez p™ kofentt polynomu zP" — z, coZ nelze. ([

Piiklad. Podtélesa Fazo jsou Fo, Foz Fos Fos, Fas, Foio, Fois, Faso.
Pomoci Haaseova diagramu mutzeme znazornit, jak jsou obsazena jedno v dru-
hém.

F230
F26 F210 F215
F: Fos JFys
F,

Véta 2.10. Multiplikativni grupa ¥} konecného télesa ¥y je cyklickd.

Diikaz. Polozme h =q—1=p}* -p5? .- py*. Polynom z"/P* — 1 m4 v F nejvyse

% < h nenulovych kofent, proto existuje 0 # a; € F, (neboli a; € F}) takové,

zZe a?/pi # 1. Polozme b; = a?/p’?l # 1. Spocteme fad b;. Plat.i_lbf"’l =al =1
(nebot fad a; déli pocet prvki Fy, t.j. h = q — 1). Protoze bf"’l = a?/pi # 1,
je fad b; rovny pl‘. Polozme b = biby - - - by. Plati b" = 1. Déle pro i = 1,2,...,k
plati b"/P = [T5_, b7, Jeli j # 4, tak p’ déli & a tedy b/" = 1. Proto
bh/pi = b?/pi # 1, nebot p; ¢ & a p;' je fad b;. Takze fad b je rovny h. O
Definice. Libovolny generator Fj se nazyva primitivni prvek Fy.

Priklad. Kolik primitivnich prvki ma téleso F,? Tolik, kolik je ¢isel mensich nez
q — 1 nesoudélnych s ¢ — 1, t.j. p(¢ — 1), kde ¢ je Eulerova funkce.

Pfipomenme si, ze jsou-li F C E dvé télesa a o € E je algebraicky nad F,
pak monicky polynom g z F[z] nejmensiho stupné, jehoZ kofenem je a, nazyvame
minimdlni polynom prvku «. Pro polynom f € F[x] plati, Ze f(«) = 0 pravé tehdy,
kdyz g|f.
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Véta 2.11. Necht F, C F,. jsou konecné télesa a o je primitivni prvek F,.. Potom
F, =F,(a).

Diikaz. Jelikoz F (o)) musi obsahovat 0 a vSechny mocniny «, obsahuje taky vSechny
nenulové prvky F,. O

Véta 2.12. Necht F, je koneéné téleso a n je pFirozené éislo. Pak existuje iredu-
cibilnd polynom f(z) € F4[x] stupné n.

Diikaz. Necht « je primitivni prvek Fgn. Vime, ze F; C Fyn. Prvek « je kofenem
néjakého polynomu f(z) € Fylz]. To plyne z toho, ze Fyn je vektorovy prostor nad
F, a ma néjakou kone¢nou dimenzi k (ve skutecnosti k = n). Proto jsou prvky
1 = a%al,a?,...,a" linedrné zavislé a tedy existuji prvky ag,ay,...,ar € F,
takové, ze ag- 1 +ay-a +as-a?+---+ap-af = 0. Tedy a je kofenem polynomu
f(z) = ap + a1 + ... + axz® € Fyfz]. Bud g € F,[x] minimélni polynom prvku
o € Fyn, tedy g je ireducibilni nad F,. Tedy F,» obsahuje kofenové rozsifeni F,
urcené polynomem g(z). Protoze Fyn = Fy(a), je tim koFenovym rozsifenim celé
téleso Fyn. Odtud plyne, ze deg g = n. O
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3. KORENY IREDUCIBILNICH POLYNOMU

Lemma 3.1. Necht f € Fy[z] je ireducibilnd polynom nad F, a E D F, je néjaké
rozsirent obsahugict koten o polynomu f. Pak pro libovolny polynom h € F[z] plati

h(a) = 0 pravé tehdy, kdyz f|h.

Drikaz. Necht a je vedouci koeficient polynomu f(x), pak a=! f(x) je monicky poly-
nom, jehoz kofenem je o. Oznaéme g € F[z] minimalni polynom prvku «. Potom
g(x)|a=tf(z). Protoze f(z) je ireducibilni, plati g(z) = a=!f(z). Proto f(x) d&li
kazdy polynom h € F,[z], jehoz kofenem je a. a

Lemma 3.2 (O zamrzlém kyblu). Necht f € F[z] je ireducibilni polynom stupné
m. Potom plati f(z)|(z9" — ) prdvé tehdy, kdyZ m|n.

Diikaz. (<) Nechf f(x)|(z¢" —z). Bud E kofenové rozsifeni F, uréené polynomem
f(z) a necht v E lezi kofen o polynomu f(x). Proto je o také kofenem polynomu
9" — z. Tedy F,» (rozkladové rozsifeni F, uréené polynomem 27" — x) obsahuje
kofen o polynomu f(z) a tedy i F,(a) (kofenové rozsifeni F, uréené polynomem
f(z)). Téleso E = Fy () ma ¢™ prvki a je podtélesem Fyn, tedy m|n.

(=) Necht m|n. Pak Fgm je podtélesem Fgn a Fgm je kofenové rozsifeni Fy
uréené polynomem f(z), tedy obsahuje kofen o polynomu f(z). Proto a € Fyn a
plati a9" —a = 0, neboli a je kofen polynomu 29" —z € F,[z]. Protoze také f(a) =0
aNSD(f(x),z?" —2) = f(x) (protoze f(z) je ireducibilni), plati f(z)|(z?" —z). O

Véta 3.3. Necht f je ireducibilni polynom nad F, stupné m. Potom f md v Fym
m—1

V. / v 2 . z . o z N v
néjaky koren o, prvky a,a?,a9 ..., jsou navzdjem ruzné a tvori mnozinu
vsech korentd polynomu f.

Dikaz. Kofenové rozsifeni F, uréené polynomem f mé ¢™ prvku a tedy se rovna
Fyn. Jelli B € Fym a f(z) = apna™ + am—12™ ! + ... + a1z + ao, pak f(B)? =
(amB™ +...+arf+ao)? = af,(B™) +ay, (8" ) +.. . +aif?+af = am(B9)" +
am—1(B)™ 1+ ...+ a187+ap = f(B7). Je-li tedy a € Fym kofen polynomu f(z),
2 m—1 «

pak taky a,a?,a ..., a4 jsou kotfeny polynomu f(a:) ,

Zbyva jeste dokéazat, Ze jsou navzdjem rtzné. Necht aql = a? pro né&jaké 0 <
i < j < m —1. Umocnénim na ¢™ 7 dostévame (aq_l)fl = (a?)?" ] tedy
" 7T =" = a. Tedy « je kofenem polynomu a7 _qa podle Lemma 3.2
plati m|m — j +¢. OvSem 0 < m — j + i < m, coZ je spor. (]

m—7

Disledek 3.4. Fyn je rozkladové rozsiteni Fy urcené libovolnym ireducibilnim
polynomem f € F[z].

Diikaz. Polynom f se v Fgm rozklddd na soucin linedrnich cinitelt a tedy F,m
obsahuje rozkladové rozsifeni F; uréené polynomem f.

Naopak rozkladové rozsifeni F, urc¢ené polynomem f musi obsahovat kofenové
rozsifeni F, urcené polynomem f, které se rovna F,m. Rozkladové rozsifeni F,
uréené polynomem f dostaneme jako Fq(a,aq,an,...,aqul) = F,(a) = Fgm.

O

Disledek 3.5. Rozkladovd rozsiteni Fy urcend dvéma ireducibilnimi polynomy
téhoZ stupné jsou izomorfni.

Diikaz. Obé jsou izomorfni s Fgm. O
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Definice. Jsou-li Fym O F, kone¢na télesaa o € Fym, pak prvky o, af, ozq2, e, af
se nazyvaji konjugované k o nad Fy,.
Je-li Fy prvotéleso télesa Fgm, pak prvky o, af, oﬂ2, ceey a?" " se nazyvaji abso-

lutné konjugované k o nad F,.

Poznamka. Je-li o € Fym, plati 9" — a = 0. Pak pro minimélni polynom f(x)
prvku a nad F, plati f(z)|29" — z, tedy pro deg f = d plati d|m.
—1

. 2 m Y o 7 . . 7
Pokud d = m, jsou prvky a, a?,a? ..., a4 navzajem ruzné. Je-li d je vlastni
b ) ) ) b
“1: d—1 d d+1 m—1 d—1
délitel m, potom a,a?,a? ,..., a4 al = a,af =ao4,...,04 = ol
b ) b 9 ) ) ) ) b b

navzajem ruzné
v 7 s o 7 [} 2 d—1 . v v
tedy kazdy z navzajem raznych prvka a,af?,a? ..., af se opakuje presné -
krat.

Véta 3.6. Prvky konjugované k o € Fym nad F, maji stejny vdd v multiplikativnt
grupé Fgm tj. v grupé F ...

Dikaz. Vime, ze je-li G cyklicka grupa fadun a a € G je jeji generator, potom rad
prvku a* se rovna ﬁ(nk)' Grupa F7.. je cyklickd grupa fddu ¢™ — 1. Prvek « je
generator néjaké cyklické podgrupy G grupy Fj. fadu n|¢g™ — 1. Tedy tad a? se

rovna ﬁ(qm)' Protoze NSD(q,¢™ — 1) = 1 a n|¢™ — 1, plati také NSD(q,n) = 1.

RA&d a? se proto rovna n. O

Dausledek 3.7. Je-li a € Fym primitivng prvek Fgm , pak vsechny proky konjugované
k a nad F, jsou také primitivni proky v Fym (tedy je-li « € F primitivni prvek F,
pak vsechny prvky konjugované k a nad libovolnym podtelesem K C F jsou také
primitivnd proky v F).

P¥iklad. Uvazujme téleso Fig a polynom f(z) = 2% + 2 + 1 € Fy[z]. Vezméme
koten a € Fig polynomu f(z). Pak prvky konjugované nad F, jsou «,a? a? =
a+1,0® = (a+1)%2 = a? + 1. Prvky konjugované nad Fy jsou o, a* = o + 1.

Definice. Automorfismus o télesa Fym se nazyva automorfismus nad Fy, pokud
plati o(a) = a pro libovolné a € F,.
Poznamka. Kazdy automorfismus F je automorfismus nad prvotélesem F.

Véta 3.8. Necht Fym a Fy jsou télesa, pak zobrazeni o; proi=0,1,2,...,m —1
definovand predpisem o;(a) = 4" proa € Fym jsou navzdjem riznd a tvori vsechny
automorfismy Fym nad Fy.

Diikaz. Pro libovolné i = 0,1,2,...,m — 1 plati o;(af) = (aB)4 = a9 9 =
oi(a)oi(B) a oi(a+ B) = (a4 B)T = a? + 37 = gi(a) + 0;(B). Déle o;(a) = 0
pravé tehdy, kdyz o = 0. Tedy o; je automorfismus Fym. Je-li o € Fy, potom
oi(a) = a? = a. Tedy o, je automorfismus nad F,,.

Necht ¢ je libovolny automorfismus Fy» nad F, § € Fym primitivni prvek télesa
F,~ a f(z) je minimalni polynom § nad F,. Polynom f(z) musi mit stupen m.
Oznacme f(x) = 2™ + apy_12™ L + ...+ a17 + ao. Plati 0 = 8™ + a,, 1™ ! +
oo+ a18+ap a tedy také 0 = 0(0) = o(B™ + apm_1™ L+ ...+ ar1f+ ag) =
o(B™) + olam-1)o(B™") + ... + o(ar)o(B) + a(ao) = (™) + am—10(6™71) +
.+ a10(8) 4+ ap = f(o(B)). Plati o(8) = ¢ pro né&jaké i = 0,1,...,m — 1. Pak
a(p*) = (B*)9" pro libovolné k = 1,...,¢™ — 1, neboli o(a) = a4 = () pro
kazdé 0 # o € Fym a rovnéz pro a = 0. O
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Vsimnéte si, ze plati:
g =01
goo(a)=0c(al) = o =0y
coogoo(a)=o3
Disledek 3.9. Grupa automorfismi Fgm nad Fy je cyklicka grupa fadu m. Grupa
automorfismu F,x je cyklickd grupa vddu k.
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4. STOPY, NORMY A BAZE

Pripomenime si, Ze je-li Fgm O F, tak vSechny automorfismy F,~ nad F, jsou
tvaru & — a? proi=0,1,2,...,m — 1 a libovolné a € Fgm.
V dalsim bude ¢asto pouzivat oznaceni F = F,» a K =F,.

Definice. Necht F = Fym, K = F; a a € F. Pak definujeme prvek Trp /g (a) =
atal+a? +...+a7" " a nazyvame ho stopa a nad K.

Je-li K prvotéleso v F, potom zapisujeme Trg, k(o) = Trr(a) a prvek Trp (o)
nazyvame absolutni stopa o € F.

Lemma 4.1. Plati Try /() € K pro libovolné o € F.

Diikaz. Necht f(x) = 2%+ aq 1291+ ...+ a1z + ap € K[x] je minimalni polynom
prvku o € F nad K. Protoze f(z)|z?" — x, plati djm. Polynom f(z)% = g(z) se
nazyva charakteristicky polynom « nad K. Kofeny f(x) jsou a, ad, aqz, at T a
vsechny prvky konjugované k o nad K jsou pravé vSechny prvky kofeny polynomu
g(x) = 2™ + by 2™ A brtby=(—a)(z—al)(z—al).. . (z—al" ).
Roznésobenim pravé strany dostdvame
2™ 4 by ™ b+ bg =2+ (—a—al— ... —ad ) g™

Tedy TI‘F/K(Oé) = —b,—1 € K. O
Poznamka. Tedy plati Trp/x : F — K.

Véta 4.2 (O stopé). Necht F = Fym a K = F,. Potom Trg/;x md ndsledujici
vlastnosti
(1) Trp/k(a+ B) = Trp/k (a) + Trg/k (B) pro vsechny a, 3 € F
2) Trp/k(c-a) =c- Trp k(o) pro viechnac € K a o € F
3) Trr/k : F — K je linedrni zobrazeni na celé téleso K
4) Trp/k(a) = m - a pro vsechna a € K
5) Trp/k(a?) = Trg/k () pro vsechna o € F
Dikaz. (1) Plati Trg/(a + 8) = (a+ 08) + (@ + 87 + (a + B)T + ... +
(@+B) =a+B+at+fI+a’ 47 4. al g =
Trp/k (@) + Trp/x (6)-
(2) Plati Trp/k(c- ) —ca+(c-a)i+.. 4+ =catc-altc-
o ... +c-a? =c- Trp/k (@), protoze c € K = F,.
(3) Linearnost zobrazeni plyne z pfedchozich dvou bodu. Stadi tedy najit o €
F, pro které 0 # Trp k() = a+a?+. .. +a7" 7" Je-li Trp/k (o) =0, je
kofen rovnice z +29+... 429" € K[z]. Takovych je nejvyse ¢™ 1 < ¢™.
(4) Pro a € K plati Trp/k (a) = atai+a® +.. . +a""  =ata+..+a=

m-krat
m-a
2 m—1

(5) Plati Trp/k(a?) = a? + (@9)? + ... + (a9~ + (a?)
R Oéqmil + o= TI'F/K(OZ)

=a+a? +

O
Véta 4.3. Necht F = F,m O F, = K. Pak vSechna linedrni zobrazeni z F do K
jsou tvaru Lg(a) = Trg/k(a - ) pro 3 € F.
Je-li 3%, pak Lg # L.
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Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze Lg(«) je linedrni zobrazeni. Plati Lg(an + o) =
Tre/k((1 + a2)B) = Trg/k (1 3) + Trp/k (a23) = Lg(ai1) + Lg(az) pro viechny
ai,az € F. Podobné Ls(ca) = Trg/k (caB) = c- Trp k() = ¢ - Lg(a).

Je-li B # v, potom existuje prvek a € F takovy, ze Trp/k ((8 — v)a) # 0 a tedy
Lg(a) # L (). Pocet linearnich zobrazeni z F do K je ¢, tedy stejny jako pocet
zobrazeni Lg. 0

Véta 4.4. Necht F = Fym O F, = K. Potom pro a € F plati Trg k(o) = 0 prdvé
tehdy, kdyz o = 7 — 3 pro néjaké g € F.

Diikaz. (<=) Plynez Véty 4.2 (5), protoze Trp k(@) = Trg/k (89—0) = Trg/x (87)—
Trp/x (8) = Tre/x (8) — Tre/x(B) = 0.

(=) Necht Trg/k (o) = 0. Vezmeme polynom 29 — z — o € F[z]. Bud 3 kofen
polynomu z?—z —« v néjakém rozsiteni E O F. Plati 87— = a. Zbyva dokazat, Ze
p € Fym.Plati 0 = Trg k(o) = atal+a® +.. .+ai" " = B1—B+(B1—B)1+ (89—
B .+ (BT=B)T" T = (81— P)+ (BT =B+ (BT — )+ (B BT =
B4 —pB.Tedy ¢ — 3 =0aproto 8 € Fym. (]
Véta 4.5 (O tranzitivité stopy). Jsou-li K=F;, CF =Fm CE =F mn koneind
télesa, pak Trg/x = Trp/k o Trg/F-

Diikaz. Je-li a € E, pak

m—1 m—1 n—1
Tre/k (Tre/F(a Z Trg/r(a
i=0 i=0 ;=0
a déle
m—1 n—1 m—1n—1 ”» mn—1 .
m : 2z mj+i c
(Y (a7 ))1 Z al = Z a? = Trg/k ().
i=0 ;=0 i=0 j=0 k=0
O
Definice. Necht F = F,» O F, = K. Pak prvek
2 m—1 gMm—1
Ng/k(a) =a-a-a? -...-af =q 71

nazyvame norma o € F nad K.

Poznamka. Pro vSechna a € F je Ng/k(a) € K, nebot je az na znaménko
rovna absolutnimu ¢lenu charakteristického polynomu prvku « nad K - viz da-
kaz Lemma 4.1.

Véta 4.6 (O normé). Pro funkci Ny /x plati

(1) Ng/k(a- ) = Np/k(a) - Np/k(B) pro vsechna o, 3 € F

(2) Ng/k je zobrazeni z F na K a 2z F* na K*
(3) Ng/k(d) =d™ pro vsechna d € K
(4) Ng/k(a?) = Ng/k () pro vsechna o € F
Diikaz. ( ) Plati Ng/g(a-8) = (a-8)-(a-£)1-...-(a-B)"  =a-a?-....
"gepe gt = Np/k (@) - Np/k ()
(2) Podle (1) je NF/K F* — K* homomorfismus grup. V jidru Ng,k jsou
kofeny rovnice

2T —le K(z]
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Bud d pocet prvku (fad) jadra Ng k. Plati d < (¢™ —1)/(¢—1) a soucasné
d|(¢™ —1). Tedy Im (Ng k) ma velikost (¢™ —1)/d > ¢ —1, coz je fad K*.

(3) Plati Ng/g(d) =d-d?-d" -....d" " '=d-d-...-d=d™
m-krat
(4) Plati Ng/k(a%) = a-(a?)?--- ()" ()T =t " =

Np/k(a)
O

Véta 4.7 (O tranzitivité normy). Jsou-li K = F, CF = Fm C E = Fymn
konecnd télesa, pak pro libovolné o € E plati Ng/k () = Ng/k (Ng/r()).

@m™m"—

Driikaz. 7 definice plati Ng/p(a) = a a1 ", Pak plati

qm™—1 (™) =1 gM_1 gm 1

Nr/k(Ng/p(@)) = Ng/r(a) «T =(a -1 )T =a a1 =Ngx(a).
O

Je-li a1,...,a, bize F = Fym nad K = Fy, potom libovolny prvek o € Fym
muzeme vyjadfit jednoznacné ve tvaru

a=ci(a) as+c(a) as+ ...+ cp(a) ap

kde ¢i(a) e Fyproi=1,...,m.
Kazdé zobrazeni ¢;(a) : Fgm — F je linearni funkciondl. Pro kazdé i =1,...,m
existuje §; € Fym takové, Ze

CZ'(OL) = TI'F/K(CVﬂZ)
Je-li o = oy, pak

0, i#J

Tedy TI‘F/K(OZjﬂi) = 5,']‘.
Posloupnost £, ..., O je linedrné nezavisla nad Fy, nebot z rovnosti

dify+...+dpnfBm =0
pro di,...,d, € Fy plyne pro kazdé j =1,...,m
difro + ...+ dyfBmay =0,
Tre/x(difra; + ...+ dmfmay) =0,
diTrg/x (B1aj) + ... 4+ do Trp/x (Bma) =0
d;-1=0.
Proto 1, ..., B je opét baze Fym nad Fy,.
Definice. Béaze 3; ..., 3, se nazyva dudlni bdze k bazi a1, ..., 0y, v Fgm nad F,.

Poznamka. Dudlni baze k bazi oy, ..., a,, je uréena jednoznacné bazi aq, . .., .
To plyne ze vztahu c;(a) = Trp/k(af;). Proto dudlni baze k bazi f,..., 0, je
puvodni baze aq, ..., qy,.
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P¥iklad. Necht Fg O F5 je kofenové rozsiieni Fo uréené polynomem f(z) = 2 +
2?2 +1 € Fa[z]. Bud « € Fg koten f(x). Uvazujme prvky a,a?,a® = a? + 1,0t =
ala®+1) = a®+a=a?+a+1,a® = a(a?+a+1) = a®+a’+a = a?+1+a?+a =
at+la®=ala+1)=a®>+a,a” =1.
Prvky a,o?, ot tvofi bazi Fg nad Fo. UkdZeme, 7e f1 = a, (2 = a2,05 =
a? + a + 1 je duélni baze k a, a?, a? + o + 1. Plyne to z nasledujicich rovnosti.
Tr(a131) = Tr(aa) = Tr(0?) =2 +at+af =a? + a2 +a+1+a=1.
Tr(a132) = Tr(aa?) =Tr(a®) =a® +ab + a2 =a? + 1+’ +a+a+1=0.
Analogicky dal.

. e 2 m—1 v 7’
Definice. Baze F,» nad F; tvaru a,a9,a? ..., af pro néjaké o € Fym se
nazyva normdini bdze Fym nad F,.

Véta 4.8. Je-li F mrozsiteni Fy, pak existuje v Fym nad Fy normdlni baze. Do-
konce existuje normdlni bdze tvorend primitivnimi proky Fgm.

Definice. Necht F =F;» D F, =K a ay,..., o, € F. Ozna¢me
B = (Trp/x (i, ;)i
Cili B je ¢tvercova matice fadu m, kterd ma na misté (i,5) prvek Tre/k (o, aj).
Pak Ap/k(a1,...,a,) = det B se nazyva diskriminant oy, ..., ., nad Fy.
Véta 4.9. Proky ai,...,04, € F tvor? bdzi F = Fygn nad K = F, prdvé tehdy,
kdyi AF/K(Oél, ey am) 7é 0.
Dikaz. (=) Necht o, ..., a,, je baze F nad K. UkdZeme, Ze fadky matice B jsou li-
nearné nezavislé. Je-li di - Trg k(1) +do-Trp /k (a2a;) +. . . 4dp-Trp/x (@ma;) =
0 pro néjaké dy,...,d,, € K akazdé j =1,...,m, pak plati
TI‘F/K((leél + ...+ dmOém> . Ctj) =0

pro j =1,...,m. Oznacme si = dia1 + ... + dpayy,. Tedy Trg/k(Ba;) = 0 pro
Jj=1,...,m. Protoze a1, ...,y je baze F nad K, plyne odtud Trg /i (Ba) = 0 pro
libovolné o € Fym. Proto 8 = 0, neboli dyay + ... + dmay, = 0. Protoze oy, ..., 0,
je baze F nad K, platidy =ds =... =d,, =0.

(<) Necht Ag/k(a1,...,am) #O0aciar+.. . +cmay, = 0pronéjakécy, ..., cp €
K. Pak plati ciaio5 + ... + cnama; = 0 pro libovolné j = 1,...,m. Proto 0 =
Tre/k(craia; + ... + cnamay) = c1 - Tre/k(a1a;) + ... + ¢ - Tre/x (ama;) pro

7 =1,...,m. Tedy linearni kombinace radkd matice B s koeficienty ci,..., ¢, se
rovna 0. Protoze det B = Ag/k(a1,...,q,) # 0, jsou fadky matice B linedrné
nezavislé a proto ¢; = ... = ¢, = 0. Tedy oy, ..., a;, jsou linedrné nezavislé nad
K a tvofi bazi F nad K. O

Oznacme si nyni

aq a2 QAm
q q q
Qg Q A, i—1
A= =(aj )i;
qm.fl an,1 qn171
0 (67 e

Plati Tr k(i) = ajo; + afad + ... +af" """ Proto plati AT - A =B a
tedy det B = (det 4)2.

Disledek 4.10. Prvky aq, ..., ap, tvori bdzi F nad K prdvé tehdy, kdyz det A # 0.
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5. ODMOCNINY Z 1 A CYKLOTOMICKE POLYNOMY

Definice. Je-li K libovolné téleso, pak rozkladové rozsiteni K uréené polynomem
2" —1 € K|[z] se nazjvéa n-té cyklotomické téleso nad K a oznacuje se K(™). Mnozina
véech kofenii polynomu z” — 1 v K™ se oznacuje E().

Véta 5.1. Necht n > 0 a K je téleso charakteristiky p. Pak plati
(1) pokud p t n, pak E™ je cyklickd podgrupa vddu n multiplikationd grupy
(K™)* télesa K™,
(2) pokudpln an = p'm, kde ptm, pak K™ se rovnd K™ a koreny polynomu
" 1 jsou proky EU | kazdy s ndsobnosti p'.

Dikaz. (1) Plati, ze 2™ — 1 a na™ — 1 nemaji spoleény kofen v K|n|, tedy
jsou v K[z] nesoudélné a 2" — 1 nemé zadny vicenasobny koten. Tedy E(™)
obsahuje pfesné n prvki.

Jsou-li &, € EM™ | pak (€u)" = €"u™ = 1. Protoze ¢ je kofen 2™ — 1,
plati £&” = 1. Proto (f e =1.(6Hr =€ ()" =17 = 1. Tedy E™ je
podgrupa (K(”))

Necht n = . pt rozklad na prvocinitele. Pak pro kazdé i =0,...,¢

n

‘s

existuje prvek a; € E( | pro ktery plati a?" # 1. Potom prvek b; = a,
ma 1ad pi a by,..., b je generator grupy E().
(2) Plati 2™ — 1= (a™ — 1)pl v K[z], odkud uZ tvrzeni snadno plyne.
O

Definice. Necht K je téleso charakteristiky p a necht p { n. Pak libovolny generator
E( nazgvame primitivni n-td odmocnina z lindexprimitivni n-t4 odmocnina z 1
nad K.

Poznamka. Je-li £ generator E() pak E(™) = {1,£ €2, ... ¢"1}. Plati, 7e £° je
také generator E(™ pravé tehdy, kdyz NSD(s,n) = 1. Tedy pokud p = char T
nedsli n, pak existuje ¢(n) primitivnich n-tych odmocnin z 1 nad K.

Definice. Necht K je téleso charakteristiky p, p f n a £ je primitivni n-t4 odmocnina
z 1. Pak polynom
Q)= [ @-¢)

0<s<n
NSD(s,n)=1

se nazyva n-ty cyklotomicky polynom nad K.
Poznamka. Polynom Q,(x) je nezavisly na vybéru &, stupeni Q,(z) je ¢(n) a
koeficienty lezi v K(™).

Véta 5.2. Necht K je téleso charakteristiky p, n > 0 je celé ¢islo nesoudélné s p.
Pak platt

(1) " —1= 1_[d|'n Qd(l’)
(2) koeficienty Qn(x) leZi v prvotélese télesa K. Je-li p = 0, pak koeficienty
Qn(z) jsou celd éisla.

VK®™ plati 2" — 1 = [[ecgon (@ =€)

Drikaz. (1) Libovolny prvek ¢ € E(™ je primitivni d-t4 odmocnina z 1 pro
néjaké d|n. Je tomu tak proto, ze kazdy prvek £ € E(™ ma i4d d pro n&jaké
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dn, plati tedy €2 — 1 = 0. Tedy & je d-t4 odmocnina z 1 a je primitivni.
TakZe plati x — £ déli Qq(z) a proto z" — 1 =]],, Qa(z).

(2) Budeme postupovat indukei dle n. Plati,ze Q1(x) = z — 1 mé koeficienty v
prvotélese télesa K. Necht tvrzeni plati pro vSechna d < n. Pak z rovnosti
2" — 1 =[]y, Qa(x) spocteme

" —1
QOn(=) = Hﬂn Qa(z)

Citatel i jmenovatel zlomku maji koeficienty v prvotélese télesa K. Pomoci
déleni polynomt se zbytkem dostaneme, Ze i @, (x) mé koeficienty v prvo-
télese télesa K.

V piipadé p = 0 jsou koeficienty Q1 (z) celo¢iselné. Indukéni predpoklad
je, ze koeficienty Qq(x) jsou celodiselné pro kazdé d < n. Z rovnosti

" —1

pak vyplyvd pomoci indukéniho pfedpokladu, Ze také koeficienty @, (x)
celodiselné, nebot kazdy polynom Qu(z) pro d < n je monicky a v procesu
déleni se zbytkem jsou vSechny koeficienty stale celociselné.

(Il

Poznamka. Ve Véte 5.2 (1), je-li char K = 0, pak je to rozklad na ireducibilni
¢initele, tj. vSechny polynomy Qq(z) jsou ireducibilni nad K. V télese nenulové
charakteristiky to tak byt nemusi.

Priklad. Spoctéte Q,(z) pro r prvoéislo.
Podle Véty 5.2 (1) dostavame 2" — 1 = Q1(x) - Q,(x). Vime, Ze Q1(z) =« — 1.
Tedy
z" —1 r—1 r—2

Qr(x):x_lzx +a2" T 4+ +1
Priklad. Spoctéte Q,.«(z) pro r prvocislo a k nezdporné celé ¢islo.
Protoze r je prvoéislo, viechny délitele r* jsou 70 = 1,71 = r,r2, 73, ... rF=1 k.

Podle Véty 5.2 (1) tedy plati

2 = 1= Qi) Qr(x)  Qra(@) .. Qi () - Qui(2)
Vsimnéme si, ze plati e 1= Q1(x) - Qr(x) - Qr2(x) - ... - Qpe—1(x). Tedy

k
zr —1

Qpe(2) = —5—7

Véta 5.3. n-té cyklotomické rozsirent telesa K je jednoduchym algebraickym roz-
Sirenim télesa K urdengm vhodngm ireducibilnim polynomem z K[z].

Necht K = F, a NSD(g,n) = 1. Potom se Q,(x) rozklddd na soucin % rizngch
monickyjch ireducibilnich polynomi téhoz stupné d, K™ je rozkladové rozsirent té-
lesa K urcené libovolngm ireducibilnim faktorem Q, v K[z] a dimg K™ = d, kde
d je nejmensi kladné prirozené éislo takové, Ze ¢¢ = 1 mod n.

k—1

I

Dikaz. Pokud char K { n, vezméme primitivni n-tou odmocninu z 1 a oznacme
ji €. Nejmensi podtéleso K™ obsahujici K a & musi obsahovat vSechny prvky
{1,¢,€2...,6"71}. Ty jsou navzajem riizné a tvoti viechny kofeny polynomu 2" —1.
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Tedy polynom x" — 1 se rozkldda na soucin linedrnich c¢initelt nad nejmensim
podtélesem télesa K™ obsahujicim K a &. Protoze K™ je rozkladové rozsifeni K
uréené polynomem z" — 1, plati, ze K(™ je nejmensi podtéleso K™ obsahujici K
a &. Vezméme minimalni polynom prvku & nad K a oznac¢me jej f. Potom K je
kofenovym rozsifenim K uréenym f.

Pokud p = char K |n, vezmeme rozklad n = m - p', kde p { m. Pak K" =
K, char K t m a K™ je jednoduché algebraické rozsiieni K uréené vhodnym
polynomem podle pfedchoziho odstavce.

Zbyvéa dokézat druhou éast véty. Nechf K = F, a NSD(g,n) = 1. Bud ¢ primi-
tivni n-t4 odmocnina z 1. Prvek £ lezi v télese F ;» pravé tehdy, kdyZ plati £qk*1 =1,
coz je ekvivalentni n|¢* — 1, tedy ¢ = 1 mod n. Necht d je nejmensi k& > 0, pro
které to plati. Pak plati { € F « a nelezi v zddném vlastnim podtélese F ja. Tedy
minimélni polynom ¢ nad F, mé stupeil d. Minimélni polynom ¢ nad F, je ire-
ducibilni nad F,. Protoze to plati pro libovolnou primitivni n-tou odmocninu z 1
nad F,, rozkladd se @Q,(x) na souéin ireducibilnich polynomi stupné d a téch je
eln) O

-

Priklad. Bud K = F1;. Spoctéte Q12(x). Déale spoctéte nejmensi d, pro které plati
11¢ =1 mod 12.
Podle Véty 5 2 plati

—1=Q1(2) Q2(z) - Q3(x) - Qs(x) - Qu(x) - Qu2(x)
Z Véty 5.2 taktéz vime, ze Q1 (z ) 2(2)-Q3(2) Q¢(z) = 2°—1a Qq = 22 +1. Tedy
212 —1 = Q1 (1) - Qal2) - Qa() - Qo(2) - Qa() - Qua (o) = (ff/6 —1)(2®+1) Qu2(z) =
(xg +a% — 2% — 1) - Q12(x) a proto
|
Qur) = m g gy =% — ¢ +1
Hledané d spoc¢teme podle Véty 5.3. Plati NSD(11,12) = 1 a podle Véty 5.3 se
Q12(x) rozklada na soucin *0(12) ruznych monickych polynomt téhoz stupné d. Plati
Qu2(x) =2t — 22+ 1= (22 + 5z + 1)(z? — bz + 1). Jelikoi Q12(x) se rozklada na
2 polynomy stupné 2, je d = 2. Plati taky d = (12) = 2. Tedy F§112) =Fq2.

Véta 5.4. Koneéné téleso F, je (¢—1)-ni cyklotomicke rozsirent libovolného svého
podtélesa.

Diikaz. Polynom z?—1 € K[z] pro libovolné podtéleso K C F, se v F, rozklada na
soulin linearnich ¢initeltt a nemuze se rozkladat na soucin linedrnich ¢initeld nad
libovolnym mensim podtélesem F,. ([

Poznamka. F; je cyklickd grupa fadu ¢ — 1. Pro kazdého délitele n ¢isla ¢ —1 exis-
tuje cyklicka podgrupa {1, o, a?,...,a" 1} grupy F; tadu n. Prvky této grupy jsou
n-té odmocniny z 1 nad kazdym podtélesem télesa F, a generator o je primitivni
n-t4 odmocnina z 1 nad libovolnym podtélesem télesa F,.

Lemma 5.5. Necht d je délitel ¢islan a d < n. Potom Qy(x) dél{ "‘I—:ll

Dikaz. Plati Q,(z) déliz" —1 = (z¢—1) -2 li £ primitivni n-t4 odmocnina
z 1, pak x — £|Qn () a soucasné x — ¢ nedeh (x —1). Tedy z — {|%3 z” _1 O
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6. REPREZENTACE PRVKU KONECNYCH TELES

Jak reprezentovat prvky koneéného télesa, které ma ¢ = p* prvka? V této ka-
pitole uvedeme tfi rizné moznosti a budeme je pro nazornost ilustrovat na télese
Fg9 = F32. Pak pro reprezentaci télesa Fg mizeme pouzit nasledujici metody.

Priklad 1: Nejprve néjak uhodneme ireducibilni polynom stupné 2 nad Fj[z].
Je to napi. f(r) = 22 + 1. Vezmeme kotfenové rozsifeni F3[x] uréené polynomem
2?2 + 1. Oznacéme « néjaky kofen 22 + 1 v Fy[z]. Potom vSechny prvky F,(z) jsou
0,1,2,,a+ 1, a+ 2,2, 20 + 1, 2a + 2.

Nevyhoda: musime néjak najit ireducibilni polynom stupné n v F,[x], abychom
uméli pocitat v Fyn.

Priklad 2: téleso Fg je 8. cyklotomické rozsifeni télesa F3. Potfebujeme najit
rozklad polynomu Qg(x) = 2% +1 = (22 + 2 +2)(2% + 22+ 2) na ireducibilni ¢initele
nad F3. Ozna¢me ¢ primitivni 8. odmocninu z 1. Potom F, = {0,&,£2,...,£%}.
Izomorfismus mezi feSenim z ptredchoziho prikladu je dan tim, ze £ = a + 1,
nebot pro a plati a2 + 1 = 0. Déle pak plati
E~a+1 &~ &7 ~ 20
£~ 2a B ~2+20  E~1
E~l+2a0 E~a
Nevyhoda: Je tfeba rozlozit @ x_;(x) na ireducibilni ¢initele nad F,,.
Priklad 3: Tato metoda je zaloZena na doprovodné matici polynomu (companion

matrix). Necht f(z) = ap+a1x+...+a,_ 12" 1 +2", pak jeho doprovodna matice
je matice

00 0 ... 0 —ag

1 0 0 ... 0 -m

01 0 ...0 —a
A= .

0 ... 0 1 0 —ans

0 ... 0 0 1 —an

Pokud je f(z) monicky ireducibilni polynom v F,[z] a A je jeho doprovodna
matice, pak plati f(A) =ag-I+a1-A+az- A2+ ... +a,_1- A" 1+ A" =0.

0 -1 ,
0 > ~ «. Plati

Pro f(z) = 22 + 1 € F3[z] je doprovodna matice A = ( 1

A2:(_01 _01 ) a A = E ~ 1. Tedy

f(A)A2+I<_01 _01 >+<(1) ?)o,

¢ili A lze povazovat za kofen polynomu 22 + 1

Platia+1=A+1= } 711

Prvky télesa Fg jsou potom matice 0,1,21, A, I+ A, 21+ A,2A, I +2A,21 +2A.
Pfimym vypoctem se potom mizeme presvédéit, ze napf. (21 + A)(I + 24) = 2A.

K polynomu z* + z + 2 € F3[2] je doprovodné matice < (1) :? ) - ( (1) ; )
v F3.
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Tato matice je kofenem cyklotomického polynomu Qg(z) = (22 + x + 2)(z? +
2X +2) a prvky télesa Fg pak jsou matice 0,C,C?,C3,C*, C®%,C% C7,C8.
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7. FAKTORIZACE POLYNOMU NAD KONECNYMI TELESY

V dalsim uvazujme monicky polynom f(x) z F,[x]. Chceme najit rozklad f(z) =

L) fle) ... ,i’“ (), kde f1,..., fr jsou ireducibilni a navzajem rtzné.
Na zac¢atku spocteme f'(x) a NSD(f(z), f'(x)) = d(x). Pak jestlize
(1) d(x)zl,pakl1:l2:...:1,

(2) d(z) = f(x), pak f'(z) = 0 (protoze deg f'(x) < deg f(z)), tedy pfi derivo-
vani se vSechny ¢leny vynulovali. To nastane pravé tehdy, kdyz jediné mono-
¢leny s nenulovam koeficientem v f(z) maji exponenty, které jsou nasobkem
p, kde p = char F,,. T.j. f(z) = ap+ a12? + asz® +. .. +ap_xk=Dp 4 gkp
a tedy f(z) = g(a®), kde g(y) = ap + a1y + ... + ar—1y" ' +¢/",

(3) degd(x) > 0 a degd(z) < n, potom f(x) =d(z) - 553

Véta 7.1. Necht f € F[x] je monicky polynom, h € F[z] takovy, Ze h® = h mod
f- Pak plati

f(z) = ] NSD(f(2), h(z) - ¢)

ceF,

Diikaz. Pro véechna ¢ € F, plati NSD(f(z),h(z) — ¢)|f(z). Pro riznd ¢ € F,
jsou polynomy h(z) — ¢ nesoudélné, proto jsou po dvou nesoudélné i polynomy
NSD(f (), h(z) — ¢). Tedy [[.cp, NSD(f(2), h(x) = )| f ().

Naopak f(x)|h%(z) — h(z) = Hcqu h(z) — c. Je-li f;(z) libovolny ireducibilni
¢initel f(z), pak f;|h(z) — c pro néjaké c € F. Tedy f;(x) déli NSD(f(x), h(z) —c)
pro vhodné ¢ € Fy. Proto f(z) = fi(x) - fa(z) - - fr(z)| HCqu NSD(f(x), h(x) —
c). O

Zajimaji nas takové polynomy h(z), pro které plati hY = hmod f a rozklad
[I.cr, NSD(f (), h(x)—c) je netrividlni. Takovym polynomim & se ikd f-redukujici.

Snadno lze ovéfit, ze kazdy polynom h(z) € F[z], pro ktery plati h? = h mod f
a0 < degh < degf, je f-redukujici.

Déle se budeme zabyvat tim, jak hledat f-redukujici polynomy. Pouzijeme ¢in-
skou vétu o zbytcich.

Predpokladejme, Ze f = f1---fr pro navzajem ruazné ireducibilni polynomy
fi,.--, fr a necht deg f = n. Zvolime uspofddanou k-tici (c1,...,cx) prvka F,.
Podle ¢éinské véty o zbytcich existuje pravé jeden polynom h(z) € F,[z] stupné
mensiho nez n takovy, ze h(zr) = ¢; mod f;(x) pro vSechna ¢ = 1,... k. Pak
hi(z) = ¢! = ¢; = h(z) mod f;(z) pro vSechna i = 1,...,k, tedy fi(z)|h9(x) — h(x)
pro vSechna ¢ = 1,..., k. ProtoZe jsou fi,..., fx po dvou nesoudélné, plati f(z) =
fi(@) - fr(@)|p(z) — h(z).

Je-li h(z) libovolny polynom stupné mensiho nez n, pak podle Véty 7.1 plati
flx) = Hcqu NSD(f(x),h(x) — ¢). Pro libovolné i = 1,...,k plati f;(z)|f(x) =
Hcqu NSD(f(z), h(x) — c). Protoze f;(x) je ireducibilni v Fy[z], existuje ¢; € F,,
takovy, ze f;(x)INSD(f(z), h(x) — ¢;). Tedy fi(x)|h(x) — ¢; a proto h(z) = ¢; mod
fi(x). Z jednoznacnosti existence takového polynomu h(z) (t.j. stupné mensiho
nez n a kongruentniho s konstantou ¢; modulo f;(z) pro ¢ = 1,...,k), kterd je
déna ¢inskou vétou o zbytcich, pak plyne, Ze podet polynomt h(z), pro které plati
hi(z) = h(x) mod f(x) a degh < n, je presné g*.
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Jak tedy budeme postupovat? Predchozi odstavec a nasledujici tvrzeni nam da-
vaji navod na algoritmus, ktery se nazyva Berlekampiv algoritmus. Nejprve spo-
¢itdme 279 mod f(x) pro j = 0,...,n — 1. Plati 279 mod f(x) = Z?:_Ol bijz’, kde
b;j € F,. Ozna¢me B = (b;;) (¢tvercova matice fadu n).

Lemma 7.2. Polynom h(x) = ag+a1x+...+a,_ 12" je resenim rovnice hi(z) =
h(z) mod f(z) prdvé kdyz plati

ap an
aq ai
B- = ,
Gp—1 Ap—1
ao
ay
neboli (B —1I) - ) =0.
ap—1
aop ap
o ’ ! a1 /o v n—1
Dikaz. Plati B - ) = ) pravé tehdy, kdyz a; = Y =0 bi; - a;
Gp—1 Gp—1

pro kazdé i = 0,...,n — 1 (z ndsobeni matic). To je pravé tehdy, kdyz h(z) =
-1 -1 -1 ; 21 21 P ~1 ;
Do wiwt = 31 (3000 bijag) - at = 300 a5 30 byat = 3000 a2l =

YTy adalt = (3075 a;a?) = hi(x) mod f(x) m

Sta¢i ndm pak najit néjakou bazi nulového prostoru matice (B — I). Jeden prvek

je (1,0,...,0), tomu odpovida hi(z) = 1. Doplnime ho do béaze nulového prostoru
a dostaneme tak dalsi polynomy hs(z),. .., hi(z).

Lemma 7.3. Jsou-li f1, fo dva rizné ireducibilni faktory f(x), pak ezistuje po-
lynom h;(z) pro j = 2,....k takovy, Ze v soucinu [[.cp NSD(f(x),h;(x) — c)
polynomy f1(x) a fa(x) déli rizné dinitele.

Diikaz. Plati, ze hi(z) = 1, tj. hi(z) = 1 mod fi(z) a také hi(x) = modfa(z).
Predpokladejme dale, Ze hj(z) = ¢j1 mod fi(z), hj(z) = ¢jo mod fa(z) a ¢j1 = ¢jo
pro kazdé j = 2,..., k. Pak libovolny polynom h(z) € F,[z] stupné mensiho nez n,
pro ktery plati h(z)? = h(z) mod f(z) lze vyjadiit jako linedrni kombinaci

k
hw) = 3 ahy(e)

pro né&jaké koeficienty a; € F,. Pak ale plati h(z) = 2521
2521 ajcjo mod fao(x). Oznacime-li ¢ = 2521 a;jc;1 € Fypak h(z) = cmod fi(z) a
h(z) = ¢ mod fa(x). To je ale ve sporu s tim, Ze podle ¢inské véty o zbytcich existuje
polynom h(z) € Fy[z] stupné mensiho nez n, pro ktery plati h(x) = 0 mod f1(x),
h(z) =1 mod fa(x) a h(x)? = h(z) mod f(x). O

a;jcjy mod fi(z) ah(x) =

P¥iklad. Rozlozte polynom f(z) = 2% + 25 + 2* + 23 + 1 € Fy[x] pomoci Berle-
kampova algoritmu.
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Reseni:
Méme g = 2 an = degf = 8. Plati f/ = 827 4+ 62° + 423 + 322 = 22 a
NSD(f, f') = 1. Tedy f(x) nemé vicendsobné ¢initele.

Spoéteme 279 pro j =0,...,n — 1.
2% =1mod f(x)
2 =22 mod f(x)
r* = 2* mod f(z)
2% = 2% mod f(z)
2 =25+ 2%+ 2% + 1 mod f(x)
rO0=af 4ot 43+ 1+2+ 2%+ 22 =2° + 2t + 23 + 22 + 1 mod f(x)
212 =27 4+ 25 + 25 + 2% + 2% mod f(x)
=2+ 2t + 23 + 24+ 1 mod f(x)

7Z toho dostavame matici

1 0 001 1 0 1
0 0000 OO0 1
0100 01 10
s_|00001 101
0 01 01111
000 00111
0 001 1.0 10O
0 0000 O 1O
Dale spocteme
000 0 1 1 01 01 0 0 0 0 01
01 0 0 0 0 01 01 1 0 0 1 1 0
01 1.0 0 1 10 000 1 1 101
B_T— 0 001 1101 N 0 0 0 01 101 N
0 01 00 1 11 0 01 00 1 11
00 0 0 0 011 00 0 0 0 0 11
00 0 1 1 000 00 0 1 1 000
000 0 O0O0 11 00 0 00 O0 11
01 0 0 0 0 01 01 0 0 0 0 01
001 001 11 0 01 0 0 1 11
0 0 01 1101 00 01 1101
00 0 0 1 1 01 00 0 0 1 1 01
“loo1o0o0111|[7ooo0oo0oo0110
00 0 0 0 O0 11 00 0 0 0 0 11
00 0 0 0 1 01 00 0 0 0 0 O00O0
00 0 0 0 0 00O 00 0 0 0 0 00O
Béaze nulového prostoru je tedy (1,0,0,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,1,1,1).
Tedy ho(x) = o +2%+2° +2°+27. Plati NSD(f(x), he(z)) = 28+ a5+ 2t +2+1

a NSD(f(x),he(z) — 1) =2% + 2 + 1.

Pr¥iklad. Rozlozte polynom f(r) = 2* + 1 € F3[z] na ireducibilni ¢initele.
Resent:

Mame ¢ = 3 a n = deg f = 4. Plati f/(z) = 2® a NSD(f(x), f'(z)) = 1. Tedy
f(z) nemd vicendsobné ¢initele.

Spoéteme 279 mod f(x) pro j =0,...,n— 1.
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2% =1 mod f(x)
23 = 2 mod f(x)
2% = 222 mod f(z)
29 = 2 mod f(x)
Dostavémme tedy matici
1 0 0 O
0 0 0 1
B = 00 2 0
01 00

Gaussovou eliminaci ji pfivedeme do odstupriovaného tvaru:

0 00O 01 0 2 01 0 2
B_1— 0201} |0O0L1TO0O} |0O0T1O0
0 0 1 0 0 2 0 1 00 0 O
01 0 2 00 0 O 00 0 O
Béze nulového prostoru je napf. (1,0,0,0),(0,1,0,1). Dostavame tedy ho(x)
x + 23, Plati f(z) = [l.cr, NSD(f (), ha(z) — ) tedy spocteme

c=0, pak NSD(2? + 1,23 + 2) = 1

c=1,pak NSD(z? + 1,23 + 2 — 1) = 22 + 22 + 2

c=2,pak NSD(z* + 1,23 + 2 — 2) = 2% — 22 + 2
a f(x) = (22 +22+2) - (22 — 22 +2).

Co vsak délat, je-li ¢ >> n? V tom pfipadé bude NSD(f(x),h(z) —¢) = 1
pro vétsinu ¢ € F,. Budeme postupovat podobné jako pfedtim. Zacneme Ber-
lekampovym algoritmem a fesime soustavu (B — I)x = 0, najdeme bazi hi(z) =
1,h2(x), ..., hi(z). Bud h(z) jeden z téchto polynomu a f(z) = Hcqu NSD(f(x), h(xz)—
¢). Ozna¢me C = {c € Fy; NSD(f(z), h(z) — ¢) # 1}. Potom plati rovnost f(z) =
[I.cc NSD(f(x), h(x) —c). Odtud plyne, ze f(x)|[[.cc(h(x)—c). Oznac¢me G(y) =
[y — o). Pak /(@)G(h(z).

Véta 7.4. Mezi vsemi polynomy G(y) € F,ly|, pro které plati f(x)|G(h(x)), md
monicky polynom G(y) nejmensi stupen.

Diikaz. Oznacme {0} # J = {g(y) € Fy[y]; f(z)|g(h(z))} C F4ly]. Snadno se ovéfi,
ze J je idedl v Fyly]. Jsou-li ¢1(y),92(y) € J, pak f(x)|g1(h(z)), f(x)|g2(f(z)) a
tedy i f(2)|(g1 — g2)(h(x)). Je-li k(y) € Fy[y], pak také f(z)|k(h(z)) - g1 (h(2)).

Jelikoz plati, ze okruh T[z] je obor integrity hlavnich idedl pro libovolné té-
leso T, je Fy[y] obor integrity hlavnich idedli. Proto existuje Go(y) € J takovy, Ze
vSechny polynomy v J jsou nasobkem Go(y). Go(y) je monicky polynom nejmen-
gtho stupné v J. Specidlné Go(y)|G(y) = [[.cc (v — ¢), tedy Go(y) = [l.ec, (v — ©)
pro né&jaké C; C C. Protoze f(z)|Go(h(z)) = [l.cc,(h(x) — ¢, plati f(z) =
[I.cc, NSD(f(x), h(x) — c) a odtud plyne C; = C a Go(y) = G(y). O

Jak tuto vétu vyuzit? Oznacme m = |C|. Pak G(y) = [[.cc(y —¢) = 272, bjy’
pro n&jaké koeficienty by, b1, ..., bm—1 a by, = 1. Déle plati f(2)|G(h(z)) = 37 bk (2).
Proto plati 0 = G(h(z)) mod f(z) = (372, bk’ () mod f(x) = 37, b;(h () mod
f(z)) a tedy plati 0 = 377" b;(h (z) mod f(x)).

Z vlastnosti G(y) (pfesnéji feceno z vlastnosti, ze G(y) je polynom nejmensiho
stupné takovy, ze f(z)|G(h(z)))plyne, ze posloupnost polynomt 1 = h°(z) mod
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f(x),h(z) = h'(z) mod f(x),h%(x) mod f(x),...,h™ 1(x) mod f(z) je linearné
nezavisla. Déale z rovnosti f(z) = [[.cc NSD(f(x),h(x) — c) plyne, ze m < k,
kde k je pocet ireducibilnich éiniteldt v rozkladu f(x), protoze pocet ¢initeld na
upravé strané posledni rovnosti (kazdy z nich m4 stupeii aspoii 1) nemtze byt vétsi
nez pocet rtznych ireducibilnich déliteldi polynomu f(x).

Jak hleddme G(y)? Po¢itdme postupné b’/ (z) mod f(x) a prvni index j, pro ktery
plati, Ze h/ (z) mod f(x) je linearni kombinaci h*(z) mod f(x) proi =0,...,j—1,se
rovna m. Koeficienty této linedrni kombinace jsou by, b1, - .., b,—1. Tak dostaneme
polynom G(y), najdeme jeho kofeny C' a pak dokon¢ime Berlekampiv algoritmus.
Berlekamptv algoritmus s vyuzitim polynomu G(y) se nazyva Zassenhausiv algo-
ritmus.

P¥iklad. Rozlozte polynom f(z) = 25 — 32° + 52* — 923 — 522 + 62 + 7 € Fo3[7]
pomoci Zassenhausenova algoritmu.
Reseni:
Méme n = deg f = 6 a ¢ = 23. Snadno spocteme, ze plati NSD(f(z), f'(z)) = 1.
Zaéneme pocitat Berlekampovym algoritmem. Spo¢teme 279 mod f(z) pro j =
0,...,n — 1. Dostavame matici

5 =10 0 1 -3
0 10 7 0 0
-1 10 9 -4 -10
8 0 -8 7 9
-3 1 10 7 2
0O -10 -9 -1 2 -9

Matice B—I m& hodnost 3, baze nulového prostoru je napf. hy = (1,0,0,0,0,0), ho =
(0,4,2,1,0,0),hs = (0,-2,9,0,1,1).

Nyni si vezméme napt. h(z) = ha(x) = 23 + 222 + 42. Plati

OO OO

RO(x) = 1 mod f(x)

hl(x) = 23 + 22% + 42 mod f(x)

h2(x) = T2° + Ta* + 223 — 222 — 62 — 7 mod f(z)
h3(x) = —112° — 112* — 23 — 922 — 52 — 2 mod f(z)

Plati h®(x) —5h?(x)+11h(z)—10 = 0 mod f(x), takze G(y) = y>—5y%+11y—10.
Kofeny G(y) jsou —3,2 — 6.
Zbyvéa spocitat
NSD(f(z),2% + 222 + 42+ 3) =2 — 4
NSD(f(x), 2% +22% +4x —2) =22 -2+ 7
NSD(f(x), 2% +22% + 42 — 6) = 23 + 222 + 42 — 6

~
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8. VYPOCET KORENU POLYNOMU NAD KONECNYMI TELESY

Bud f(z) € F,[z]. Pfi hledani kofen polynomu f, které lezi v F,, napfed
izolujeme tu C&st polynomu f(x), kterd obsahuje linedrni délitele. To udélame
snadno, nebot vime, Ze kazdy prvek a € F, je kofenem polynomu z? — z € F,[z].
Kazdy linedrni délitel polynomu f(z) tak déli také polynom z? — z a tedy také
NSD(f(z),2? — x). Tento nejvétsi spoleény délitel je tak souéinem vSech linedrnich
déliteld polynomu f(z).

Mtizeme tedy od za¢atku predpokladat, ze polynom f(x) € F,[z], jehoz kofeny
chceme najit, se nad F, rozklad4 na soucin linedrnich ¢initelt.

Budeme se zabyvat pouze pfipadem, kdy ¢ se rovna néjakému prvocislu p. Pred-

poklddame, ze
n

f@)=T](@~e),
i=1

kde ¢y, ..., ¢y, jsou navzdjem rtzné prvky F,,. Je-li p malé ¢islo, pak lze najit kofeny
f(z) zkusmo dosazovanim, neboli vypoctem hodnot f(0), f(1),..., f(p —1).

Pro velké p > 2 pouzijeme nasledujici metodu. Pro b € F), plati

fe =) = [ - 0+ ala? -z = 202 + 1)@ 1),
i=1

Pokud je x délitelem f(z — b), plati f(—b) = 0 a nasli jsme kotfen f(z).

Pokud  neni délitelem f(x — b), plati f(x)|(z?~1/2 4 1)(z®=D/2 £ 1) a tedy

f(z —b) = NSD(f(z — b), zP~V/2 £ 1) . NSD(f(z), z2P~V/2 1)

Déli-li f(x — b) jednoho z &initelt na pravé strané, pak plati bud z(P~1/2 = 1 mod
f(z —b) nebo 2(P~1/2 = 1 mod f(x — b). Pokud

2P=Y/2 £ 41 mod f(z — b)

pak rovnost f(z —b) = NSD(f(x — b),2®»~1/2 £ 1) . NSD(f(x),2P~1/2 — 1) dava
netrivialni rozklad f(z — b). Dosadime-li  + b za z, dostaneme netrividlni rozklad
f(z). V mélo pravdépodobném piipadé, ze 2(P~1/2 = +1mod f(z — b) prosté
zkusime jiné b € Fp,. Tim dostdvdme pravdépodobnostni algoritmus pro nalezeni
kofenti f(z) € F,[x]. To, jak funguje, si ukdZeme v nésledujicim piikladu.

P¥iklad. Najdéte ty kofeny polynomu f(z) = 25 — 725 +32* — 723 + 422 — 2 -2 €
F17, které lezi v F17.
Reseni: Hledané kofeny polynomu f(z) jsou pravé kofeny polynomu g(x) = NSD(f(z), x'7—
x). Bukleidovym algoritmem zjistime, ze g(x) = x* + 623 — 522 + Tz — 2. Pii hled4ni
kofenii g(x) budeme postupovat zpusobem uvedeny pred pfikladem.
Napfted zvolime b = 0. Pfimym vypoctem zjistime, ze

zP~Y/2 = 38 = 1 mod g(x)

takze tato volba b nedava netrividlni rozklad g(z). Zvolime tedy b = 1. Pak g(x —
1) =a*+22% -3z —2a2P /2 =38 = 42 — 72?2 4 82 — 5 mod g(z — 1), takze
volba b = 1 ndm dévé netrividlni faktorizaci g(z — 1). Plati

NSD(g(z —1),2% +1) = NSD(z* + 22 — 32 — 2, —42° — 72® + 8x —4) = 2® — Tz +4
a

NSD(g(z —1),2% —1) = NSD(z* +22° — 32 — 2, —42> — 72® + 8x —6) = 2* —8x +8
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atedy g(z — 1) = (22 — Tz + 4)(2? — 82 + 8), coz vede k ¢astetné faktorizaci
g(z) = (2% = bz — 2)(2® — 6z + 1) = g1(2)g2(2)
Abychom rozlozili g1 (x) a go(x), zkusime b = 2. Plati g1(v —2) = 22 +8x — 5 a
2% = —8x + 2 mod g1 ( — 2). Spocitame
NSD(g1(x — 2,2% +1)) = NSD(2? + 8z — 5, -8z +3) =z + 6
atedy g1(z —2) = (z + 6)(x + 2), a také g;(x) = (z + 8)(z + 4).
Pokud jde o go(z), plati go(x — 2) = 2% + Tz = z(z + 7), ¢ili —2 je kofen go(z) a
g2(x) = (x + 2)(x — 8). Zjistili jsme tak, ze
9(x) = g1(x)g2(z) = (z + 8)(x + 4)(z + 2)(x — 8)
a koteny g(z) a tedy i f(x) v F17 jsou —8,—4, -2, 8.
Pro hledani kofenti polynomu s koeficienty v konecnych télesech, ktera nemaji
prvociselnou velikost, se pouzivaji jiné algoritmy.



