Limity nékterych integrala
Limita [, f(z)dz, R — +oo.

V prvni radé, to, co jsme potiebovali na minulém cvi¢eni, nebylo pfimo Jordanovo lemma, ale
jen jednoduchy odhad. Jakykoliv kiivkovy integrdl 1ze totiz odhadnout jako

‘Af(z) dz

< L(0)My(f),

kde L(¢) zna¢i délku krivky ¢ a
My(f) == max | f(o(t))|

te[a,b]

(za predpokladu, ze f je spojitd). Takze, pokud ¢ bude néjakd ¢ast kruznice s polomérem R, tj.
¢ = @gr, potom L(¢) = cR, kde ¢ > 0 je néjaka konstanta. Aby tedy integral

LRf(z)dz

konvergoval k nule pro R — +o00, staci aby

Rmax |f(pgr(t))] =0, R — +oo,

tEla,b]

neboli
R|f(pr(t) =0, R— +oo,

stejnomérné vzhledem k t € [a,b]. To je ta podminka, kterou jsem ovéroval.
Limita [, f(z)e’**dz, R — +00

Podle Jordanova lemmatu je tato limita nulova, pokud soucasné plati
i) ¢r lezi v horni poloroviné,
i) a >0,

i) M,

(f)—0, R— +oc.

Kiivka ¢r muze byt celd horni pilkruznice (i s krajnimi body), nebo néjaka jeji ¢ast. Dukaz je
snadny, najdete ho v Kopackovi - Lemma 17.4. nebo na anglické wiki. V podstaté jsem ho dokazoval
i na minulém cviceni, kdyz jsem pocital [;° % dx.

Limita [, f(z)e"**dz, R — 400

To je jen jednoducha modifikace predchoziho. Opét je potfeba a > 0 a konvergence maxim; jedina
odlisnost je samoziejmé v tom, ze nyni ¢g musi byt v dolni poloroviné.

Miizete si ty verze pamatovat tak, ze v integrandu se pro zadny bod na ¢r nesmi objevit e”,
x > 0 (protoze to by mohlo zkazit konvergenci). Napr., pokud by g zasahovalo do horni poloroviny,
pak by existoval néjaky bod z € ¢g, pro ktery Imz = ¢ > 0, a tedy

e—iaz — e—iaRez . eoae.

Toto je ale jen memotechnickd pomtcka - existuji dalsi verze Jordanova lemmatu, kde se "kladna
cast”exponenciely muze objevit. Nicméné pak je potreba pridat pomérné silny predpoklad, aby se to
uhlidalo, viz dalsi verze.



Limita [, f(2)e**dz, R — +o0

Bud £ > 0. Pro kazdé R > 0 pak uvazujme ¢ast kruznice pr(t), t € [yr, 27 — g, kde vz je thel,

pro ktery '
Re(Re"?) = ¢,

neboli

COSVR = 3.

Vidime tedy, Ze sice pr zasahuje i do pravé poloroviny, ale pro R — +o00 je yg — 7, tj. kiivka se
stale vice blizi levé pulkruznici.

Tvrzeni je, ze pokud o > 0 a

z%o&g}ezgﬁf(z) - 0’

pak zkoumany integral konverguje k nule.

Dikaz je opét pomérné primocary odhad, s vyuzitim predchoziho a sudosti kosinu. Za jeho
predvedeni na cviceni nabizim 2 body; jinak ho na vyzadani dodam.
Limita [, f(z)dz, r — 0+

Na pristim cviceni budu také potiebovat znat tuto limitu, kde f je holomorfni v prstencovém
okoli bodu z € C a ¢,(t) =z +re', t € [a,b], a < b € R. Pak plati

i) Pokud f je holomorfni i v z, pak

lim / f(z)dz =0,

r—=0+ Jo
ii) Pokud f ma pdl ndsobnosti 1 v x, pak

lim f(2)dz =i(b— a)res, f.

r—=0+ Jo,.

Prvni ¢ast plyne z toho, ze f ma na okoli x primitivni funkci a druha pak plyne z predchozi pomoci
rozvoje v Laurentovu fadu. Pokud jste to ndhodou neméli na prednasce, detaily dodam. Specialni
pripad tohoto tvrzeni je cviceni 6 z prikladii na Cauchyho vétu.



