VI1I. APLIKACE REZIDUOVE VETY
1. Spoctéte integrély:

2 2m x 27 x
2) Jo " arcorz (@€ R, Jal > 1), b) fg m (@>b>0), o) [y ety (a:0>0),
d) O%WGR a # +1, nGN) e) [T tg(x +ia)dz (a €R, a #0),
) o cotg(z +a)dr (a € C\R), g) [§ 15z de, W)* [{7 e da, )* [§7 cos(z —sina) de,

j* f €8 % cos(3z — sinx) du.

NAVOD: Vyjadiete sin x a cos x pomoci exponencidly a podle definice kiivkového integralu preved-
te na integral pres kladné orientovanou jednotkovou kruznici. Ten spoctéte dle reziduové véty. Je-li
integrac¢ni interval kratsi, pouzijte vhodné symetrie integrované funkce. V piikladech s hvézdickou
je tfeba spocist reziduum v bodé podstatné singularity.
2. Spoététe integrély
2 oo dzx
a) [o° (sz)n (neN), b) [;°&Gtdr, o [, T () (a b>0),
2
d) [5° Grrary dz (@ > 0), ) e oo de, §) [ 1+T2" dz (ne N, n>1),
)

o 22 —x+2
g) /o A T1022 19 4T

NAVOD: Nejprve prevedte na integrdl od —oo do oo pomoci symetrie. Pak integrujte pies
[—R, R] + ©r, kde ¢gr(t) = Re', t € [0, 7], pouzijte reziduovou vétu a to, Ze integral pres ¢r
ma limitu 0 pro R — oo.

3. Spoctéte integraly:

X cosx cos T 00 z2—b2 sinax
f z2+a? dl’ CL > 0 fO (x2—|—a2)2 CL > 0 f RS dx (CL b> O)
X sinmx X sinwx 0 58
d) 0 x3—x e) f—oo 2tz f) f_oomCOST(Zde.

NAVOD': Nejprve prevedte na integrdl od —oo do oo pomoci symetrie. Pro piipad e): Integrujte
funkei 55— podél kiivky [-R, —1—7]+ ¢, +[-1+7, —r]+¢; +[r, Rl + 0, kde R > 1ar € (0, b,
or(t) = —1+re ™ t € [—m,0], ¥.(t) = re”™, ¢t € [-7,0], nr(t) = Re', t € [0,7]. Zkoumejte
limitu pro R — oo a r — 0+. Ukazte, Ze integral pfes ng ma pro R — oo limitu 0 (Jordanovo
lemma) a spoctéte limitu integrala pfes ¢, a 1, pomoci rezidui v 0 a v —1. Na zdvér uvazte
imagindrni ¢ast. V ostatnich pripadech postupujte analogicky.

4. Spoctéte integraly:

a)fo xzx—_de(ae( 11) fO (2+1)2dx(a€( fO m E(O,l),b>0),

d) fooo Wax-i-ﬂ))’ (|(I| < 1, b > 0)

NAVOD pro a ¢ 7: Provedte substituci = e¥, vyslednou funkci integrujte pies obvod obdélnika
o vrcholech —R, R, R + 2mwi, —R 4+ 27i a uvazte limitu pro R — oo.
5. Spoctéte integraly:

a) [y gz dz, b) [ 25 dr, o) [ 2%, d) [T 22 de (kEN).

NAVOD: Pro0 < r < Ra« € (0, ) uvazme kiivku (= ¢y o) +[re'®, Re']+¢p,o +[Re™ ", re="],
kde ¢ = re't, t € |a, 27 — a. Dale necht A(z) € Arg(z) N[0,27) a L(z) = In|z| + iA(z) pro

z # 0. Pro pi"l’klad d) integrujte funkci ii(;z) pres uvedenou kfivku. Provedte limitni pfechod pro

a — 0+ a pak pro r — 04 a R — oo a odvodte rekurentni vztah pro uvedeny integral v zavislosti
na k. Pro ostatni ptipady integrujte analogickou funkci, v nfz bude L?(z).




VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) Z7ZERt. b) (\/a%"_“bQ)y c) \/a(’zﬁb), d) 1oy - (minflal, 5 1)" e)

misgna, f) —2risgnlma, g) 2r(v2—32), h) 27y 7, ﬁ, i) 2w >, 24471(32(;:31521?@223), j) 5.
2. a) o=t - (2:_12), b) %, c) 2ab(’;+b), d) 1go3, €) —g57, f) 0 pron liché, 2 7 — D3, pro n sudé, g)

—a sin &2

27 3.a) IL b) I (a+1) ) Z(27%—1),d) —m,e)2m f) 4. 4.a) 2 proa—() 7r81n7r2a

pro a # 0, b) 2 pro a = 1, __'cosm pro a # 1, ¢) yaei—, d) (25‘—1)%5111“#2 pro a # 0, — 5=
2k+1

pro a = 0. 5. a) 1 b) O C) 7'(', d) Izk+1 = 0, IO = %, Izk = —m((—l)k—’—l gzk-q-z (32k+1 —

1)-+-z:§;3<——1>k—f<22§1><2w>2k QJzajy

VIII. DALSI APLIKACE REZIDUOVE VETY
1. Najdéte soucty rad:
a’) Z n4+_2a47 a € G b) Z ((a_|_172)27 CLGC\Z ) Z W,QGC\Z;

n=1 n=-—oo n=—oo

d_) #, e) Z (7112)717 f) Z m, ) Z n2+a27 CLG(C, m@éZ,

n=1 n=1 n=-—oo
h) limy, o0 Yh 7o, ¢ € C\ Z; 1) limy, 0 Zk—_n U ceC\zZ

NAVOD: Pro pripad ¢) uvazte funkei f(z) = ”(Ziff;;z, aplikujte reziduovou vétu na integral z f

podél kruznice o sttedu 0 a poloméru n + % a uvazte limitu pro n — oco. Pouzijte fakt, ze funkce
7 cotg 2 je na téchto kruznicich stejné omezend. Pro piipad b) postupujte analogicky, jen misto
7 cotg mz pouzijte funkci == V pripadé h) postupujte podobné jako v pfipadé c), s tim, ze

sinmz
ukézete, ze integral pres uvedené kruinice z funkce 7 cotg mz (= 1 %) ma limitu nula, pricemz je

stejny jako integral z 7w cotg mz - ——, protoze integral z w cotgwz - je nulovy (jde o 2mi-ndsobek
absolutniho ¢lenu Laurentovy rady hche funkce 7w cotgmz v nejakem mezikruzi o stfedu 0).
2. Spoctéte integraly:
a) [y 512# dz. (NAVOD: Integrujte funkei 1_Z622iz podél kiivky [r, R] + ¢r + [-R, —r] + (= ¢»),
kde ¢, (t) = rett, t € [0, 7].)
b) [ =55E du. (NAVOD: Podél kiivky z a) integrujte funkci 1_2‘;3” )
) ffo —az® 0og by da (a,b > 0) (NAVOD: Integrujte funkci e~ podél obvodu obdélnika s
vrcholy R R, R+ i, —R+ iL. Pouzijte znalost [ e~ dz.)

fo 1+xp dz (p > 1). (NAVOD. Je-li p € N, integrujte funkci 1-1-% podél kiivky [0, R] +
vr+I[R exp(zm) 0], kde pg je pfislusny oblouk kruznice o sttedu 0. V obecném piipadé je tieba
integrovat funkci m, kde L(z) € Log(z) je takové, ze Im L(z) € [—¢,2m —¢), kde € > 0 je
dost malé (¢ < 27(1— 1%)), a kolem bodu 0 je tfeba pfidat oblouk kruznice jako v piikladu VII/5.)
e) fooo i de. (NAVOD: Integrujte funkci -7 bies kiivku jako v pifpadé d) pro p = 4.)

2iaz 2ibz

f) [, cos2az-cosabr 22 4y (a,b € R). (NAVOD: Integrujte funkci £——=%— pies kiivku z a).)

x2

fooo sin’ e g (NAVOD: Integrujte funkci Z;e?' pies kiivku z a).)

/ ¢ 2 _ T sinh wav/2—sin Tav/2 72 cos7'ra T
VYSLEDKY A NAvODY. 1. a) % pro a= 0, ” ﬂ L enpmaVEs VS Jinak; b) TS ©) o
2 2 2 \/_
d) %7 e) _%7 f) = tgh e Y g) 2a2 (1 + sin Tma

2-), h) —mcotgme, i) —"—. 2. a) 5, b) 7, ¢c)
VT exp(~), &) ol o) m, ) 7 w—axgg.

Ta’

sin7mwce




