Télesa, pole Termin téleso ozn&uje strukturu se dima binarnimi operacemiiganim

a nasobenim, kde pr@itani plati¢tyiéi znamé axiomy (asociativita, komutativita, existen
nulového prvku a existence apgich prvki). Pro nasobeni platiitaxiomy (asociativita,
existence jednotkového prvku a existence inverzipiski ke vSemnenulovym prvkam).
Oke operace musi byt ,svazany" &ma distributivnimi zakony (,roznasobovani zavorky"
zprava a zleva). dlesa mohou bykomutativni (pfibude komutativita nasobeni a vynecha se
jeden z distributivnich zakan neba je zbyt&ny), nebonekomutativni. Komutativni &lesa
se také nazyvajpole V ucebnici LA je umluva 7.1, Ze budeme uzivatikstru¢nosti termin
teleso pro komutativni glesa Friznavam, Ze jsemippsani @ebnice byl pod vlivem prazské
algebraické Skoly (prof. V. Kinek, prosluly znéné¢ kuriéznimi historkami), kterd termin
poleneuzivala. V poslednich letech jsem jiz nadgmaskach uzival termin pole.

Aby to nebylo tak jednoduché, vyBgi se ineasociativni desg v nichZz nasobeni neni

asociativni (nap tzv. oktavy osmislozkov&isla, jisté zobeami kvaterniom), tj. vynecha se
prislusny axiom.

Zatim mZete viceméh pustit z hlavy neasociativni i nekomutativnélesa. V LA
potrebujeme pouze komutativrédsa, tj. pole.

PoZadavek, abyleso ntlo alesp@ dva prvky, je trochu formalni, S na m nezalezi.
Prost nechceme, aby se jednotkovy prvek rovnal nulovégituktura, ktera ma jen jeden
prvek, k ntemu neni.
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Okruhy . Definice okruhu obsahuj@méné axiomi nez definicedesa, tudiz ji vyhovuj&ice
objekti. Pro gitani se axiomy okruhu &lésa shoduji, rozdily jsou v nasobeni. Obvykla
definice okruhu poZaduje asociativni nasobeni a disa&ributivni zakony, které svazuji
operaci nasobeni s operadiitdni. Ridame-li axiom komutativity pro nasobeni, mame
komutativni okruhy pridame-li axiom jednotkového prvku, manokruhy s jednotkovym
prvkem priddme-li oba tyto axiomy, mamé&omutativni okruhy s jednotkovym prvkem
Pridame-li jeS¢ poZadavek neexistence netrivialnichitela nuly, dostaneme definiaboru
integrity. Obor integrity je tedy komutativni okruh s jedkmtym prvkem, v 8mZ nejsou
netrivialni clitelé nuly. V oboru integrity vSak nelzesld, neba” v ném neexistuji inverzni
prvky ke vSem nenulovym prikn.

Nékdy se téz vySétji neasociativni okruhyv nichz nasobeni neni asociativni. V tomto
piipadt je situace zérazrena nazvemneasociativni okruhy

Priklady. V tomto okamziku je dobré uvéstiklady:
Neasociativni a nekomutativni &lesa oktavy(Ty nas nemusi z hlediska LA zajimat.)
Nekomutativni télesa kvaterniony(O tch asi gco malo uslySite v Zakladech ar. a alg.)

Komutativni t éleso( = pole): racionalnicisla; realnacisla; komplexniisla; vSechna £ kde
p je prvaislo (Pro LA nam tyto piklady bohat st&i).

Obory integrity : vS8echna poleselacisla; Gaussova celéisla; polynomy nad polem.



Komutativni okruhy s jednotkovym prvkem: vSechna pole; vSechny obory integrity;
vSechna £, kden je prirozenécislo.

Komutativni okruh bez jednotkového prvku: suda cel&isla, celacisla dlitelna temi
(neboctyimi, peti, ...), zn&ime je obvykle 27, 37, 47, 527, ...

Nekomutativni okruhy s jednotkovym prvkem: ¢tvercové matice tého?adu (alespo
druhého), jejichz prvky jsou zjakého pole.

Netrivialni délitelé nuly. Netriviadlnimi dliteli nuly se rozuminenulové prvky a, b, jejichz
souin je nulovy prvek:

a*h=0

V télese nemohou netrivialniclitelé nuly existovat. Dokazeme tord@pokladejme, Za, b,
jsou nenulové prvkyetesa a Zzea ¢« b= 0. K nenulovému prvka existuje v &lese inverzni
prveka™, kterym miiZeme vynasobit abstrany:

Leva strana: ale(@asbh=(@'ea)eb=1+b=b
Prava strana: ale0=0
Pravé strana se rovnalevé: b=0
Prvekb vSak byl nenulovy.
To je spor. Pro nenulové prvigyb, tedy nenize byta « b= 0.
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Parcialni operace Okruh ¢étvercovych matic. Vzhledem k tomu, Ze nelzeéigat ani nasobit
libovolné dw¢ matice, hovti se rtkdy o tom, Ze jsou tyto dvwbinarni operacearcialni. Aby
bylo mozno &itdni matic chapat jako klasickou binarni operasép@rcialni), nesmime
uvazovatvSechny matice, ale musime jejich ,mnozstvimezit Omezime-li se pouze na
matice stejného typu, je na této mne&Zetitdni normalni binarni operaci. Omezime-li se
pouze nactvercové matice stejnéhitadu, je na této mnozinnasobeni normalni binarni
operaci. Uvazujeme-li tedy mnozinu vSedtivercovych matic stejnéhoradu nad
komutativnim &lesem (tj. polem)l, zna&ime ji obvykleT """ | je tato mnoZina s&iganim

a nasobenimkruhem s jednotkovym prvkdjadnotkova matic&). Pokud uvaZzujeme matice
alespa druhého radu, je tento okruhnekomutativni. K nékterym maticim (nazyvaji se
invertibilni) existuji inverzni matice, k jinym neexistuji.

Ad piiklad 4.13 (i). Prowteni toho, Ze jedna matice je inverzni ke druhéngdné. Sta ty
dvé matice vynésobit. Zjistime, Ze vyjde jednotkov&ioeE.

Symetrické a antisymetrické matice (Zdirazreme, Ze se jedna pouzeitvercové matice.)
Symetrickénatice jsou ,sourné ges hlavni diagonalu®, prantisymetrickge tato symetrie
,poSkozena minusem*. Exakirfec¢eno, matice A = (a;) je symetricka, je-la; =a; , resp.
antisymetricka, je-liaj; =—a; . Jedna-li se o matice nad polem, kieeéna charakteristiku 2,
je nulova matice jedinou matici, ktera je &asré¢ symetricka i antisymetricka. Pro matice nad
polem charakteristiky 2 taeplati! Napriklad matice sestavena ze samych jéekije
souwasre symetricka i antisymetricka, nebwo poli charakteristiky 2 je 1 + 1 = 0 (jednotkovy
prvek je opany sam k sod), tj. 1 =-1.



Antisymetrické matice nad polerkteré nema charakteristiku 2, ma na hlavni diagonale
nulové prvky. Pro prvky na diagonale antisymetriokatice (maji stejnyadkovy a sloupcovy
index) je totiz a; =—a;, neboli 2&; = 0, odtud a; = 0. Posledni krok nelze &dt, ma-li
pole charakteristiku 2, neb@ = 0 aa; muaze byt jakékoli.

Blokova matice Blokovou matici rozumime matici, kterou podle lsvéivazeni rozilime
vodorovnymi a svislymicarami na tzv.podmatice(submatice bloky, dil¢i maticg. Tento
pojem vyuzijeme napv partii o determinantech.

Hadamardiv a Kroneckeriv sowin. V LA tyto dva sodiny matic nepouZzijeme.
Hadamardv sowin je velmi jednoduchy, nasobeni se provadi pokslod, nasobi se matice
stejného typu. Ziskame takekmy priklad komutativniho okruhu s jednotkovym prvkem
(uvazujeme-li matice nad polem). Néoh aB jsou d¥ matice. Jejich Kronecké&v sowin si
predstavime tak, Ze mati@ vynasobime jednotlivymi prvky matic& a vysledné matice
sestavime do ,velké" matice.



