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Vazené kolegyné, vazeni kolegové,

predkladame vam sbornik obsahujici texty tii vyzvanych prednasek, texty delSich
a kratSich sdéleni, které programovy vybor obdrzel do 15. kvétna 2014. VSechny piispév-
ky byly graficky a typograficky sjednoceny.' Zaiazen byl téz program konference a se-
znam vSech ucastnikd, ktefi se pfihlésili do 1. ¢ervna 2014.

V prvni ¢asti sborniku jsou otistény rozsifené texty hlavnich prednasek, o néz byli poza-
dani prednasejici, ktefi se dlouhodobé zabyvaji matematikou, jeji historii, vyucovanim
a aplikacemi.

Ve druhé ¢asti sborniku jsou publikovany piispévky jednotlivych ucastnikil, které
nejsou monotematicky zaméteny, nebot’ konference se snazi poskytnout dostatecny prostor
k aktivnim vystoupenim, diskusim a neformalnim setkanim vSem pfihlaSenym, tj. matemati-
ktim, historikim matematiky, u¢itelim vysokych i stfednich Skol, doktorandiim oboru Obecné
otdazky matematiky a informatiky, studentim i vSem dal$im zajemciim o matematiku a jeji
historii.

Program letosni konference je pomérné pestry. Véfime, ze kazdy najde témata, ktera ho
zaujmou a potesi, Ze objevi nové kolegy, pratele a spolupracovniky, ziska inspiraci, fadu pod-

nétl, motivaci i povzbuzeni ke své dalsi odborné praci a ke svému studiu.

Informace o letosni konferenci i o vSech pfedchozich konferencich a letnich Skolach 1ze
najit na adrese

http://www.fd.cvut.cz/personal/becvamar/konference/hlavnindex.html.

Martina Becvdrova a Jindrich Becvdr

V Praze, v ¢ervnu 2014

! Jednotlivé prispévky neprosly jazykovou korekturou.
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ARCHIMEDOVA METODA,
PREKLAD A REFLEXE NOVEHO CTENI

ZDENEK HALAS

Abstract: In this article we focus on new advances caused by the publication of the new
reading of Archimedes palimpsest, namely the Method. We refer about the new Czech
translation of the Method and compare other selected translations from the point of view
of textual criticism and attitude to translation.

1 Archimédiv palimpsest

1.1 Historie a soucasnost kodexu obsahujiciho Archimédovy spisy

Priblizn€ v poloving 10. stoleti byl pofizen opis nékolika Archimédovych spisi, které
byly svazany do pergamenového kodexu velkého formatu. Zacatkem 13. stoleti vSak
tento kodex nebyl povazovan tehdej$im vlastnikem za uZzitecny, a tak byl rozvazan, jeho
text seSkraban, ofiznut na mensi format a jednotlivé listy byly pifelozeny na polovinu,
¢imz vznikl kodex polovi¢ni velikosti, do kterého byly zapsany modlitebni a liturgické
texty — byzantské Euchologion. Pivodni text vSak timto postupem nezmizel uplnég, ale
mirné prosvitd na pozadi nového textu. Takovéto rukopisy, jejichz pergamen obsahuje
zbytky predchoziho textu, nazyvame palimpsesty. Euchologion je opatfeno datem
14. dubna 1229.

Pocatkem 19. stoleti byl tento kodex prevezen z Jeruzaléma do knihovny Reckého
patriarchatu v Konstantinopoli, kde jej pak roku 1899 zanesl do katalogu [16] soukromy
docent Petrohradské univerzity Papadopulos-Kerameus. Spolecné s obvyklymi tidaji tam
opsal i tfi fadky pluvodniho Archimédova textu, které bylo mozno pomeérné snadno
precist. V 1été roku 1906 se do této knihovny vypravil dansky klasicky filolog a historik
antick¢é matematiky J. L. Heiberg a na mist¢ kodex prostudoval. Nalezl v ném dosud
nezndmé texty dvou Archimédovych spisti: Metody a Stomachion, a dale fecky text
Archimédova spisu O plovoucich télesech, ktery byl zndm jen z latinského piekladu. Na
zéklade€ svych poznamek a profesionalnich fotografii, které nechal potidit, pak roku 1907
uvetejnil predbézné znéni textu Metody [7]. Toto vydani vzbudilo zna¢nou pozornost
a bylo prelozeno do némciny, anglictiny a ceStiny (viz [8], [6], [18]).

J. L. Heiberg se do Konstantinopole vypravil roku 1908 znovu, aby ovéfil néktera
nejasna mista. Pokracoval pak v edi¢ni praci, ktera vyvrcholila v letech 1910-1915, kdy
vydal zcela nové doplnéné a opravené vydani Archimédova dila [9]. Ve spisu Metoda se
mu podafilo dosahnout oproti prvnimu vydani [7] podstatného zlepseni.

Od dvacatych let byl kodex nezvéstny. Objevil se az po druhé svétové valce
v soukromé sbirce jedné parizské rodiny. Po neuspésnych pokusech o prodej kodexu
vybranym knihovnadm byl nakonec 29. fijna 1998 vydrazen v aukéni sini Christies v New
Yorku za dva miliony dolart a ocitl se opét v soukromych rukou.
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Majitel, ktery zustal v anonymité, poskytl kodex na deset let k restaurovani
a védeckému vyzkumu, pficemz oboji sam po tuto dobu financoval. Restauratorské prace
byly mimoradné naro¢né, protoze se stav kodexu béhem dvacatého stoleti pronikavé
zhorsil. Prakticky vSechna folia byla zasazena plisni, vyrazné se snizila Citelnost textu.
Odstranovani vazby trvalo vice nez Ctyfi roky a poté byly jednotlivé listy postupné
ocistovany a zasazovany do ochrannych folii. V roce 2007 vysla popularni kniha, v niz je
popsén prub¢h téchto praci. V nasledujicim roce vysel také jeji Cesky preklad [14].
Presné¢ po deseti letech bylo zpracovani kodexu ukonceno a vysledné fotografie ve
vysokém rozliSeni spole¢né s transkripci feckého textu byly zvefejnény na webovych
strankach [19].

V prosinci roku 2011 vysla dvoudilnd kniha velkého forméatu The Archimedes
Palimpsest (viz [15]), ktera obsahuje vSechny zakladni vysledky celého projektu.
V prvnim dilu této knihy je shrnuta historie kodexu a postup jeho zpracovani. Druhy dil
obsahuje fotografie jednotlivych stran kodexu a zrcadlové umistény piepis feckého textu,
ktery prosvita pod textem Euchologia, tj. spisi Archimédovych, zlomky Hypereidovych
feCi a fragment komentare k Aristotelovym Kategoriim. Cilem bylo vytvofit knihu, ktera
by co nejpfesnéji odrazela obsah pavodnich kodexi, proto je vzdy na levé strané
fotografie ptislusného bifolia (dvoustrany modlitebni knihy, kterd vznikla ptelozenim
jednoho listu ptivodniho kodexu) a na pravé strané je transkripce feckého textu pu-
vodnich kodext, kterd je také uspotfadana ve dvou sloupcich. Uspotfadani na jed-
notlivych bifoliich je i v transkripci zachovavano — odpovida mu sazba do dvou sloupcti,
déleni na konci jednotlivych fadki i umisténi obrazka prekreslenych z kodexu.

1.2 Obsah Archimédova palimpsestu

Na prvni pohled je tento kodex byzantskym Euchologiem z prvni poloviny 13. stoleti;
okraje stranek jsou poznamenany ohném, jednotlivé listy (folia) jsou znacné poskozeny
plisni, n€které dokonce chybi. Dochovalo se nam 175 pergamenovych listt (20 x 15 cm)
a 7 listd papirovych (vlozeny az v 15.-16. stol.). Jedna se vSak o palimpsest, coz
znamena, Ze byla tato liturgicka kniha vytvofena z jinych kodexii napsanych drive.

Pavodni texty, které byly z pergamenu seskrabany, aby na n¢ mohlo byt napsano
Euchologion, jsou pro nas mnohem zajimavéjsi. VEtSina z nich se nam totiz dochovala
pouze v tomto jediném rukopisu. Nejveétsi ¢ast list nového kodexu pochazi z kodexu
obsahujiciho n€které Archimédovy spisy (polovina 10. stol.), z n€hoz se ndm dochovalo
69 pergamenovych listd. Sedm z nich neni Gplnych a jeden list je dnes uloZen samostatng
v univerzitni knihovné v Cambridge. VSechna folia jsou pribézné Cislovana a obsahuji
nasledujici spisy (n&které netplné): O rovnovdze rovinnych iitvarii 1 (1r-3r)',
O plovoucich telesech I, 11 (3r—7r a 7r—15r), Metoda (15r-29v), O spirdldch (30r—45r),
O kouli a valci I, Il (45r—63v, 64r-67v), Méreni kruhu (68r—69r) a Stomachion (69r—69v).

Folia zbylé ¢asti celého palimpsestu pochazeji z dal§ich Sesti kodexii. Jeden z nich je
datovan do 2. poloviny 11. stoleti. Obsahoval feci attického politika protimakedonského
zaméfeni Hypereida (4. stol. pt. Kr.). Z néj mame v Archimédové palimpsestu pouhych
pet listd, které obsahuji ¢asti jinde nedochovanych fte¢i Proti Diondovi a Proti
Timandrovi. Jejich publikovanim se tak rozsitil soubor ptivodné Sesti rozsahlych frag-
mentd Hypereidovych feéi, které pochazely z papyri nalezenych v druhé poloving

! Strany kazdého folia se standardné oznaduji r (recto) a v (verso).
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19. stoleti. Z dalsiho kodexu pisaf pouzil sedm listl, na nichZ se podatilo identifikovat
zlomek dosud neznamého komentate k Aristotelovym Kategoriim. Sedm listd bylo dale
prevzato z kodexu obsahujiciho hagiografické texty (pribehy svatych, patrné sv. Pante-
leémoéna a sv. Kallinika); z téchto folii je vSak Citelnych jen nékolik frazi. Dvé folia
obsahuji hymny ze sbirky pravoslavnych liturgickych text (Ménaion); jejich text je
velmi Spatné Citelny, zda se vSak, ze obsahuje jen malo odchylek od standardniho textu.
Obsah tii listti se dosud nepodafilo identifikovat. Jisté je jen to, Zze pochazeji ze dvou
ruznych kodexu.

2 Prinos nového ¢teni

2.1 Archimédiv palimpsest

Archiméduv palimpsest obsahuje témé&f Giplny text spisu Metoda, ktery neni dochovan
nikde jinde, ani v piekladu. Nejvétsi pozornost se tedy soustiedila pravé na tento spis,
ato jak pfi prvnim vydani Heibergoveé [7], tak také pii nasledujicim zkoumani. Dalsi
spisy, pro néz je palimpsest velkym pfinosem, jsou O plovoucich télesech I, Il a Stoma-
chion, nebot’ jejich texty byly do objevu kodexu zndmy pouze v piekladech.

Spis Stomachion byl zndm jen z arabského piekladu, v némz se popisuje zndma
konstrukce vSech ¢trnacti dilu této skladacky, které vznikaji délenim Ctverce. Nasleduje
vypocet obsahtl jednotlivych dilkid a ukazuje se, Ze ty jsou s obsahem celého Etverce vzdy
soumé&fitelné. Recky text se od arabského piekladu znacné li§i. Archimédés v ném
zkouma velikosti jednotlivych dilkd a snazi se ukazat, kdy je mozno nékteré dilky
zaménit za jiné a kdy jejich vhodnym pfiloZzenim vznikd napf. pravy ¢i pfimy thel.
Interpretace tohoto spisu je nejista, nebot’ z feckého textu se nam zachoval pouze tvod,
prvni véta a zacatek druhé véty. V novém Cteni, jak je publikovano v [15], doslo k zapl-
néni nékolika mezer v textu jediného folia, které zlomek textu Stomachionu obsahuje.
Délka doplnéného textu se tedy nijak nezvétsila. Interpretace je tedy stejné nejista, jako
pied publikaci [15]. Cesky pieklad arabské verze i feckého textu podle nového &teni je
mozno nalézt v knize [5].

Text dvoudilného pojednani O plovoucich telesech I, II, které obsahuje mimo jiné
formulaci slavného Archimédova zakona, bylo znamo pouze z latinského ptrekladu. Obé¢
¢asti tohoto spisu se nam v palimpsestu zachovaly v Uplnosti a cely text je pomérné dobfie
¢itelny. J. L. Heiberg tento text zahrnul do svého druhého vydani Archimédova dila [9].
V novém ¢teni [15] doslo k podstatnému zlepSeni, tento text obsahuje nejvice oprav
a doplnkl oproti Heibergovu vydani [9]. V celém dvoudilném spisu jich je celkem 414.
Z matematického ¢i fyzikalniho hlediska zde sice nedoslo k néjakému zasadnimu objevu,
nicméné na mnoha mistech doslo k podstatnym zlepSenim — nékteré malé ¢asti dikazi se
podafilo precist presnéji, takze cely dikaz pak vyzniva elegantnéji.

2.2 Metoda

Bezesporu nejvétsi piinos nového Cteni se projevil ve spisu Metoda. Vytez jeho malé
¢asti je na nasledujicim obrazku. Tuéné a podtrzené jsou vyznaceny pasaze, v nichz doslo
ke zméndm (&i které byly doplnény) ve druhém Heibergoveé vydani [9] oproti vydani
prvnimu [7]. V ramci celého spisu tyto zmény zasahly necelou jeho tietinu. Casti textu,
v nichz doslo ke zméndm ¢i doplikiim v novém ¢teni [15], jsou zvyraznény Sedou
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podkladovou barvou (zasahlo pfiblizné osminu celého spisu). Nejvice zmén bylo

provedeno v druhé poloving spisu, zejména ve stiedni a zavérecné casti.
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Metoda — ¢ast textu s vyznaéenym piinosem druhého vydani
Heibergova [9] (tu¢né a podtrzeng) a nového ¢teni [15] (Sedy podklad)

Prvni zména se tyka pfimo nadpisu, tedy nazvu celé knihy. Noveé v ném byla nalezena
zvySena tecka pred poslednim slovem, coz zménilo smysl celého nazvu:

Apxiunoove mepl twv unxavikwy Oewpnuatwv npos EpatocOévny - €dodos

Archiméduv <dopis> Eratosthenovi o mechanickych vétach; Metoda

Z jednoho nadpisu tak vznikly nadpisy dva. Pdvodni nazev pfitom znél ponékud
nelogicky, takze anglické preklady uvadéji nesmyslny preklad ,,The Method of Mecha-
nical Theorems® (Metoda mechanickych vét). V ruském piekladu je vSak spravné
,Ilocmanme x DpaTtocheny. O mexanmdecknx Teopemax.” (Dopis Eratosthenovi. O me-
chanickych vétach).

Podobné drobné zmény nachazime také v ivodu. Archimédés piSe Eratosthenovi, ze
tato metoda poskytuje prostiedek k tomu, aby byly né€které matematické véty prozkou-
many pomoci mechaniky. Podle diivéjsitho cteni se Archimédés obracel jen na Era-
tosthena (... ziska$ prostiedek, pomoci néhoz budes moci ... ). Metoda je tedy urena
Sirokému plénu matematika.

Jina drobna zmeéna s moznymi vétsimi disledky se tyka zminky o Eudoxovi, ktery dle
star§iho ¢teni objevil (¢Envpniev) jako prvni ditkaz tvrzeni o objemu jehlanu. V novém
¢teni nachazime opravu na ,,vydal, zvefejnil” (é&nveyke). Eudoxos tak nemusi byt
puvodcem tohoto dikazu, ale jen tim, kdo jej zvetejnil. Zde vSak mulze byt vyznam
tohoto rozdilu diskutabilni.

Tento spis obsahuje jedenact diikazii, z nichz byly ¢tyfi podstatné upraveny. Nejvetsi
zmény jsou ve vétach 6 — 7 a 14 — 15. Vétu 14 mame nyni Gplnou (viz [11], [12]) a dikaz
véty 15, zachovany v netplnosti (konec Merody chybi) byl podstatné doplnén. V diikazu
véty 6 (t€zisté polokoule) jsme diive byli odkazani na rekonstrukci vychazejici z dikazu
véty 9 (t€zisté kulové tsece). Nyni mame dikaz véty 6 doplnén natolik, ze se nemusime
opirat o vétu 9, naopak, z vedeni dikazu véty 6 mizeme pozorovat, jak Archimédés
prevedl jednodussi pfipad na slozit¢jsi. Dukaz véty 6 tak neni pouhym specidlnim pfi-
padem dikazu véty 9 a doSel navic podstatného zjednoduseni.

Porovnanim feckého textu Heibergova [9] a nové transkripce [15] lze dojit k n€kolika
dals$im pozorovanim. Je zifejmé, Ze nékterd pismena oznacujici body jednotlivych
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geometrickych objektd nékdy byla tak Spatné Citelna, Ze je Heiberg misty oznacuje
pismeny jinymi. Zde zfeteln¢ vyplyva naro¢nost celého procesu transkripce. Misty tak je
Heibergtiv ptepis vysledkem genidlni intuice. Dal§im faktorem, ktery ztéZoval transkripci
Archimédovych spisi, byly ligatury a pisarské zkratky, které se v kodexech té doby
bézné vyskytovaly. V transkripci [15] jsou vSechny zkratky rozvedeny, nicméné pomoci
kulatych zavorek je jasné oznaceno, kde se ktera zkratka vyskytovala.

2.3 Obrazky

V kodexu je témér za kazdou vétou obrazek, ktery ilustruje geometrickou situaci
pfislusné véty. V celém kodexu mame dochovano 68 takovych obrazkil, z toho ve spisu
Metoda jich je 10. Tyto obrazky obsazené v Metode vétsinou obsahuji paku, zkoumany
utvar a utvary, s nimiz je obsah ¢i objem zkoumaného télesa porovnavan. T¥irozmérna
télesa jsou reprezentovana svymi osovymi fezy. Tyto nacrtky vykazuji (z dnesniho hle-
diska) pomérné vazné nepiesnosti:

e ngkterd pismena oznacujici nékteré body nesouhlasi s textem, pripadné oproti

textu oznaceni nékterych bodl chybi,

e neni dodrzen spravny tvar prisluSného utvaru, napf. osovy fez rotacniho
paraboloidu (tj. parabola) je nahrazen pulkruznici,

e nejsou dodrzeny proporce jednotlivych ttvarii (napf. ve vété 1 je jedno rameno
paky podstatné kratsi).

Pricin, které vedly k t€émto nepfesnostem, mize byt vice:

e nacrtky tvofil opisova¢ bez hlubsi znalosti celé problematiky (parabola je velmi
nepfesné nacrtnuta, nicméné piipomina parabolu; naproti tomu osovy fez
parabolické tsece je nahrazen pulkruznici),

e nacrtky nemaji byt pfesnym odrazem skute¢nosti, ale je tfeba je chapat spise jako
schémata usnadnujici orientaci v textu; podstatné je tedy spravné oznaceni pfi-
slusnych bodt, ne pfesny tvar jednotlivych geometrickych tutvarii; abstrahuje se
tedy od vétSiny geometrickych vlastnosti,

e opisova¢ si mohl byt védom spravnych tvard a proporci obsazenych v jed-
notlivych nacrtcich, nicméné z praktickych divodia se uchylil k nékterym defor-
macim; divodem mohla byt snadnost konstrukce (parabolu vzniklou jako osovy
fez rota¢niho paraboloidu bylo jednodussi nahradit ptilkruznici) nebo nedostatek
mista (parabola z véty 1 by musela byt vyrazné mensi, kdyby mély byt u vahadla
zachovany spravné proporce; utrpéla by tak Citelnost a nazornost nacrtku).

Tyto divody se nam jevi jako pravdépodobnéjsi nez ndzor prezentovany naptiklad
v knihach [15] a [14], ze jednotlivé obrazky tvoril opisovac, ktery nemél hlubsi znalosti
matematiky, a tak mechanicky piekreslil do stfedovékého kodexu obrazky presné dle
predlohy. Ta pak, podle tohoto nazoru, odrazi puvodni nacrtek (nejspiSe po nékolika
takovych presnych ,,opisovacskych® cyklech), z néhoz lze pry vysledovat anticky ptistup
k nacrtkiim (ktery je vSak vétSinou rekonstruovan z téchto stredovékych kodex).

3 Novy pieklad Metody

Vzhledem k tomu, ze nékteré dikazy jsou v novém cCteni podstatné doplnény,
povazujeme za uziteCné tento novy text predlozit spolecné s ¢eskym prekladem, ktery se
jiz pripravuje. Chystana publikace bude obsahovat kompletni fecky text Metody dle tran-
skripce uvedené v druhém dilu monografie [15] a zrcadlovy ¢esky pieklad. Jelikoz je text
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Metody psan ve dvou uzkych sloupcich, budou tyto sloupce piesné zachovany, kazdy
vSak bude vysazen z prostorovych diivodi na samostatné strance. Zrcadlové bude uveden
Cesky preklad. Vzhledem k tomu, Ze text v [15] je needitovany, obsahuje zna¢né mnozst-
vi chyb matematickych i jazykovych. Povazujeme tedy za uzite¢né ponechat piesnou
transkripci feckého textu i se vSemi nedostatky (pro srovnani) a v zrcadlovém ceském
prekladu tyto nedostatky v nejnutnéj$i mife systematicky odstranovat (spole¢né s po-
znamkou upozornujici na opravu), aby tak vznikl matematicky spravny text. Pro usnad-
néni pripadného srovnavani s feckym textem budou jednotlivé fadky ceského prekladu
odpovidat, pokud to bude jen trochu mozné, feckému textu. Tento pfistup vSak s sebou
nese velké negativum — bude potieba prizpiisobovat ¢eskou vétu fecké syntaxi. Nebude
se vSak jednat o preklad zcela doslovny, ktery by mechanicky zachovaval feckou stavbu
dlouhych souvéti, Cetna participia a slovni popisy matematickych operaci. Stavba souvéti
bude na mistech, kde to vyzaduje srozumitelnost, v nejnutnéjsi mife upravena, participia
budou vétSinou nahrazovana vedlej§imi vétami. Slovni popisy matematickych postupt
jsou doslovné neprelozitelné, nebot’ hojné vyuzivaji feckého ¢lenu. Jeho tvar naznacuje,
zda se jedna o Ctverec, pomeér, obdélnik ¢i usecku. Paralelni ¢esky pieklad proto bude
tyto informace obsahovat v hranatych zavorkach. Piesto vSak v dlouhych souvétich bude
pomérné komplikovany matematicky text trpét mensi srozumitelnosti a prehlednosti.

V prtipravované publikaci nového piekladu Metody bude proto uveden jesté jeden
preklad, ktery bude plné respektovat zasady spravného piekladani i zasady ceského ja-
zyka, nebot’ nebude omezen uzkou sloupcovou sazbou.

Recky text je v [15] opatien struénym kritickym aparatem, ktery se omezuje na
srovnani s predchozim ¢tenim Heibergovym. NerozliSuje se vSak pfitom mezi prvnim
a druhym vydanim Merody. Aby Ctenar ziskal presnéjsi predstavu o obou vydanich Hei-
bergovych ([7], [9]), budou u feckého textu v pfipravované publikaci uvedeny poznamky
obsahujici kompletni informaci o rozdilech mezi témito tfemi vydanimi.

Dalsi uprava oproti monografii [15] se bude tykat obrazkt. V [15] jsou nékteré
obrazky v prepisu feckého textu prekresleny z kodexu nepresné, a tak budeme pfti prekre-
slovani vychazet ptimo z fotografii prislusnych folii. Poloha obrazk® vuci textu bude
odpovidat umisténi obrazkt v kodexu, podobné¢ jako je tomu v piepisu [15], aby si ¢tenar
mohl udélat lepsi predstavu o celkové podobé kodexu.

Vzhledem k tomu, Ze v kodexu jsou nacértky k jednotlivym vétadm vétSinou neptesné
a nevyhovuji dne$ni predstavé o spravné provedeném nacértku, budou v ¢eském piekladu
pouzity naértky opravené, aby nerusily ¢eského Ctenafe a také aby usnadnily pochopeni
eského textu. Cesky preklad tak bude konzistentni, nebot’ jeho text i doprovodné obraz-
ky budou obsahovat takové opravy, aby vznikl matematicky spravny text. Upravy viak
budou pokud mozno co nejmensi, aby byla v co nejvétsi mife zachovana podobnost
s nacrtky uvedenymi v kodexu.

Jelikoz je anticky zplisob prezentace matematickych vysledkt zatizen slovnimi popisy
jednotlivych vztahti, bude za obéma pieklady uveden také matematicky ptepis celého
spisu. V ném budou dikazy vsech vét piepsany struénou a srozumitelnou formou, ktera
je pfijatelna pro souc¢asného matematika. V tomto piepisu Metody budou navic obsazeny
rekonstrukce nejasnych mist a chybéjicich pasazi.
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4 Srovnani vybranych zahrani¢nich prekladi

4.1 Anglické pieklady

Nejznaméjsim prekladem celého Archimédova dila do angli¢tiny je patrné Heathdv
preklad [6]. T.L. Heath prekladal z prvniho Heibergova vydani. Metoda pak byla
pfipojena jako dodatek v roce 1912. Nejedna se vSak o preklad v pravém slova smyslu,
ale spiSe o parafrazi. Antické matematické pojmy jsou podadvany v modernizované podo-
bé, misto poméra se tak v textu vyskytuji zlomky, misto obdélnikti a ¢tverci pak souciny
a druhé mocniny. U nékterych vét jsou ¢asti ditkazli zatazeny kvuli lepsi prehlednosti na
jiné misto. T&€zko srozumitelné pasaze jsou nahrazeny svym modernizovanym vykladem.
Diky tomuto pfistupu se stalo Archimédovo dilo znamym mezi §ir§i matematickou
vetejnosti. Archimédovy spisy jsou tak totiz k dispozici v srozumitelné podobé, ktera je
dobfe pristupnd vSem, kdo maji patficny zajem o matematiku, aniz by se pfitom pfed-
pokladala hlubsi znalost pomérné komplikovaného pojmoslovi antické matematiky.

Nekteti historikové matematiky maji tendenci tento pieklad oznacovat za
nevyhovujici. Naptiklad R. Netz, ktery uz vydal prvni dil zamysleného kompletniho pfe-
kladu celého Archimédova dila [13], tvrdi, Ze z tohoto piekladu nelze pochopit Archi-
médovo mysleni, a nabizi zcela opaény pfistup k prekladu vedeny snahou presné zpro-
sttedkovat ¢tenafi neznalému staré fectiny myslenkové postupy Archimédovy. Jeho pre-
klad [13] se drzi velmi doslovné feckého textu, zéasti je deformovan feckou syntaxi
a pojmovy aparat je pro nezasvéceného matematika té€zko srozumitelny. Tento pfistup
v$ak neodpovida soucasné teorii piekladu, kdy se za zakladni princip piekladu povazuje
funkéni ekvivalence. PrilisSna snaha o formalni ekvivalenci vede ke snizeni srozu-
mitelnosti natolik, Ze je vysledny pieklad dobfe srozumitelny spiSe tém, kdo jsou
obeznameni jak s feckym jazykem, tak také s antickou matematikou. Je tedy pfirozené, ze
tento preklad oslovil jen malou skupinu ctenaili, nebot” pro matematiky se zdjmem
o vysledky antickych matematikl je obtizné Citelny a pro odborniky pracujici v oblasti
antické matematiky je nadbytecny, nebot’ fecky text jim poslouzi 1épe. Navic se tento
preklad pokousi vytvofit mylny dojem, Ze ¢im je pieklad doslovnéjsi, tim je presnégjsi
a presngji odrazi mysleni autora, které z néj 1ze vysledovat. Zde je tfeba poznamenat, ze
prilisna doslovnost pfi piekladu vede k pokfiveni vyznamu puvodniho textu, pokud
Ctenaf tento doslovny pieklad ¢te jako text v cilovém jazyce a nedomysli si na zaklade
své znalosti vychoziho jazyka, jak vznikly jednotlivé zvlastni obraty.

Velmi oblibenou knihou, kterd zpfistupnila obsah Archimédovych spist Sirokému
okruhu ¢tenafd, je monografie [3]. E. J. Dijksterhuis v ni zvolil velmi zajimavy pfistup:
zékladni postupy antické matematiky a nékterd 1émmata, ktera se u Archiméda vyskytuji
na vice mistech, sdruzil do tvodni kapitoly. Tim vznikla zajimava stat’ o povaze antické
matematiky a o zakladnich matematickych postupech Archimédovych. Jednotlivé Archi-
nim didvodem tohoto postupu byla snaha odlehCit technicky naro¢né spisy a nechat
vyniknout tomu podstatnému, co je v nich obsazeno. Ctenaf tak neni unavovan dlouhymi
fadami pomocnych tvrzeni, ale seznamuje se pfimo s centralnimi vysledky a zdlouhavé
technické detaily jsou feSeny odkazy do uvodni kapitoly a struénymi jasnymi komentafi.
Je pfirozené, Ze je tato kniha povaZzovana za jednu z nejlepSich monografii o Archi-
médovi a mnoho zdjemcl z fad matematikli se seznamovalo s Archimédovym dilem
praveé z ni.
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4.2 Rusky preklad

V naSich zemich je pomérné dobie znam také rusky pireklad [17] I. Veselovského,
ktery ptelozil z fectiny (a latiny) vSechny dostupné Archimédovy spisy. Vychazel pritom
z druhého vydani Heibergova [9], takZe jeho kniha obsahuje jako jedna z mala pieklad
Metody a Stomachion vychazejici z posledniho doplnéného a upraveného textu vydaného
roku 1913. Navic do své knihy zatadil i pteklady dochovanych spist a zlomku arabskych,
které vypracoval B. Rozenfeld. VSechny spisy jsou opatieny kvalitnim komentafem,
ktery je u rozsahlejsich spistt oddélen do samostatnych kapitol. Tim vzniklo unikatni
komplexni dilo. Samotny pteklad je pfesny, spolehlivy, na mistech, kde se nam text
nedochoval, predklada rekonstrukce Heibergovy nebo vlastni. U matematickych vztahi
jsou zachovany slovni formulace, nicméné pro piehlednost je vzdy na okraji odpovidajici
formule v modernizované podobé, coz velmi usnadnuje Cteni. Tento pieklad povazujeme
za patrné nejlepsi z bézné dostupnych prekladii Archimédovych spisti, nebot’ i po vice
nez 50 letech vyhovuje soucasnym pozadavkiim kladenym na pieklady antickych
matematickych dél.

V dnes$ni dobé uz totiz nelze publikovat pieklad, v némz by byly slovni popisy
nahrazeny matematickymi vzorci, i kdyz si oboji ¢asto jednoznacné odpovida — slovni
popisy je mozno pfimo a jednoznacné piepisovat pomoci vzorcl a naopak, ze vzorclu
takto ziskanych je mozno prakticky jednoznac¢né zrekonstruovat pivodni slovni popis.
Obecné je vSak vnaseni souCasnych matematickych vztahi do ptekladi antickych dél
hodnoceno jako podstatné zkresleni. NapiSeme-li dnes totiz naptiklad zlomek, minime
tim zlomek reprezentujici racionalni Cislo, jak je definovano v soucasné dobé (prvek
mnoziny racionalnich ¢isel vzniklé rozsifenim pologrupy celych ¢isel na grupu); vytraci
se tak puvodni usecky, jejich délky i anticka teorie proporci. Napiseme-li souc¢in AB-BC,
odhlédneme tim od faktu, ze v plvodnim textu je obdélnik, tedy geometricky utvar;
dochazi tak k aritmetizaci, ktera byla v matematice dovrSena o vice nez tisic let pozdéji.
Podobné& pii nahrazeni Gtverce pouhou druhou mocninou AB? se ztraci pivodni &tverec,
ktery je redukovan na druhou mocninu.

Opusténi vzorct zcCasti souvisi s kritikou tzv. fecké geometrické algebry, ktera
probéhla v sedmdesatych letech 20. stoleti. Nelze vSak automaticky fici, zZe by si téchto
véci néktefi historikové matematiky nebyli dobie védomi dfive, naptiklad rusky pre-
klad [17] velmi pfesn¢ zachovava slovni formulace a moderni matematické vztahy uvadi
jen na okraji pro snazs$i orientaci ¢tenare.

4.3 Dalsi preklady Archimédovych dél

Cilem této kapitoly neni pojednat o vSech dostupnych ptekladech, ale spiSe poukazat
na jednotlivé typy piekladd Archimédovych dél. Proto ostatni pieklady zminime jen
stru¢né a vybeérove.

Francouzsky vysly hned dva pieklady obsahujici v§echna Archimédova dila. Jeden je
velmi doslovny, vytvoftil jej Paul Ver Eecke [4]. Jeho druhé dvoudilné vydani obsahuje
také preklady Eutokiovych komentafti. Druhy pieklad [10] opatfeny zrcadlové feckym
textem vytvofil C. Mugler. Tento pfeklad je velmi kvalitni, nicméné svym zaméfenim je
spise filologicky.
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Z némeckych prekladd muzeme zminit Ctivy preklad Czwaliniv [2], ktery ma
vzhledem k dobé svého vzniku mirnou tendenci k modernizaci. S ohledem na spis
Metoda nelze pominout preklad [8], ktery vypracoval pti ptipravé edice feckého textu
primo J. L. Heiberg ve spolupraci s matematikem a historikem matematiky H. G. Zeuthe-
nem. Jeho podil byl zejména pti vypracovavani obrazka, které rekonstruoval na zakladé
textu, neptebiral tedy obrazky z kodexu. Tento pieklad byl prvnim ptekladem Archi-
médovy Metody do moderniho jazyka a je svym charakterem velmi podobny latinskému
prekladu, kterym Heiberg opatfil fecky text ve svém vydani [9].

Na zaver této kapitoly zminime také Cesky pteklad Merody [18], ktery vydal ve vyroc-
ni zprave prostéjovského gymnazia za skolni rok 1908/9 stfedoskolsky profesor FrantiSek
Vrana. Diky tomuto pocinu se ¢estina zatfadila rokem vydani hned za pieklad Heibergtiv.
Podrobnéjsi informace o Fr. Vranovi a jeho ptrekladu 1ze nalézt v [1].

Vrantiv preklad je kvalitné provedeny, pomérné ¢tivy, je prost zbyteénych archaismi
a svym stylem kopiruje styl pfekladti Heibergovych. Misto antickych termint, které by
mohly byt pro ¢tenafe tézkopadné a obtizné, uvadi terminy moderni (napf. ,,parabola® na
misté feckého ,fez pravouhlého kuzelu™). Komentafe tento preklad neobsahuje, ale
vzhledem k zvolenému postupu je text dobfe srozumitelny sdm o sobé. Jedinym problé-
mem tohoto ptekladu je, Ze nedostatecné oznacuje pasaze chybéjici v fecké predloze. Je
tomu tak patrné kvili uspore mista. Jelikoz byl potfizen z prvniho Heibergova vydani,
obsahuje takovych mezer v textu vice. Misty jen né€kolik tecek oznacuje chybéjici
odstavec, ¢i dokonce celé folio.

Jednim z cili nového prekladu Archimédovy Metody do cestiny bylo doplnit tyto
chybéjici pasaze podle soucasného stavu pozndni a navazat tak na Vrantv pfistup — kdyz
se objevil novy rukopis (v naSem pfipad¢ doplnéna transkripce), tak jej zpfistupnil ceské
vefejnosti. Jeho preklad je vSak v soucasné dob€ velmi $patné dostupny, proto bude uve-
den v plném znéni jako pfiloha pfipravovaného nového ¢eského prekladu.

5 Zavér
V tomto textu jsme stru¢né upozornili na pokrok, ktery pfineslo nové zpracovani
a zvefejnéni Archimédova kodexu. S tim vSak kontrastuji pomérné davna data vzniku

existujicich preklad do svétovych jazyki, podobné také prekladu do Cestiny. K tomu se
pak také poji dnesSnim naroktim ne vzdy uplné€ vyhovujici ptistup téchto preklada.

Co se tyce dél Archimédovych, rozhodné by mohl byt z hlediska novodobého badani
velmi zajimavy pieklad spisu O plovoucich télesech 1 a II, opatieny prisluSnymi
komentafi. Z hlediska Skolské praxe pocitujeme archaicnost jediného tisténého vydani
Eukleidovych Zdkladii, které navic neobsahuje témer zadné komentare, a tak je na nekte-
rych mistech hife srozumitelné. Nedavné vydani mirné¢ modifikovaného Servitova pie-

kladu fesi tento problém jen ¢astecné.
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ARITMETIZACE MATEMATICKE ANALYZY
A POJEM UPLNOSTI

IvAN NETUKA

Abstract: Nineteenth century mathematics was strongly influenced by the succes-
sive development of new standards of rigour in mathematical analysis. The notions
of a limit, continuity and convergence of series were all given firm foundations.
Definitions and theorems attained essentially the forms that are accepted today
and currently taught in basic analysis courses at university. A key point in the
arithmetization of mathematical analysis was the realization that it is necessary
to construct the real numbers in a sound manner. Their construction by the com-
pletion of the rationals inspired far-reaching generalizations and applications in
the modern mathematical analysis that developed in the twentieth century. The
Bolzano-Cauchy condition, which arose in the context of working with real num-
bers, found a parallel in the theory of abstract spaces, and played a key role in the
introduction and investigation of completeness of metric spaces and normed linear
spaces. The purpose of this contribution is to outline the historical background to
the notion of completeness and to highlight its significance for modern mathematics.

Uvod

Matematika 19. stoleti byla silné poznamendna postupnym vytvafenim novych
standardt pfesnosti v matematické analyze. Na solidni zaklad byly postaveny pojmy
jako limita, spojitost, konvergence fady atd. Definice a zdkladni véty dostévaly tvar,
ktery je viceméné akceptovan dodnes a byva prezentovan v soucasnych tvodnich
pfednéaskach z analjzy. Podstatnym krokem k aritmetizaci matematické analyzy!
bylo poznani, Ze je nezbytné vybudovat redlnd ¢isla na zdravém zakladu. Proces
jejich konstrukce spocivajici v zuplnéni racionalnich ¢isel se stal inspiraci pro da-
lekosahla zobecnéni a Siroka uplatnéni v rdmci moderni matematické analyzy ve
20. stoleti. Bolzano-Cauchyova podminka platnd pro realnd ¢isla nachazela odraz
v teorii abstraktnich prostori a byla klicem k zavedeni a studiu aplnych metrickych
prostorti a tiplnych normovanych linearnich prostort.

Cilem pfispévku je nastinit historicky vyvoj vedouci k pojmu tplnosti a poukézat

na jeho vyznam pro moderni matematiku.

Analyza v 19. stoleti

Za vyznamny rys matematiky 19. stoleti jsou povazovany snahy o zpfesniovani
a konsolidaci zakladi matematické analyzy. Lze fici, Zze na jeho konci se vyklad
zékladnich pojmi analyzy dostal na troven, ktera je v zadsadé shleddvana do dnesni
doby za dostatecnou pro prezentaci ve vyuce.

L Aritmetizaci matematické analyzy je vénovana v literatufe zna¢na pozornost. Uvedme napt.
[Jah], kap. 10, [Klil], kap. 40, 41, 43, [BB|, [Bur], [Dug6], [Fel], [Fis|, [Gral], [Gra2], [Grt], [Lut].
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Zptesnovani pojmu a vysledk analyzy nebylo povazovano samo o sobé za pri-
marni cil, predstavovalo souc¢ast tvorivého procesu. Vychézelo jednak z prohlubo-
rigoréznosti (funkce, spojitost, derivace, integral, ¢iselné fady a fady funkei), jed-
nak doprovézelo rozvoj novych teorii (diferencidlni rovnice, analytické funkce, Fou-
rierovy a trigonometrické fady, bodové mnoziny apod.). Impulzi k nastoleni pfes-
nosti v analyze bylo vsak jesté vice. Matematika 19. stoleti se postupné odklanéla od
tésné navaznosti na fyziku, stavala se nezavislou disciplinou a nebylo jiz udrzitelné
odvolavat se na fyzikalné nazorné predstavy ¢i geometrickou intuici. I v aplikacich
matematiky vice a vice rostly pozadavky na legitimni uzivani matematickych pro-
stfedkt (dikazy existence, opravnénost manipulace s fadami, operace s diferencidly
a nekone¢né malymi veli¢inami atd.). Silnou motivaci byly také snahy o zkvalitnéni
univerzitni vyuky matematiky, a tak nastolovani pfesnosti v analjze bylo soucasti
reformniho hnuti na vyznaénych univerzitach. Selhavaly pokusy o dikaz matema-
tickych tvrzeni, kterd se z nazoru zdala byt evidentni (napf. véty o spojitych funk-
cich na intervalu), schézel zdravy pojmovy aparét, na némz by bylo moZné stavét.
Geometrické a fyzikalni pfedstavy nebyly jiz povazovany za dostatecné spolehlivé
prostredky pro ospravedlnéni matematickych vysledki a obecnéji i pro potvrzeni
pravdivosti v matematice.

Postupneé sililo presvédceni, ze bezpecnou ptdu predstavuje aritmetika, zaloZzena
na pfirozenych c¢islech a od nich odvozenych ¢iselnych systémech. Je pozoruhodné
a prekvapujici, ze napf. k logické vystavbé redlnych ¢isel doslo teprve v druhé po-
loving 19. stoleti.? P¥itom je kuriézni, Ze solidni teorie redlnych &isel, zdalo by se,
nevyzadovala o moc vice, nez novy pohled na Eukleidovu teorii proporci.?

Toto by byl ovSem velmi zjednodusujici pohled: fundované definice iraciondlniho
¢isla je sofistikovand. Iraciondlni ¢islo neni jeding symbol (jako nap¥. pFirozené ¢éislo),
ani dvojice symbolt (jako napf. racionélni éislo), je to ve své podstaté nekonecny
objekt (jako Cantorova fundamentaln{ (cauchyovska) posloupnost nebo Dedekindiv
fez; viz déle).

V tomto textu se soustfedime na maly tsek projektu aritmetizace analyzy. Bu-
deme se vénovat pojmu uplnosti v souvislosti s konvergenci ¢iselnych posloupnosti
a fad.* Pfedmétem naseho zajmu bude zejména pojem cauchyovské posloupnosti.

Cauchyovské a konvergentni posloupnosti

Rikame, Zze posloupnost {z,} redlnych ¢isel je cauchyovskd,” jestlize pro kazdé
€ > 0 existuje k € N takové, ze pro vSechna m,n > k plati

[T — x| < e.

2 Podrobny vyklad lze nalézet napi. v [Jah], kap. 10, [Klil], kap. 41, [Dugl], [Dug2], [Dug3],
[Dug4], [Dug5], [Dug6], [Dug7], [Dug9], [Mar], [Med1], [Med2].

3 Zde odkazujeme na [Jah], kap. 1, [Klil], kap. 3, 4, [Bec], [Sim].

4 Konvergenci posloupnosti a fad se zabyva rozsahld literatura, nap¥. [Jah], kap. 4, [Klil],
kap. 20, 47, [BB|, [Ferl], [Fer2], [Fer3], [Fer4], [Fer5], [FP], [Roy], [Ste].

5 Nékdy se Fika: posloupnost {xy} splituje Bolzano-Cauchyovu podminku.
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Je uzitecné zdtraznit odlisnost tohoto pojmu od pojmu konvergence. Posloupnost
{z,} se nazyva konvergentni, jestlize existuje redlné ¢islo x, pro néz x = lim,, o -

Podrobnéji: pro kazdé € > 0 existuje k € N takové, ze pro kazdé m € N, m > k,
plati
|z — x| < e.

Jak vime, tplnost redlnych cisel je vyjadfena touto vétou ze zakladni prednasky
z analyzy.%

Véta. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) posloupnost {x,} je konvergentni;
(ii) posloupnost {x,} je cauchyovskd.
Podminka (ii), intuitivné feceno, vyjadiuje, Ze se ¢leny ¢im dél vice k sobé blizi,
posloupnost vykazuje tendenci uréitého zhustovani, aniz by se pfitom o objektu,
k némuz se pfipadné cleny posloupnosti husti, jakkoli mluvilo. Pro redlnou osu
R ekvivalence ukazuje, ze takovy objekt, ke kterému se body x, neomezené blizi,

je v R k dispozici. Jesté jinak feceno: v R nejsou zadné mezery. Uvedend vlastnost
uplnosti mé celou fadu ekvivalentnich vyjadfeni, o nichz se jeSté v dalsim zminime.

Ptivod a vyvoj pojmu tplnosti’

Nekonec¢né fady se v matematice zacinaly vice studovat od 14. stoleti.® Samo-
zFejmé pojem konvergence byl chapan velmi vagné, zhruba feceno takto: kdy soucet
nekone¢né mnoha ¢&isel déva koneénou hodnotu. Ve 14. stoleti N. Oresme® ukézal,
ze ,soucet” harmonické fady o obecném ¢lenu % je ,nekonecény“, nebot 3. a 4. ¢len
fady mé soucet prevysujici %, podobné 5. az 8. ¢len, také 9. az 16. a tak dale“.

Podminka, Ze n-ty ¢len se blizi k nule, nezarucuje tedy kone¢nost souc¢tu. Oresmav
argument zahrnuje implicitné informaci, ze posloupnost ¢astecnych soucttt harmo-
nické fady neni cauchyovska. S ur¢itou nadsazkou lze konstatovat, Ze se zde poprvé
setkavame s negaci Bolzano-Cauchyovy podminky.

L. Euler'® udélal dalsi krok ve sméfovani k vlastnosti pozdéji vyjadiené Bolzano-
Cauchyovou podminkou. V roce 1740'! vySetfoval fadu

= ¢
,Za+jb

j=0

6 Viz napf. [Jar3], str. 76, [Vesl], str. 68.

7 O tplnosti je podrobné diskutovano v [Dug?7], [Dug9].

8 Viz [Jah], kap. 4, [Klil], kap. 20, [Fer3], [Roy].

9 Viz [Bus].

10 Existuje rozsahla literatura o Eulerovych vysledcich z nekoneénych fad, napt. [Ferd], [FP],
[Fra], [Kli2], [Kow], [Var].

11 Viz [Eul].
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(uzivéame, i v dalsim, soucasné oznaceni), kde a, b, ¢ jsou kladné ¢isla. Oznacme

n

C

Jj=1
Euler konstatoval, ze rozdil s,, — s, je vétsi nez

(k= 1)nc
a+ (kn—1)b

a usuzoval, ze studovand fada ,se blizi k nekone¢nu, nebot pro n jdouci k nekoneénu

se rozdil S,; — S, neblizi k nule*.1?

Prvni, kdo presné formuloval zakladni kritérium konvergence, byl B. Bolzano.
V roce 181713 usiloval o ditkaz véty o mezihodnoté. V §7 uvedl tuto vétu (nésleduje

preklad F. J. Studnicky):

eebrf af, Wenn eine Reibe von Grifen
2 2 n4-r
I‘t, rx’ FX, XY 1x; resy ]-xf ton

pon bdey Befdhaifenheit |ft, 0ap Der Unterfhied 3wis
DL
fhen ibrem nfen Gliede I'x und jebem fpdteren Fx,

fen diefes von jenem ayd) nod) fo weit entfernt, Elei=
nee a8 jede gegebene Grife verbleibt, wenn man
n grof genug angenommen bat: fo gibt e jebedmab]
eine gewiffe beftindige Grofe, und zwar nue
eine, Der fidh die Glicer biefer Reihe immer mehr
wabern, und dev fie fo nabe fommen fonnen, als
man nue will, wenn man pie Reibe tweit genug
fortfegt.

12 A. Pringsheim ukazal v [Pri], Ze podminka s, — $n — 0, n — 0o, neni pro konvergenci fad
postacujici. P¥iklad: fada 52 ,(nlogn)~! je divergentni.

13 Viz [Bol], jedna z nejvyznamnéjsich publikovanych Bolzanovych praci. Bolzanovu ptinosu
pro zéklady matematické analyzy je vénovana publikace [Jarl]. Viz téz [Fel], [Gra3], [Ste]. Na konci
pFispévku jsou pfipojeny obrazky titulnich listti némecké a éeské verze Bolzanovy prace (viz [Bol]).
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8 7.

Poucka. Jestli v fadé hodnot
1 2 3 n n4r
Few, Fe, Fo,..., Fz, ..., Fo,,..

rozdfl mezi n-tym ¢lenem Fx a kaZdym pozd&jifm ”1-5; sebe
vzddlenéjifm od ného mensi nezli kaZdd velidina dand, jest
vidy uréitd stdld veli¢ina, jiZ se clenové této fady vidy vice

bliZ{ a jiZ se mohou tak pkibliZiti, jak jen libo, prodlouZi-li se
fada dosti daleko.?*)

) Zde zavadi se patrné pojem meze &ili limity, jenZ v naif algebraické
analysi hraji ukol tak dfleZity a jeho# symbolem jest Zim. — Pouéku
tuto nové vyvinuje Hankel, neznaje patrnd této price Bolzanovy, aé
jiné jeho vyklady chvdli, Std.

Tato formulace je (na tehdejsi dobu presnym) vyjadienim implikace, Ze cau-
chyovska posloupnost je konvergentni. Bolzano se jako prvni pokusil o ditkaz tohoto
tvrzeni. Jeho diikaz nemohl mit Gispéch, nebot neexistovalo rigorézni zavedeni re-
alnych cisel. Problém lezel hloubéji, nez si mohl uvédomit. K problému se vratil
ve své Grissenlehre v roce 1835; jeho snahy o zavedeni redlnych ¢isel vsak ztstaly
netplné.™ Nicméné Bolzano uéinil jako prvni v historii matematiky zévazny krok
k programu, ktery pozdéji je nazyvan aritmetizace analyzy.

Bolzanova prace z roku 1817 je pozoruhodna svou myslenkovou bohatosti a je
povazovana za vyjimecné dilo z matematické analyzy pocatku 19. stoleti. Bolzantv
pfinos spociva také v tom, ze diirazné upozortnoval na skuteénost, ze i tvrzeni, ktera
se jevi z nazoru jasné ¢i plauzibilni, je tfeba dokazovat. Pro nas dalsi vyklad je dile-
7ité, ze Bolzano na zakladé (ne korektné dokézané) véty o konvergenci cauchyovské
posloupnosti vyslovuje vétu o supremu (viz dale). Ve skuteénosti je pro ného klicem
k dtikazu véty o mezihodnoté pro spojité funkce na uzavieném intervalu.

Systematicky k otédzce konvergence Ciselné fady pfistoupil A.-L. Cauchy v ka-
pitole VI dila Cours d’analyse (1821).'> Ve volném piekladu zde reprodukujeme
Cast §1:16

14 Vig [Jarl], [Ryc].

15 Viz [Cau]; Cauchyovu piinosu pro matematickou analjzu je vénovana rozsahla literatura,
napt. [Klil], kap. 40, [Ale], [Cle], [Dug6], [Dug?], [Fel], [Fra], [Gral], [Gra2], [Gra3], [Grt], [Lak],
[Lut], [Ste]. V poslednich desetiletich vénuji historici matematiky velkou pozornost interpretaci
Cauchyova pfistupu k analyze z pohledu nestandardni analyzy (nekoneéné malé, nekoneéné velké
veli¢iny). Uvedme autoritativni diskusi v [BK] a déle napt. [Fis], [Lau], [Lut].

16 Na konci piispévku je ptipojen originalni Cauchytiv text (viz [Cau]).
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Radou nazjvdme nekonecnou posloupnost velicin
U, U1, U2, Ug, €lC.,

které jsou odvozeny jedna od druhé podle urcitého zdkona [ur¢ité zakonitosti]. Tyto
veli¢iny jsou Tizné cleny vady, kterd se uvaZuje. Necht

Sp = Ug + UL T U2+ Up—1

je soucet prunich n clentd, kde n je celé cislo. Jestlize, pro stdle rostouct hodnoty
n, se soucet s, neomezené blizi urcité limité s, rada se bude nazyvat konvergentni
a prislusnd limita bude nazyvdna souctem tady. Na druhé strané, pokud n roste

sy s

nade vsechny meze, se soucet s, Zadné pevné limité neblizi, Tada bude divergentni
a zZadny soucet nebude mit.

Cauchy dale diskutoval geometrickou fadu a pokracoval:

... k tomu, aby Tada
Uy UL, Uy« + s Uy, Up i1, EEC. ... (1)
konvergovala, je nutné a staci, aby pri rostoucich hodnotdch cisel n se soucty
Sp = Uy +up +us + ete. -+ Up_q

neomezené blizily pevné limité s: jinak Teceno, je nutné a staci, aby pro nekonecné
velké hodnoty n se soucty

Sns Sn+1, Sn+2, et

lisily od limity s, a v dusledku toho navzdjem, o nekonecné malé veliciny. Ddle
rozdily prunitho souctu s, a kaZdého dalsiho jsou urceny rovnicemi

Sn+1 — Sn = Un,
Sn+4+2 — Sp = Up + Up+1,

Sn+3 — Sn = Un + Un+41 + Unp+2,

etc. ...

Tudiz, pro konvergenci fady (1) je predev§im nuiné, aby se obecny élen w, neo-
mezené zmensoval, kdyZ n roste; tato podminka neni vsak postacujici a musi jesté
platit, Ze pro rostouci hodnoty n rizné soucty

Up, + Un+1,
Up, + Un+1 + Un+2,
etc. ...,
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coZ znamend soucty velicin
Up, + Up41 + Upt2, €lC. ...

od prvniho, at vezmeme célent, kolik chceme, zistdvaji pod jakoukoli prifaditelnou
mezi. Obrdacené, pokud takové podminky jsou splnény, konvergence fady je zarucena.

Cauchy tedy nutnost Bolzano-Cauchyovy podminky (v dnes$ni terminologii) ne-
dokazoval a postacitelnost prosté jen konstatoval. Je tieba zduraznit, ze Cauchyovo
dilo Cours d’analyse mélo obrovsky ohlas v matematice 19. stoleti a ,,Cauchyovo
kritérium konvergence® se stalo centralni vétou klasické analyzy.

Uplnost realnych &isel

Soucasnd metodologie vystavby matematiky pfedpoklad4 a priori (v né&jaké for-
mé) definici redlnych ¢&isel,'” teprve potom se buduje soustava zakladnich pojmi
a vysledkti matematické analyzy (limita, spojitost, konvergence posloupnosti, fad
a fad funkci, derivace, integral ...).

Historicky, jak je znamo, vyvoj probihal zcela obrdcenym smérem. Pravidla kal-
kulu se datuji do konce 17. stoleti, 18. stoleti je poznamenano svobodnym zaché-
zenim s matematickymi objekty. Napriklad na ¢iselné ¢i mocninné fady se nahlizi,
jakoby to byly konecné soucty, ¢i polynomy nekonecného stupné. Do pocéatku 19. sto-
leti nepatfila mezi starosti matematikti obava o opravnénost a korektnost uzivanych
postupti, napt. diferencovani a integrovani nebylo dostatecné zdtivodnéno ve smyslu
procesu zaloZenych na pojmu limity. Bolzano, Cauchy a dalsi matematici prvni po-
loviny 19. stoleti pfispéli k pochopeni limitniho pfechodu zésadnim zptisobem.'8 Na,
druhé strané problematika ezistence limit ztistavala stranou a nebyla predmétem
aktivniho zkoumani. Teprve druha polovina 19. stoleti znamenala zasadni zvrat.
C. Méray, R. Dedekind, G. Cantor a dalsi matematici navrhli konstrukce realnych
¢isel,' v nichZ jedna & jina podoba tplnosti hraje kli¢ovou roli, a de facto tak umoz-
Nuje garantovat existenci limit. Toto byl rozhodujici posledni krok ke skute¢nému
zavrSeni snah o aritmetizaci analyzy a k postaveni kalkulu na solidnich zakladech.

Rekapitulujme a doplime informace o pfinosu Cauchyho a Bolzana. Cauchy
v roce 1821 zalozil svij dikaz véty o mezihodnoté na predpokladu, Ze omezend
monoténni posloupnost mé limitu. O ¢tyfi roky dfive Bolzano postupoval jinak.
Snazil se dokazat, ze kazda cauchyovska posloupnost je konvergentni a z této infor-
mace odvodil dikaz existence suprema, coz uzil k dikazu véty o mezihodnoté. Do
roku 1821 tak zajem o dikaz véty o mezihodnoté vedl ke tfem mimoradné dulezitym
tvrzenim:

17 Viz napt. [HS], str. 32, [Jar2], str. 30-72, [Vesl], str. 20.

18 Vyvoj pojmt limita a spojitost je diskutovan napt. v [Klil], kap. 40, [BB], [Cle], [Dug2],
[Dug5], [Dug6], [DugT], [Lau], [Lut], [Ste].

19 7 mnoha relevantnich odkazii uvedeme napt. [Klil], kap. 41, [Canl], [Can2], [Ded1], [Ded2],
[Dugl], [Dug2], [Dug3], [Dug4], [Dugb], [Dug6], [Dug7], [Dug9], [Hei], [Mar], [Med1], [Mer], [Ste].
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1. KaZdd cauchyovskd posloupnost ma limitu.
2. Kazdd (neprdzdnd) shora omezend mnozina redlngjch ¢isel md supremum.

3. KazZdd omezend monotonni posloupnost md limitu.

Ve skutecnosti je zndmo, Ze tato tvrzeni jsou navzajem ekvivalentni?? (viz dale)
a vSechna svym zpusobem vyjadiuji tplnost redlné osy, tj. na redlné ose nejsou
zadné mezery.

Pro zajimavost uvedme Bolzanovu formulaci véty o supremu (viz [Bol], nésleduje
preklad F. J. Studnicky).

Lehefap, Wenn cine Gigenfhaft M nidyt
allen Werthen einer vevanderlichen Srife x, wohl
aber allen , die Eleiner find, als cin gawiffer u,
gufdmmt: fo gibe'es allemall eine Groge U, welde
bie grifte derienigen ijt, von demen behauptet voers
t;'m Pann, daf alle tleineren x tie Gigenfhaft M bee
l.gﬂ'h

§ 12.

Poucka. Neprisluif-li néjakd vlastnost M vsem hodnotdm
proménné veliéiny «, nybrZ jen #ém, kteréZ jsou mendi neili
jakési u: existuje vzdy velicina U, kterd jest nejvétd z tdch,
o nichZ mozna tvrditi, Ze viechny men$f « majf vlastnost M.2°)

26) Tato veli¢ina U podlé Weierstrasse sluje svrechni hodnotou mezni
viech w, jim# pisludf vlastnost M. Std.

Co jsou realna ¢isla?

Hodné lehkovazné odpovéd zni: jsou to raciondlni a iraciondlni éisla, pridemz ira-
cionalni ¢isla jsou limity posloupnosti racionalnich ¢isel. Zde je vsak vazna logicka
mezera, podstatna vada na krase: limita, pokud je iraciondlni, nemé néarok na exis-
tenci, na takové pojmenovani, dokud iracionalni ¢isla nejsou definovana. G. Cantor

20 Detailni rozbor lze nalézt v [Noz]. V ¢lanku se a priori pfedpoklada, ze realna ¢isla mame.
Pak se z kazdého z tvrzeni 1., 2. a 3. jednotlivé odvozuji ostatni. Jesté dalsi ,,ekvivalentni“ tvrzeni
je zahrnuto: nekoneéna omezena mnozina mé hromadny bod (tzv. Bolzano-Weierstrassova véta).
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poznamenal, Ze takovy logicky nedostatek unikal pozornosti proto, ze nezpusoboval
zadné potize. Ostatné ztotoznovani geometrické primky, kterd zadné mezery nema,
a realnych d¢isel, bylo povazovano za nevinné a plausibilni.

Ve druhé poloviné 19. stoleti se poprvé v déjinach matematiky objevily pokusy
o konstrukci redlnych ¢isel. Z jejich autort byli nejvyznamnéjsi Ch. Méray (1868
1869),2! K. Weierstrass (1859-1869),%2 G. Cantor (1872, 1883, Cantorfiv pfistup
uvetejnil E. Heine?® v roce 1872),2* R. Dedekind (1872, ideje jiz v roce 1858).2°
Meéray vytvoril teorii limites fictives, v zasadé podobné jako u Cantora jde o jisté
ztotoznéni cauchyovskych posloupnosti raciondlnich cisel s ,novymi“ cisly. Weier-
strassuv pristup je slozity, do urc¢ité miry jej lze velmi nepfesné popsat jako pristup
viceméné zalozeny na desetinnych rozvojich.

O Dedekindové teorii uvedeme nékolik nejdilezitéjsich informaci. A.-L. Cauchy
na Ecole Polytechnique ve dvacatjch letech 19. stoleti usiloval o zdravy vyklad
pojmt, jako jsou napf. limita, spojitost, konvergence. R. Dedekind, ktery ucil na
polytechnice v Curychu, hledal takika o ¢tyficet let pozdéji rozumnou cestu k ri-
goréznimu vykladu zaklada analyzy. Nebyl spokojen s Cauchyovym pristupem za-
lozenym mj. na nezdivodnéném faktu, Ze omezené monoténni posloupnosti maji
limitu. Dedekind vySel z predstavy, Ze redlné cisla, jako objekt ¢isté aritmeticky,
musi v sobé nést vlastnost tplnosti (Fikd spojitosti) jako piimka, objekt ¢isté geo-
metricky. Musi to tedy byt tedy kontinuum bez mezer.

Dedekindova priméarni pfedstava vychéazi z geometrického faktu, Ze kazdy bod
primky ji déli na dvé ¢asti takové, ze kazdy bod jedné ¢asti lezi nalevo od kazdého
bodu z druhé ¢asti. Odtud usoudil, ze body pfimky odpovidaji rozkladu s uvedenou
vlastnosti. Redlné éislo je pak pro ného takovy rozklad (A, As) mnoZiny vSech
racionélnich ¢isel, pro néjz A; lezi nalevo od As. Takovou dvojici (Aj, A) nazyva
Fezem (Schnitt). Ziejmé kazdé raciondlni ¢islo definuje fez. Jestlize vSak naptiklad
A; je sjednocenim zapornych racionalnich c¢isel a nezapornych raciondlnich ¢isel,
jejichz ¢tverec je mensSi nez ¢islo 2, As jsou ostatni raciondlni éisla, potom fez
(A1, A2) neni vytvoren zddnym raciondlnim ¢islem. Takto jsou vytvarena iracionalni
¢isla jako ty fezy racionalnich cisel, které nejsou urceny zadnym racionalnim cisel.

21 Viz [Mer] a [Dugl], [Dug2], [Dug7], [Dug9)].

22 Viz [Kos] a [Dug3], [Dug7], [Dug9)].

23 Viz [Hei].

24 Vig [Canl], [Can2] a [Dug?7], [Dug9]. Obecné se uvadi, ze Ch. Méray, G. Cantor, R. Dedekind,
E. Heine a E. Kossak (vyklad Weierstrassovy teorie) kolem roku 1872 piedlozili dostatecné pre-
svédcivé teorie konstrukce redlnych ¢isel a podali ptijatelné spolehlivé dukazy uplnosti. F. A. Med-
vedév, renomovany rusky historik matematiky, publikoval pomérné ostrou kritiku tohoto nazoru;
viz [Med1], [Med2]. Napf. dokumentoval, ze G. Cantor ve skute¢nosti (pomoci t¥id cauchyovskych
posloupnosti raciondlnich ¢éisel) konstruoval iracionalni &isla ,prvni generace“, takto obohaceny
Ciselny systém podrobil stejné procedure a konstruoval iracionalni ¢isla ,,druhé generace® atd.
V praci [Can2] se G. Cantor ke konstrukei vrétil, ale ve skute¢nosti neukazal, ze uplnost je vy-
sledkem uz prvniho kroku. A. I. Markusevi¢ v [Mar] vyjadfil s Medvedévovou kritikou nesouhlas
a predlozil argumenty pro tvrzeni, Ze neni adekvatni.

25 Viz [Dedl], [Ded2], [Dug7], [Dug9], [Wey]. Podrobny vyklad o Dedekindovych fezech je
uveden v [Jar2], str. 39-72.
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Racionalni a iracionalni ¢isla takto ztotoznéna s fezy tvofi podle definice redlna
¢isla. Zbyva ovSsem jesté mnoho prace: definovat usporadani, algebraické operace
a dokazat, Ze takto definovany objekt R realnych cisel ma vlastnost spojitosti.
Jestlize Ay, As jsou casti R, Ay U As = R, a pro kaZdé a; € A1 a as € As plati
a1 < ay, potom existuje a € R, které tento rozklad vytvdri.?5 Dedekind dokazuje,
7ze R ma vyse uvedené vlastnosti 1., 2., 3., a tak se mj. ukazuje, ze jeho teorie je
ekvivalentni s teorii, kterou navrhli Ch. Méray, G. Cantor a E. Heine.

Vyznam uplnosti pro zaklady matematické analyzy

Necht F je usporadané (komutativni) téleso charakteristiky 0.27 Je-li 1 jednotka
v F, pak prvky 1,1+ 1,...,n-1,... se nazyvaji pfirozend ¢isla v F. OznaCme je
Np. Od Np jsou pfirozenym zpusobem odvozena racionalni ¢isla, kterd oznacime
Qr. Rikéme, Ze téleso F je archimedovsky uspofadané, jestlize pro kazdé r € F
existuje n € Ny takové, ze |x| < n; zde |x| := max{—=x,x}. Definice cauchyovské
posloupnosti {z,} v F je doslova stejné: pro kazdé ¢ € F, ¢ > 0, existuje &k € Np
takové, ze pro vSechna m,n € Ng, m,n > k, plati

[T — Tp| < e.

Analogicky se definuje limita posloupnosti. Ani definice Gplnosti nepfekvapi: téleso
F se nazyva uplné, jestlize kazda cauchyovska posloupnost prvkt z F mé limitu v F.

Protoze v F jsou pfirozenym zptisobem definovany intervaly, lze doslova prevzit
€ — ¢ definici limity, spojitosti a derivace pro funkci f :=F — F,e,6 € F. Dedekin-
dovy Tezy jsou v F definovany zfejmym zptisobem.

Neni tézké dokazat, ze kazda dvé tplnad archimedovsky usporadand télesa Fq, Fy
jsou izomorfni, tj. existuje prosté zobrazeni F; na Fy, které zachovéva algebraické
operace a zachovava usporadani. Tato informace o jednoznacnosti dava smysl defi-
nici: Téleso redingjch ¢isel je libovolné uplné archimedovsky usporddané téleso.?®

Existence takového télesa neni ovSem viibec samoziejméa; obvykle se dokazuje
pomoci Cantorova ¢ Dedekindova, p¥istupu.??

Vyznam pojmu uplnosti pro zdklady matematické analyzy je patrny z nasleduji-
ciho seznamu ekvivalentnich vyroki.3°

Véta. NechtF je archimedovsky usporddané téleso. Potom jsou ndsledujict vijroky
ekvivalentni:

(i) Kazdd cauchyovskd posloupnost prvki z F md v F limitu, tj. téleso je dplné.

26 Jinak feceno: fezy ,druhé generace“ uz zadné ,nové iracionalni &isla“ nevytvareji. Viz [Jar2],
str. 67-68.

27 Charakteristikou télesa T' rozumime nejmensi pfirozené &islo n takové, ze soudet 1+14+1+. ..
o n ¢lenech je roven 0. Pokud zadné takové n neexistuje, fikdme, Ze téleso T' ma charakteristiku 0.
Podrobny vyklad 1ze nalézt nap¥. v [HS], str. 32-46.

28 Viz [HS], str. 46.

29 Podrobné konstrukce jsou popsany v [HS], str. 32-46, a v [Jar2], str. 39-72.

30 Témto (a dal$im) ekvivalentnim vyrokiim je vénovana préace [Tei]. TamtéZ je uveden rozsahly
seznam literatury.
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(ii) Pro kazdy tez (A1, As) existuje x € T takové, Ze a; < x < as pro kaZdé
a] € Al, as € Ag,

Kazdd omezend monotonni posloupnost ma v F limitu.

iv) KaZdd neprdzdnd shora omezend podmnozina F md v F supremum.
) KaZdd nekoneénd omezend mnozina md v F hromadng bod.

Kazdd nerostouci posloupnost uzavrengch intervali v F md neprdazdny pri-
nik.
) KaZdd spojitd funkce na [a, b] nabyvd na [a,b] vSech hodnot mezi f(a) a f(b).
) KaZdd spojitd funkce na [a,b] je omezend.
(ix) KaZdd spojitd funkce na [a,b] je stejnomérné spojitd.
) Kazdd spojitd funkce na [a,b] nabjvd na [a,b] mazima.
) Pro kaZdou spojitou funkci f := [a,b] — F diferencovatelnou na (a,b) exis-
tuje ¢ € (a,b) takové, Ze f'(c) = (f(b) — f(a))/(b —a).3!
(xii) Deriwace kazdé diferencovatelné funkce f : [a,b] — F nabgvd na [a,b] viech
hodnot mezi f'(a) a f'(b).

Tento seznam vyrokid ekvivalentnich s Gplnosti neni samoziejmé kompletni.

Uplnost v abstraktni analyze

V prvnich dekadach 20. stoleti se v analyze formuji nové sméry s cilem pfenést po-
jmy jako jsou limita a spojitost na mnohem obecnéjsi situace, nez jsou realné funkce
na realné ose ¢i v R™.32 Mnozinové pojeti postupné ziskava vice a vice piiznived,
do hry vstupuje nové koncipovana teorie miry a integralu, vyznamné postaveni zis-
kavaji pojmy jako jsou oteviené a uzaviené mnoziny, hromadné body, kompaktni
mnoziny atd. Vedle zkouméani bodovych funkci se ukazuje dulezité vySetfovat pii-
pady, kdy proménné ve funkcich (= funkcionalech) jsou napf. posloupnosti nebo
bodové funkce. Pocatek stoleti znamena v analyze prechod k abstraktnim spojitym
strukturdm, které vhodnym zptisobem umoznuji, nezavisle na konkrétni uvazované
situaci, zachytit dynamiku, formulovat pojem blizkosti, limitniho prechodu, spojité
zmény apod. V prvnich dvou dekadach 20. stoleti se objevuji struktury, jako jsou
metrické prostory, topologické prostory, normované linedrni prostory.

Metricky prostor,3® coz je mnozina zcela libovolnych prvka (bodt), na niz je
definovana vzdélenost dvojice bodi, umoznuje do abstraktni situace prenést vétsinu
pojmi klasické analyzy souvisejicich s pojmem spojitosti.

Pfirozenym zptsobem jsou zavedeny uplné metrické prostory. Pfipomenme, Ze
d se nazyva metrika na mnoziné X, jestlize d pfifazuje dvojici bodu z,y € X neza-
porné redlné ¢islo d(z,y) takové, ze d(x,y) = 0, pravé kdyz = = y, d je symetrickd

31 O historii véty o pfirfistku funkce se lze pouéit v [Dug8].

32 7 rozséhlé literatury o ptivodu a vyvoji abstraktni analyzy uvadime: [Jah], kap. 13, [Klil],
kap. 46, [Die|, [Dud], [Fre], [Mon], [Pie].

33 Zakladni poznatky o metrickych prostorech lze nalézt napi. v [Cec], [Ves2], kap. 12, 13.
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a splituje trojuhelnikovou nerovnost pripominajici rovinnou elementarni geometrii:
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y), x,y,2€X.

Posloupnost {x,,} bodii z X se nazyva cauchyovskd, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje
k € N takové, ze pro véechna m,n € N, m,n > k, plati

d(Tpm, Tp) < €.

Také definice konvergentni posloupnosti je bezprostfednim pfenesenim definice z re-
alné osy. Metricky prostor X se nazyva uplngy, jestlize kazda cauchyovska posloup-
nost je konvergentni.

Je znamo, ze podprostor Y tuplného metrického prostoru X je tplny prostor,
pravé kdyz Y je uzaviend podmnozina X .34

Uvedme jeden pfiklad: Necht X je metricky prostor a Cp,(X) je prostor vsech
redlnych omezenych spojitych funkei na X. Metrika na Cy(X) je definovana

o(f9) = sup{|f(t) —g()] : t € X}, [, 9 € Cp(X).

Potom Cy(X) je tplny prostor (plyne snadno z toho, Ze konvergence v Cp(X) zna-
mend stejnomérnou konvergenci na X).

Pozornost jsme vénovali tomu, ze racionalni ¢isla lze obohatit a doplnit na real-
na cisla tak, ze se ,vyplni mezery“. To je proces ziplnéni. V roce 1914 ukézal
F. Hausdorff,3® Ze kazdy metricky prostor lze ztplnit. Podrobn&ji: Necht X je (li-
bovolny) metricky prostor. Potom existuje uplny metricky prostor X obsahujici X
jako husty podprostor. Prostor X se nazgvd zuplnéni metrického prostoru X (nebo
tiplng obal). Uplng obal je v zdsadé urcenyj jednoznacné: Jsou-li )A(/l, 5(\/2 uplné obaly
metrického prostoru X, pak existuje izometrické zobrazeni F prostoru )71 na )’(VQ
takové, ze F(x) = x pro kazdé x € X. Vétsina dikazl existence zuplnéni metric-
kého prostoru X kopiruje postup, ktery Méray a Cantor uzili u redlnych ¢isel: idealni
pridané body jsou vhodné faktorizované mnoziny cauchyovskych posloupnosti bodi
z X.

Uvedeme zde jiny, vcelku malo zndmy, diikaz3® existence tplného obalu. Necht
X je metricky prostor s metrikou d, a € X. Pro x € X definujme

hy(t) == d(z,t) — d(a,t), teX.
Potom je funkce h, spojitd na X a z trojuhelnikové nerovnosti plyne
Q(hz? 0) S d(l‘, a’)a

34 Véta je dokazana v [Cec], str. 90.
35 Vig [Hau], str. 315.
36 Diikaz je prevzat z [Haj).
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takze h, € Cp(X). Podobné pro z,y € X je
o, hy) = sup{ld(z,t) — d(y,8) : t € X} < d(z,y).
Ve skuteénosti plati rovnost (staéi volit ¢t = y). Zobrazeni
h:x+——h,, z€lX,

coz je zobrazeni X do Cy(X), je tedy izometrie. Nyni sta¢i polozit

X = h(X).

Potom X je uzavieny podprostor tplného prostoru C,(X), tedy h zobrazuje X
izometricky na hustou podmnozinu tplného prostoru X.

Mimofadny vyznam ma tplnost ve funkcionalni analyze.?” Uplny linedrni pro-
stor se skalarnim sou¢inem se nazjva Hilbertiv prostor. Uplny normovany linedrni
prostor se nazyva Banachiv prostor. Tyto prostory jsou velmi dilezité v aplikacich
matematické analyzy (napiiklad ve varia¢nim poctu, diferencidlnich a integralnich
rovnicich). Od 20. az 30. let minulého stoleti, kdy se jejich teorie za¢ina rozvijet,
se postupné staly nepominutelnou slozkou vzdélani kazdého matematika a vyzbroji
kazdého, kdo uziva matematiku ve fyzice, technickych védach apod.

Snaha zobecnit pojem Uplnosti pro topologické prostory (piipadné topologické
linedrni prostory) vedla k definici uniformnich prostord, témi se zde vSak zabyvat
nebudeme.3®

Vyznam tuplnosti v abstraktni analyze
7Z klasické analyzy vime, ze fada

o0

S )

n=0

konverguje, jeji castecné soucty tvori rostouci posloupnost omezenou napt. ¢islem 3.
Tudiz uplnost ndm garantuje, Ze existuje redlné ¢éislo, které je fadou (2) definovdno.

Soucet této fady mtuizeme uzit k definici ¢isla e. (Vime, Ze soucet fady neni racio-
nalni &islo,3” astecné soudty fady se v tomto piipadé husti k mezeie v racionélnich
¢islech.) Uplnost je zde tedy klicem k existenci limity.

37 Historie Hilbertova a Banachova prostoru je detailné popséna v [Die], [Mon], [Pie]; vyznam
téchto prostori pro aplikace je ilustrovan napt. v [GP], [Zeil], [Zei2]. Pod nazvem espace du type
(B) jsou poprvé Banachovy prostory systematicky studovany v [Ban3].

38 Zakladni poznatky o historii a stézejnich vysledcich lze nalézt v [Dug9].

39 Diikaz je uveden ve [Vesl], str. 88.
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Z abstraktni analyzy jako pfiklad pfipomenme Banachovu vétu o pevném bodu

pro kontrahujici zobrazens,*® v niz plnost hraje podstatnou roli.

Véta. Necht q € [0,1), X je dplng metricky prostor s metrikou d a necht pro
zobrazeni f : X — X plati

d(f(x), f(y)) <q-d(z,y), xz,yeX. (3)

Potom zobrazeni f méa pravé jeden pevny bod, tj. existuje pravé jedno x € X takové,
Ze f(z) = x.

Uvedeme jen naznak dikazu. Zvoli se zo € X a vysSetfuje se posloupnost iteraci
(orbita bodu zg) definovana jako

Fo(wo) i=wo, ["(w0) = f(f" ' (w0)), neN,

Z podminky (3) vyplyva, Ze posloupnost {f™(zo)} je cauchyovska. Predpoklad tapl-
nosti zarucuje existenci bodu x € X takového, ze

lim f"(x0) = .

n—oo

Podle (3) je zobrazeni f spojité. Proto

x= lm f"(xg) = nlirglo [ (xg) = f( lim fn(130)) = f(x).

n—oo n—oo
Jednoznaé¢nost plyne okamzité z (3).

Uplnost se vyskytuje ve dvou ze tif zakladnich pilifti linedrni funkcionélni ana-
lyzy, které maji cetné aplikace.

Pripomenme, Ze pro normované linearni prostory X, Y a pro linearni zobrazeni
(zde je bézny termin operdtor*!) T : X — Y se definuje

TN == sup{||Tz] : = € X, || < 1}.

Je zndmo, ze ||T|| < oo, pravé kdyz operator T je spojity.

Uvedme tuto vétu:*? Jestlize X a Y jsou Banachovy prostory (iplnost!), T je
prosté spojité zobrazeni X na'Y, pak inverzni zobrazeni T~ je automaticky spojité.
To je prekvapivé, obecné inverzni zobrazeni ke spojitému zobrazeni spojité neni.

)
Uvedena véta se nazyva Banachova véta o inverznim zobrazeni*3 Je specidlnim
ptfipadem tzv. véty o otevreném zobrazeni.

40 Véta ma puvod v teorii integralnich rovnic a souvisi s tzv. Neumannovou fadou. S. Banach
si v [Banl] povs§iml, Ze véta plati obecné pro nelinedrni kontrahujici zobrazeni.

41 O historii linedrnich operatorti podrobné pojednava [Die], [Mon], [Pie].

42 Vétu dokazal S. Banach v [Ban2]. Ptvodni diikaz byl slozity, byl zaloZen na slabé konvergenci;
viz [Pie], str. 44. J. Schauder v [Sch] uvedl podstatné zjednoduseny dikaz.

43 Véta o otevieném zobrazeni pochazi od J. Schaudera [Sch].
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Uplnost Y v ditkazu vstupuje do hry tim, Ze zaru¢uje konvergenci vhodné de-
finovanjch postupnych aproximaci. Uplnost X se obvykle uplatni prost¥ednictvim
nésledujiciho dtsledku Baireovy véty.**

Véta. Jestlize X je uplny metricky prostor, M,, n € N, jsou uzaviené mnoziny
v X, pro néz

X = Dl Mn7

potom existuje k € N takove, Ze mnozina My, obsahuje vnitrni body.

Dalsi pilif linedrni funkcionalni analjzy, Banach-Steinhausova véta,*® bjva dnes
obvykle dokazovana pomoci vySe uvedeného disledku Baireovy véty.

Véta. Necht X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a necht
T,: X =Y, «a €A, spojity linearni operdtor. Nasledujici vijroky jsou ekvivalentni:

(1) Systém {Th}a ca je bodové omezeny, tj. pro kaZdé x € X je
sup{||Tax|| : @ € A} < c0.
(ii) Systém {Tn}a ca je stejnomérné omezeny, tj.

sup{||Ta|| : . € A} < 0.

Poznamenejme, Ze implikace (ii) = (i) je trivialnd nebot ||Tozx|| < ||Tal| - ||z,
recX.

ZAavér

Uplnost je jednim ze zakladnich pojmii matematické analjzy. Sviij ptivod ma
v hlubokém pochopeni struktury redlné osy. Jeho dalekosdhly vyznam pro realnou
analyzu je nedocenitelny. Je to pojem, ktery, podobné jako spojitost, diferencova-
telnost nebo kompaktnost, ¢ini z matematické analyzy uzitecny nastroj nejen pro
matematiku jako takovou, ale i v rozsahlé mife pro jeji aplikace.

44 Baireova véta v R je dokézana v [Bai]. O jejim ptivodu, v§voji a vyznamu podrobné pojed-
nava [NV].

45 Nézev véty referuje k praci [BS]. Véta ma zajimavou historii, viz [Die], str. 138-142, [Pie],
str. 40-43.
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I."* PARTIE. CHAP. VI. 123

CHAPITRE VL

Des Séries convergentes et divergentes. Régles sur
{a convergence des Series. Sommation de quelques
Séries convergentes.

§. 1. Considérations gencrales sur les Series.

Ox appelle série une suite indéfinie de quantités

&ec. ...

uni u]i uz? us)

qui dérivent les unes des autres suivant une foi dé-

terminée. Ces quantités elles-mémes sont les différens
termes de la série que 'on considére. Soit

S, =U,+ U, +U, + ...+ U

a—1I

la somme des n premiers termes, n désignant un
nombre entier quelconque. Si, pour des valeurs de
n toujours croissantes, la somme s, s'approche indé-
finiment d’une certaine limite s; la série sera dite
convergente, et la limite en question sappellera la
somme de la sérre. Au contraire, si, tandis que =
croit indéfiniment, la somme s, ne s'approche d'au-
cune limite fixe; la série sera divergente, et n'aura
plus de somme. Dans I'un et l'autre cas, le terme qui
correspond & lindice 7, savoir u,, sera ce qu'on
nomme le terme general. 1l suffit que P'on donne ce
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124 COURS D'ANALYSE,
terine géncral en fonction de indice #, pour que la
série soit complétement déterminée.

L'une des séries les plus simples est la progres-
sion géomeétrique

1, r, x°, 3, &c....

qui a pour terme général z”, C'est-a-dire, la puis-
sance n."* de la quantité x. Si dans cette série on
fait la somme des » premiers termes, on trouvera

n
=~ 1 X

l+~Z4+2' 4. ..+ =

| = 1=z

et, commc pour des valeurs croissantes de » la

. . x
valeur numérique de la fraction —— converge vers
fa limite zéro, ou croit au-dela de toute limite,
suivant quon suppose la valeur numérique de =
inféricure ou supérieure a ['unité, on doit conclure

que dans la premiére hypothése fa progression

iy & &5 85 &6 s

1

est une série convergente qui a pour somme et 5

tandis que dans la seconde hypothése la méme pro-
gression est une série divergente qui n'a plus de
somme.

D'aprés les principes ci-dessus établis, pour que
la série

(1) Uy By By oo By Wggpy SCuuun

soit convergente , il est nécessaire et il suffit que des
valeurs croissantes de » fassent converger mdéfini-
ment la somme
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I."* PARTIE. CHAP. VI 125

S, =uU,+u, +~u,+8&c....+u,_,

vers une limite fixe s : en d'autres termes, il est né-
cessaire et il suffit que, pour des valeurs infiniment
grandes du nombre 7, les sommes

Sn‘! Sn-c—:! Sﬂ...,) &C....

différent de la limite s, et par conséquent entre elles,
de quantités infiniment petites. D'ailleurs, les diffé-
rences successives entre la premiére somme s, et
chacune des suivantes sont respectivement détermi-
nées par les equations

=un"

—_—S,=U, U, ,

Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est
d'abord nécessaire que le terme général «, décroisse
indéfiniment, tandis que » augmente ; mais cette
condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour
des valeurs croissantes de 7, les différentes sommes

U, +~ U, .,
u:! + ufM-I ool “rﬂ: 1
"¢ . —

c'est-d-dire, les sommes des quantités

Uy, Uppry U, &eoot
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126 COURS D'ANALYSE.

prises, & partir de la premiére, en tel nombre que
l'on voudra, finissent par obtenir constamment des
valeurs numériques inférieures a toute limite assi-
gnable. Réciproquement, lorsque ces diverses con-
ditions sont remplies, la convergence de la série est
assurée.
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VEDLKE OSOBNOSTI V HISTORII MATEMATIKY
A MATEMATICKEJ KARTOGRAFIE

MARGITA VAJSABLOVA

Abstract: Map creation, Earth and astronomical surveying have motivated new mathe-
matical ideas in historical context. Vice versa, mathematics is a fundamental support of
mathematical carthography, whose major task is to reliably project the reference surfaces
of the Earth. Several examples of the historical moments and the famous names (like
Aristoteles, Eratosthenes, Hipparchos, Hypatia, Ptolemaios, Regiomontanus, Gauss and
others) of both sciences are described in this contribution.

1 Uvod

Tvar Zeme a jej zobrazenie, ako aj tajomstva vesmiru a zobrazenie hviezdnej oblohy
su oddavna pre l'udstvo velkou inspiraciou k rozvoju matematiky, geometrie a zememe-
racstva, ktoré ma v sucasnosti rozne podoby. Matematickd kartografia je jednou z nich
a jej tllohou je formuldcia matematického zakladu mapy, teéria kartografickych zobrazeni
a skresleni v tychto zobrazeniach. Vzajomnu motivaciu podnecujucu rozvoj tychto ve-
deckych oblasti dokazuju svojim pdsobenim viaceré vyznamné osobnosti, a to od staro-
vekého Grécka az do novoveku.

2 PoznamkKy z histérie kartografie

Kedy a kde bola zhotovena prva mapa nie je zname. Najstar§ia zndma mapa pochadza
zo severnej Mezopotamie a jej povod je uréeny na 4. tisicro¢ie pred Kr. Casté zaplavy
v Egypte podnietili rozvoj zememeracstva, no ked’ze mapy boli zhotovované na papyruse
a kozi, nezachovali sa [10].

Vyvoj kartografie bol vel'mi uzko spity s vyvojom matematiky. V knihe [11] autor
Milan Hejny prirovnava matematiku k rieke, ktorej horny tok sa kon¢i v Babylone a dol-
ny tok zacina v 6. storo¢i pred Kr. v starovekom Grécku. Matematika horné¢ho toku je
matematikou bezprostrednej praxe, ktora rieSi odpovede na otazku ,,Ako ...?“. Grécka
matematika hl'add zakonitosti a podstatu, ateda odpovede na otazku ,,Preco ...7°.
Staroveké Grécko je tiez pravom povazované za kolisku eurdpskej kartografie s vedec-
kymi zadkladmi. Gréci poznali gulovy tvar Zeme, pouzivali zemepisné suradnice a prvi
tvorili kartografické metddy zobrazenia. V tejto suvislosti je nutné spomenut’ nasledujtice
mena a ich prinos [14], [17], [22], [30]:

- Anaximandros z Milétu (6. storoCie pred Kr.) tvrdil, ze Zem ma tvar valca vznasajuceho sa
vo vesmire, hoci Gréci vychadzali z kruhového tvaru Zeme. Zdokonalil slne¢né hodiny,
gnémon, zostavil model nebeskej sféry a prva zndmu anticki mapu sveta.

- Aristoteles zo Stageiry (384 az 322 pred Kr.) je povazovany za najvyznamnejSicho
antického gréckeho filozofa, polyhistora a zakladatel'a logiky, zaoberal sa tiez mnohymi
d’alsimi oblastami, napr. fyzikou, bioldgiou, zooldgiou, astronémiou, meteoroldgiou,
psychologiou, matematikou. Urobil dokaz o gulatosti Zeme (kapitola 3.1), preferoval
geocentricky model vesmiru, ktory sa zachoval az do konca stredoveku.

- Dikaiarchos z Messiny (okolo 320 pred Kr.) bol Aristotelov ziak, ktory ako prvy zakreslil
do mapy sveta jednu rovnobezku (tzv. diafragmu) cez Gibraltarsky prieliv k Rodosu,
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neskor na fiu zostrojil kolmicu, teda poludnik, ktory prechadzal ustim Dnepra, ostrovom
Rodos a Alexandriou (Obr. 1).
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Obr. 1. Dikaiarchova mapa

Eratostenes z Kyrény (Alexandrijsky) (asi 276 az 194 pred Kr.) zaviedol termin
,»geografia®, na mape Stredozemného mora a okolia zostrojil siet’ rovnobeziek a polud-
nikov cez miesta ur¢ené astronomickym pozorovanim, a tiez vypocital obvod Zeme na za-
klade ur&enia dizky meridianového obluka (kapitola 3.1).

Poseidonios z Apameie (2. storoCie pred Kr.) urobil nové urcenie velkosti Zeme, ktoré pre-
vzal aj Ptolemaios a v stredoveku aj Toscanelli.

Strabén z Amazeie (1. storoCie pred Kr.) sa povazuje za ,otca“ geografie anapisal
17 zvédzkové dielo Geografica obsahujuce opis krajin a ndrodov, a tiez vysvetlenie geo-
grafickych javov.

Marinos z Tyru (asi 100 po Kr.) ako prvy pouzil kartografické zobrazenie, vyznacil uplna
stupiiovli kartograficku siet’ zobrazenu na valcovi plochu, teda $tvorcova aj obdiznikovi
siet’. Tato mapa bola doplnkom geografického diela, ktoré sa nezachovalo.

V oblasti kartografickych zobrazeni mala velky vyznam formuldcia azimutalnych

projekcii, za ich autorov sa povazuju [13]:

Tales z Milétu (624 az 547 pred Kr.) — grécky filozof, matematik astrondom sa povazuje za
autora gnomonickej projekcie, v ktorej vypracoval mapu hviezdnej oblohy. Hlasal nazor
o plochom tvare Zeme (doska plavajica na vodach), avSak vedel vysvetlit' a predpovedat’
zatmenie Slnka.

Apollonius z Pergy (asi 240 pred Kr.) — grécky geometer a astroném formuloval orto-
graficku projekciu. Prinos jeho prace je tieZ v teérii kuzel'oseciek.

Hipparchos z Nikaie (180 az 125 pred Kr.) je autorom stereografickej projekcie, zdokonalil
ucenie Eratostena a polozil zadklady matematickej kartografie. Zaviedol zemepisné strad-
nice a jeho prace maji velky prinos v astronomii. Podrobnejsie sa Hipparchovym vysled-
kom venuje kapitola 3.2.

Vedecké zaklady matematickej kartografie a sférickej trigonometrie polozil Klaudios

Ptolemaios, ktory zil na prelome 1. a 2. storoCia. Vydal subor knih z oblasti geografie,
astrondmie a matematiky a je autorom kuzelového a nepravého valcového zobrazenia.
Ptolemaiovo dielo malo nadCasovy vyznam a bolo pouzivané aj v dobe kartograficke;j
renesancie, comu je venovana kapitola 3.3.
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Po pade Rimskej riSe nastal upadok vednych odborov, aj kartografie [21]. Dedi¢mi
staroveku boli Arabi, uchovali Ptolemaiovo dielo, avSak robili bezprojekéné mapy bez
zemepisnej siete. Kreslili sa kruhové mapy (vplyv Rima) s centrom v Jeruzaleme, d’alSie
kruhové mapy boli v Nemecku a Anglicku, ktoré ak obsahovali tvar pismena T boli nazy-
vané O-T mapy (Obr. 2 vl'avo).

Koncom 13. storo¢ia sa zacali tvorit’ portulanové (kompasové) mapy, ktoré mali
obdiznikovy tvar, v strede smerové ruZice, mierku 1 : 4 az 7 miliénom, st bez zemepisnej
siete, avSak neskor sa vyznaCovala zemepisna Sirka. Najstar§ia dochovana portuldnova
mapa je tzv. pisanska mapa (1300). Katalansky atlas sveta z r. 1375 obsahuje portulanové
mapy (Obr. 2 vpravo) suvisiace s vysledkami ciest Marca Pola.

Obr. 2. Vytlacok klasickej O-T mapy od Giinthera Zainera (vl'avo), mapa Eurdpy z Katalanskeho
atlasu (vpravo)

Renesancia (14. az 16. storocie) sa povazuje za znovuzrodenie antickej civilizacie.
Pokrok v kartografii v tejto historickej etape vyvolali tri okolnosti:

< ziskanie Ptolemaiovho diela,

« vynalez knihtlage,

« informacie z velkych objavnych ciest.

Ptolemaiovo dielo zaznamenalo do konca 16. storo¢ia priblizne 50 vydani a bolo
doplnené suborom rekonsStruovanych map. Jeho dielo pomohlo efektivnejSiemu rozvoju
kartografie ako vedeckej discipliny. Na rekonstrukciach jeho map boli pouzité metddy aj
chyby, ktoré ovplyvnili cestovatel'ské zamery Kristofa Kolumba, ¢omu sa venuje kapitola
3.3.

Vynélez tlace v Eurdpe v polovici 15. storofia umoznil tla¢ kartografickych diel,
vydavanie map a atlasov. Drevorytiny boli postupne nahradené medirytinami, ich pocia-
tok je kladeny do Talianska, kde Conrad Swaynheim vytla¢il mapy k Ptolemaiovmu
dielu.

O vel’ké zemepisné objavy v 15. a 16. storo¢i sa zaslizili hlavne Kristof Kolumbus,
ktory v roku 1492 vyplaval na cestu do Indie zapadnym smerom a pristal na brehu Ame-
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riky, Amerigo Vespucci v roku 1501 identifikoval Ameriku ako Novy svet, Magalhae-
sovi sa podarila namorna cesta do Indie (1519 az 1522) a zvySok jeho vypravy urobil
cestu okolo sveta, ¢im potvrdili gul'ovity tvar Zeme.

V tomto obdobi sa zacali vyhotovovat' aj globusy, ktoré zakreslovali znadme javy
a objavy z ciest. Jan Schoner vykreslil aj svetadiel pri juznom poéle. Vyznamné mapy
v tomto obdobi vydali napr. Juan de la Cosa (1500), ktory zakreslil objavy Kolumba,
Vespucciho, Cabrala a Cabota, a tiez Waldseemdiiler (1507), ktory zaviedol nazov Ame-
rika. Jeden z najvyznamnejsich predstavitel'ov rozkvetu holandskej kartografie je Gerhard
Mercator (1512 az 1594), ktory v roku 1569 vyhotovil loxodromickii mapu sveta povazo-
vanu dnes za najvyznamnejSiu mapu tej doby. Pouzil na nej valcové zobrazenie kon-
formné (zachovava uhly), kde obrazom loxodromy je priamka a doteraz je pouZivané pre
namorné mapy. Mercatorovo zobrazenie v transverzalnej polohe je v sucasnosti apliko-
vané tiez v systéme UTM (Universal Transverse Mercator). V Case kartografickej rene-
sancie bol zaznamenany aj vel’ky rozmach tvorby novych kartografickych zobrazeni, ich
autormi okrem inych boli napr. Johannes Werner, Philipp Apian, Guillaume Postel,
Nicolas Sanson, César Frangois Cassini.

Takmer kazda eur6pska krajina mala mapu, pricom najvyraznejsi prinos do europske;j
kartografie sa zrodil v nasledujucich krajinach:

* Holandsko — mnohostranna tvorba, vrcholom su atlasy, vyznamny atlas vydal Mercatorov
sucasnik Abraham Ortelius (1527 az 1595).

* Francuzsko — Nicolas Sanson d"Abbville (1600 az 1667) je autorom nepravého valcového
zobrazenia, zalozil vyznamnu firmu Franciizsky kartograficky dom, ktoru neskor viedli je-
ho synovia a vnuci. Alexis Hubert Jaillot, César Francois Cassini de Thury spolocne s de
Ferrom vydali vynikajuci Stvordielny namorny atlas.

» Taliansko — Vincenzo Coronelli (1650 az 1718) je zakladatel'om najstarSej geografickej
spolocnosti, vydal atlas s viac ako 400 listami, odbornik na zostrojovanie glébusov Zeme
a nebeskej klenby.

* Anglicko — John Seller je prvym vydavatelom map a atlasov, Christopher Saxton v roku
1579 vyhotovil prvy atlas Anglicka a Edward Wright v Mercatorovom zobrazeni vydal
mapu, ktora obsahuje aj poznatky z Drakeovych objavnych ciest.

» Bavorsko — Philipp Apian vykonal v rokoch 1554 az 1561 podrobné mapovanie Bavorska.

* Rusko — Sigmund Herberstein (1486 az 1566) zostavil dielo Zdpisky z Moskevska, kde je
prvy presnejsi mapovy obraz Ruska.

Vyznamnym krokom k presnejiiemu urovaniu zemepisnych dizok a meraniu ¢asu
bolo zalozenie Kralovského greenwichského observatoria v roku 1675. Vedenim hvez-
darne kral’ poveril Johna Flamsteeda, ktory vosiel do dejin ako prvy kralovsky astronom.
Celosvetovo znamym sa stal Greenwich na konci 19. storo¢ia. Na konferencii vo
Washingtone v roku 1884 uzavrelo 41 delegatov z 25 krajin dohodu, ze svetovy Cas sa
bude merat’ podl'a poludnika, ktory prechadza greenwichskou hvezdarnou a stal sa tak
z neho nulty poludnik.

Na rozhrani 17. a 18. storofia v obdobi tzv. reformacie kartografie nastala zmena
v sposoboch, prostriedkoch a podnetoch vyhotovovania map, teda aj snaha o zvySenie
presnosti, ¢o podporili:

¢ presnejsie meraéské metody,

¢ nové pristroje,

R/

% nové geografické poznatky.
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Najvyznamnejsiu ulohu v rozvoji kartografie mali v tomto obdobi franctizski, nemecki,
anglicki a ruski kartografi.

Francuzsku kartograficka Skolu tvorili osobnosti nielen franctizskeho pévodu, ktoré
sa venovali ur€ovaniu tvaru a velkosti Zeme pomocou stupniovych merani a vypoctu re-
ferencného telesa k podrobnému mapovaniu, v teoretickej kartografii zobrazovacim
metddam a tedrii skresleni. Medzi najvyznamnejSich predstavitel'ov francuzskej kartogra-
fickej Skoly patria:

* QGottfried Wilhelm Leibnitz (1646 az 1716), ktory zaviedol pouzivanie gnémonickej mapy
ako ortodromickej, a to ako doplnok Mercatorovej loxodromickej mapy.

* Autori novych zobrazeni st franctzski a nemecki kartografi: Guillaume de 1'Isle, Jan
Dominik Cassini, Philippe de la Hire, Karl Braden Mollweid, Heinrich C. Albers, a mnoho
d’alsich.

» Johann Heinrich Lambert (1728 az 1777) je autorom viacerych kartografickych zobrazeni
odvodenych spitne z poziadaviek na skreslenia. Uvadza sa aj ako zakladatel’ kartografie
ako vednej discipliny. V stcasnosti je Lambertovo konformné kuzelové zobrazenie su-
¢ast'ou viacerych statnych geodetickych stradnicovych systémov.

* Leonard Euler a Joseph Louis Lagrange riesili vS§eobecnt te6riu konformnych zobrazeni.

o Carl Friedrich Gauss (1777 az 1855) sa zaoberal hlavne konformnym zobrazenim elipsoidu
na sféru a valcovym konformnym zobrazenim v transverzalnej polohe, jeho Zivotu a dielu
je venovana kapitola 3.4.

e Guillaume de 1'Isle (1675 az 1726) bol vyznamnou osobnost'ou aplikovanej kartografie,
mal snahu o spravne interpretovanie hranic svetadielov a je autorom velkého mnozstva
map.

Nemecka kartografia v tomto obdobi bola reprezentovand hlavne firmami Ho-
mannovou a Seutterovou, ktorych mapy sa dodnes zachovali vo vel’kom mnozstve. V 18.
storo¢i sa Londyn stal strediskom svetovej kartografie, kde sa stahovali vyznamné ho-
landské a francuzske kartografické dielne, a to vd’aka rozvoju namornej moci v Anglicku.
Ruska kartograficka skola zaznamenala vyznamny rozvoj za Petra Velkého. V roku 1724
bola zaloZzena Ruska akadémia vied, kde mapovanie a vyskum koordinovali franctiiz
Guillaume De 1'Isle a neskor Leonhard Euler (1707 az 1783). Dalsi veduci geografického
ustavu akadémie bol Michail Vasilievi¢ Lomonosov (1711 az 1765). Meracské a karto-
grafické prace viedol Ivan Kirillov (1689 az 1738), ktory vydal jeden z planovanych
troch dielov prvého ruského atlasu, ktory obsahoval jednu generalnu mapu a 14 Special-
nych map [21].

Za zaliatok novodobej kartografie sa povazuje podrobné mapovanie zalozené na
geodetickych zakladoch v prvej polovici 18. storocia, ktoré prebehlo takmer vo vSetkych
eurdpskych krajinach. Vzorom je franctzska kartografia vedena C. F. Cassinim (1714 az
1784) a jeho synom Janom Dominikom (1748 az 1845).

Prva polovica 19. storocia je charakterizovana $tatnymi a vojenskymi mapovaniami,
pricom vysledkom st undhlené a nepresné mapy (Upadok) a atlasy. V druhej polovici
19. storocia nastava obrat v poziadavkach a hodnoteni kartografického zobrazenia, a teda
navrat k presnosti. Je nutné spomenit’ nasledujiice prace teoretického charakteru, ktoré
vydali Heinrich Littrow, Nicolas Auguste Tissot, Wilhelm Jordan vo forme subornych
diel z matematickej kartografie. V Gaussovom diele pokracuju Johan Georg Schreiber
a Louis Kriiger, ktori formuluju nové zobrazenia, vydavaju Casopisy s kartografickou
tematikou [14].
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V 20. storoc¢i sa kartografovia zaoberaju skreslenim, priebehom kriviek na mapach,
odvodzovanim optimalnych zobrazeni podla Ucelu, napr. O. S. Adams, Ch. Laborde,
V. V. Kavrajskij, Solovjev, Urmajev, G. A. Ginsburg a ini. Topografické mapy a mapy
vel’kych mierok su konstruované v konformnom zobrazeni a od r. 1950 je mapovanie
realizované zvidcSa fotogrametrickymi a kombinovanymi metdédami. ViacSina krajin
vydava tematické atlasy, ktoré sa neskor zdokonal'uju. Po druhej svetovej vojne prebicha
nové mapovanie vramci vojenskych zoskupeni, a to podla rovnakych zasad. V Sest-
desiatych rokoch 20. storocia sa za¢ina obdobie pocitacovej kartografie. Vplyv automa-
tizacie na tvorbu mapovych diel umoznuje uplatnit’ aj také metddy v kartografii, ktoré
dovtedy nebolo mozné realizovat. Velky vyznam pre kartografiu ma aj dial’kovy prie-
skum Zeme, nastup technologii GNSS (Global Navigation Satellite System).

3 Matematika a kartografia — osobnosti a suvislosti

Historické milniky matematiky a geometrie podnietili rozvoj zememeraéstva
a kartografie. Spolo¢nym objektom zadujmu matematiky a kartografie je tvar Zeme, jej
vel'kost' a povrch a jej zobrazovanie do roviny mapy, a tiez astronomické objekty, ich
vzajomnd poloha a zobrazovanie. Z tohto hl'adiska problémy praxe podnietili rozvoj geo-
metrie, tedrie kuzel'oseciek, diferencidlnej geometrie, sférickej trigonometrie a i. V obla-
sti modelovania referenénych ploch Zeme zohravalo velka ulohu urenie jej tvaru
a vel'kosti viacerymi osobnostami napr. Aristotelom a Eratostenom. Cestovatel'ské zame-
ry Kristofa Kolumba boli podporované vysledkami Ptolemaia a Regiomontana. Stereo-
graficka projekcia a jej aplikacia v astronomickom merani bola objektom zaujmu Hippar-
cha a Hypatie. Neskdr bol velky pokrok vo vypoctoch na elipsoide vd’aka diferencialnej
geometrii, kde doteraz su aplikované vysledky Gaussa pri vypocte krivosti na ploche,
dizky geodetickej Giary. Skreslenia v kartografickom zobrazeni s po&itané pomocou
tzv. Gaussovych koeficientov a Gaussove konformné zobrazenia sii vyznamnou suc¢ast’ou
geodetickych suradnicovych systémov, napr. UTM (Universal Transverse Mercator).

3.1 Tvar a obvod Zeme podl’a Aristotela a Eratostena

Problémom tvaru Zeme sa zaoberali Pytagorejci, ktori uvadzali, ze pocet nebeskych
telies je posvitné Cislo 10 a tieto telesd su rozlozené okolo Zeme tak, aby 'udia nemohli
vidiet' posvitny ohen, okolo ktorého sa Zem otaca. Ako bolo spomenuté, Tales z Milétu
pokladal Zem za plocht dosku plavajucu na vodach a Anaximandros za vznaSajuci sa
valec. Pytagoras (asi 580—500 pred Kr.) ako prvy vyslovil myslienku, ze Zem je gul’a,
ktora sa nachadza v strede vesmiru. Dalsi Pytagorejec Filolaos sformuloval svetovy
systém s centralnym ohiiom v strede vesmiru, okolo ktorého obieha Zem, Slnko, Mesiac
a ostatné planéty. Vyslovil tiez myslienku, Ze Zem sa otaca okolo svojej osi.

Aristoteles zo Stageiry (384 az 322 pred Kr.) ako prvy urobil dokaz o gulatosti Ze-
me. Podl'a Aristotela cely svet tvori jediny celok v tvare gule, ktorej stred je vyplneny
naSou Zemou (geocentricky nazor). Vesmir sa deli na dve principidlne odli§né Casti —
oblast’ supralunarnu (nad Mesiacom) a sublunarnu (pod Mesiacom). Stredom sublunane;j
oblasti a zaroven celého vesmiru je gulatd a nehybna Zem, okolo ktorej st v gul'atych,
nie vSade celkom pravidelnych vrstvach nakopené v prirodzenom poriadku voda, vzduch
a ohen. Supralunarna oblast’ je podl'a Aristotela vybudovana z ¢istého a nepremenlivého
elementu, tzv. éteru. Na rozdiel od Styroch pozemskych elementov, ktoré sa pohybuju
smerom hore a dole, pohybuje sa éter stale dokonalym rovnomernym kruhovym pohy-
bom. Nebeské telesa su upevnené na éterickych sférach a spolu s nimi sa otacaju okolo
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Zeme. NajvzdialenejSia od Zeme je sféra stalic, ktora udrziava v pohybe sam prvy ,,hy-
batel™, ktorého pdsobenie sa prenasa postupne az ku sfére Mesiaca. Pocet sfér podla
Aristotela je 56. Dianie vo sfére sublunarnej sa riadi zo sféry supralunarnej, a to v tom
zmysle, Ze pohyb Slnka dava impulz k zakladnym prirodnym zmenam, k striedaniu dna
anoci a k striedaniu ro¢nych obdobi, od ktorého zavisi Zivotny rytmus celej rastlinnej
a zivocisnej rise [35].

Gulovy tvar Zeme oddvodiioval Aristoteles predovsetkym z vlastnosti Zeme ako
najtazsicho a do stredu pritahovaného elementu, ale uvadzal aj fakty z pozorovania —
kruhovy tvar tiena Zeme pozorovatelny pri mesacnom zatmeni a viditeInost’ inych
suhvezdi v juznych a severnych &astiach Zeme [19]. Predpokladal, Ze dizka poludnika je
400 000 stadii (velkost' stadia sa presne nevie, za stadion Gréci pokladali dizku zavo-
diska — 125 dvojkrokov), teda obvod Zeme povazoval (opierajuc sa o poznatky vtedajsej
matematiky) za skoro dvojnasobne v&acSi, nez ma v skutoCnosti a Zem povazoval
v porovnani so Slnkom a hviezdami za malu. Aristotelove nazory ovplyvnili astronomiu
takmer na dve tisicrocia. Na Obr. 3 je schéma Ptolemaiovej geocentrickej sustavy, ktora
prevzal od Aristotela [36].

Obr. 3. Ptolemaiov geocentricky systém, ktory prevzal od Aristotela [36]

Eratostenes z Kyrény (Alexandrijsky) (asi 276 az 194 pred Kr.) zaviedol termin
,geografia® (zahfiial kartografiu, geografiu a etnografiu). Na mape Stredozemného mora
a okolia zostrojil siet’ rovnobeziek a poludnikov cez miesta ur¢ené astronomickym pozo-
rovanim, avSak neuvadza stupne, ale vzdialenost’ v stadiach. Na Obr. 4 je rekonStrukcia
Eratostenovej mapy z 19. storocia [22].
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Obr. 4. Rekonstrukcia Eratostenovej mapy z 19. storocia

Obvod Zeme vypocital Eratostenes v roku 212 pred Kr. na zaklade uréenia dizky
meridianového obluka medzi mestami Alexandria a Syéné (dnesny Asuan) [19]. Predpo-
kladal, ze mesta lezia na rovnakom poludniku, hoci Alexandria ma v si¢asnosti uvadzanu
zemepisnu Sirku 31,1980° a dizku 29,9192° a mesto Syéné, ktoré je 850 km juznejiie
blizko obratniku Raka, ma suradnice 24,0889°, 32,8997°. Eratostenes zistil, Zze v dobe
letného slnovratu je mozné v hlbokej studni v Syéné vidiet’ odraz Slnka v hlbokej studni.
V Alexandrii postavil duti polgul'u so zvislou ty€ou, tzv. gnémonom s hornym koncom
v strede gule (Obr. 5). V momente, ked’ v Syéné bolo Slnko v zenite, dizka tiefia gno-
monu na dutej polguli sa rovnala 1/50 obvodu hlavnej kruznice na tejto guli. Z toho
dedukoval, ze vzdialenost’ medzi tymito mestami sa rovna 1/50 obvodu hlavnej kruznice
na Zemi, stredovy uhol prisluchajuci tomuto obluku je 7°12'. Vzdialenost' medzi Ale-
xandriou a Syéné mal odhadnutt na 5 000 stadii, a to podl'a dizky &asu, ktory potrebovala
karavana na cestu medzi nimi. K obvodu Zeme 250 000 stadii pripocital 2 000 stadii, aby
vysledné cislo 252 000 stadii bolo delitelné cislami 3, 6, 9 atd. Tato hodnota je
v porovnani so skutoénym obvodom Zeme s presnostou od 11 az 14 %. Metdéda Era-
tostena je vSak dobra a v zdokonalenej forme aktualna aj v sucasnosti.
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Obr. 5. Schéma Eratostenovho pokusu
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3.2 Hipparchos versus Hypatia a stereograficka projekcia

V historickych pramenoch je diskusia o autorstve astronomického pristroja rovinného
astroldbu. Dovodom je, Ze tento pristroj vyuziva kartografické zobrazenie nazyvané
stereograficka projekcia, ktorej autorom je Hipparchos. Autorstvo rovinného astrolabu sa
pripisuje aj Hypatii z Alexandrie. Stereografickd projekcia je definovana ako stredové
premietanie gulovej plochy do roviny, pricom stred premietania lezi na gulovej ploche
arovina je rovnobezna s jej dotykovou rovinou v strede premietania. Geometrické vlast-
nosti tejto projekcie st, Ze obrazom kruznice gulovej plochy je kruznica alebo priamka
a zachovavaju sa uhly, teda zobrazenie je konformné. Vzhl'adom na to je stereograficka
projekcia pouzivana vo viacerych oblastiach.

Hipparchos z Nikaie (180 az 125 pred Kr.) bol vel’kou osobnost’ou v starovekej kar-
tografii, je pokladany za zakladatel'a sférickej trigonometrie [16] a svojimi vysledkami
polozil zaklady matematickej kartografie. V historickych materidloch sa uvadza, ze poz-
nal valcové zobrazenie, ktoré sa pripisuje Marinovi a kuzel'ové, ktoré zdokonalil Ptole-
maios. Ako bolo spomenuté, Hipparchos je autor stereografickej projekcie a v stvislosti
s tym je diskutované, ¢i je autorom rovinného astrolabu, ktorého autorstvo sa pripisuje
Theoénovi z Alexandrie v spolupréaci s jeho dcérou Hypatiou. Hipparchos ako prvy vypo-
¢ital vzdialenost’ Zeme od Mesiaca a zostavil katalog obsahujuci asi 850 hviezd. Zaviedol
Sest'desiatkové delenie obvodu Zeme (rovnik rozdelil na 360 Casti) a navrhol astronomic-
ky urcovat’ pevné body na zostavovanie map, uvadzat’ na mapach cely rad kolmych Ciar
zodpovedajucich zvolenym stupfiom od juhu na sever a od vychodu na zapad (nepravi-
delnu geograficku siet’). Vtedy bolo zname, Ze Zem je dlhSia v smere od vychodu na za-
pad, preto navrhol pouzivat' terminy (geografické) dizka a (geograficka) irka Zeme [19].

Hypatia z Alexandrie (* medzi 350 az 370 — 1 415, Alexandria, Egypt) bola grécka
filozofka, dcéra matematika a astronoma Thedna z Alexandrie, posledného znameho ¢le-
na a mozno i predstavené¢ho alexandrijskej Skoly [18]. Zaoberala sa matematikou, astro-
némiou a filozofiou a bola to prva zena s vysledkami v matematickej oblasti. Posobila
v Alexandrii ako prva Zena — ucitel’ka novoplatonskej filozofie. Najvyznamnej$im z jej
ziakov bol Synesios z Kyrény, ktory ju v niekolkych listoch chvalil. Slobodne sa stre-
tavala so vSetkymi, ktori si zelali ucit’ sa, alebo dostat’ vysvetlenia tazkych ¢asti z Platona
a Aristotela, chyry o jej zivote davali vel'a podnetov pre vymysly a predsudky. V marci
roku 415 bola Hypatia neocakévane prepadnutd a umucena oddielom krestanskych vzbu-
rencov, podla viacerych zdrojov na tento utok dal prikaz sim Kyrillos [4]. Uvadza sa, ze
po smrti Hypatie ziskalo krestanstvo v Alexandrii uplni nadvladu, alexandrijska Skola
upadla a s fiou aj Groven gréckej matematiky.

Hypatia pokrocila dost’ d’aleko v $tadiu kuzel'oseciek a nadviazala na Diofantove pra-
ce. Venovala sa hlavne aplikdcidm matematiky, pripisuje sa jej autorstvo troch velkych
prac o geometrii, algebre a astronémii. Vynasla niekol’ko pristrojov, napriklad na destila-
ciu vody a na stanovenie mernej tiaze vody. V astrometrii sa jej pripisuje vyznamna
pomoc pri rozvoji rovinného astroldbu pre merania na oblohe. S vdc¢Sou, ¢i mensou isto-
tou je jej pripisované vydanie The6novho komentaru k Ptolemaiovmu Almagestu — znalci
predpokladajt, ze podiel Hypatie a Thedna na texte je priblizne rovnaky a ze Hypatia ne-
revidovala len text otcovych poznamok, ale priamo Almagest samotny [6]. Hypatii sa pri-
znava tiez vydanie Theonovho usporiadania Euklidovych Zakladov [3], komentare k Po-
jednaniu o kuzeloseckdch Apollénia z Pergy, k XIII. knihe Diofantovej Aritmetiky,
Astronomicky kanon — niekedy je pokladany za jednoduché astronomické tabul’ky, avsak
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mohlo ist o komentar k niektorému z Ptolemaiovych diel, najskor k Tabul’kam alebo
k Almagestu [2].

Ako bolo uvedené, autorom stereografickej projekcie je Hiparchos. Pomocou tohto
zobrazenia je vytvorena stupnica hviezdneho uhlomeru tzv. rovinného astrolabu, rozvoju
ktorého prispela aj Hypatia z Alexandrie [26]. Tento historicky astronomicky pristroj
v minulosti astronémovia, astrologovia, navigatori a d’alsi pouzivali na urcovanie a pred-
povedanie poloh hviezd a Slnka, k ur€ovaniu miestneho ¢asu podl'a miestnej zemepisne;j
dizky a naopak, k zememeragskym tuéelom a pre triangulaciu [9]. Astrolab sa sklad4
z dvoch kruhovych casti spojenych v strede capom. Pouziva sa zaveseny, okolo stredu sa
otaca rameno (alhiddda) s dvoma priezormi a s ukazovatel'mi. Spodna Cast’ obsahuje sy-
stém suradnic (Obr. 7 vlavo). Vrchna Cast’ je z vel'kej Casti priehl'adné a obsahuje sadu
hrotov oznacujucich polohy vyznamnych stilic. Nastavenim vzajomnej polohy tychto
dosiek je mozné zobrazit’ aktudlnu polohu hviezd na oblohe. Na vrchnej Casti su tiez
vystupené hroty umoziujice odmerat’ skutoni vysku nebeskych telies voci kolmici
k zavesenému astrolabu. Sucasti astrolabu su na Obr. 6. Astrolaby maju vel’kl historickll
hodnotu, napriklad v oktébri 1995 aukena siefi Christie’s v Londyne vydrazila astrolab za
450 tisic libier. Na Obr. 7 vpravo je Urbinov astrolab z roku 1462.

Obr. 7. Obraz matice astrolabu — drevoryt z kalendara r.1553 (vl'avo) a Urbinov astrolab (vpravo)

56



Okrem rovinného astrolabu pouzivaného v minulosti sa stereografickd projekcia
pouziva v sucasnej astronomii pri konstrukcii mapy hviezdnej oblohy, na zobrazenie drah
a povrchu nebeskych telies. V kartografii je aplikovana na katastralnych mapach napr.
Holandska a v minulosti aj na izemi Rakusko-Uhorska a Pol'ska [17]. Vd’aka konform-
nosti ma stereograficka projekcia dosah do viacerych oblasti, napr. v krystalografii je
aplikovana pri zobrazovani, a teda merani uhlov medzi stenami krystalu, v matematike
pri vzajomnom zobrazeni prvkov r6znych modelov neeuklidovskej geometrie, a pouziva
sa aj v oblasti tvorby dekorac¢nych vzorov na povrchu sféry [29].

3.3 AKko Ptolemaios a Regiomontanus pomohli KriStofovi Kolumbovi

Zéaklady sférickej geometrie a trigonometrie pre ucely astrondomie boli polozené
v Starom Grécku. Zakladatel'om je Hipparchos z Nikae (2. stor. pr. Kr.). Vyznamné dielo
o sférickej trigonometrii napisal tiez grécky matematik Menelaos z Alexandrie (1. stor.
po Kr.), na ktorého nadviazal Klaudios Ptolemaios. Na zapade vytvoril trigonometriu ako
samostatnll Cast’” matematiky nemecky matematik a astroném Johannes Miiller nazyvany
Regiomontanus [16]. Vysledky prace tychto osobnosti podporovali rozvoj objavitel'skych
ciest, ¢o historia ukazala na vzajomnom prepojeni Ptolemaia, Regiomontana a Kristofa
Kolumba.

Klaudios Ptolemaios zil na prelome 1. a 2. storocia, rozvinul matematicka kartogra-
fiu a sféricka trigonometriu. Okrem iného vydal subor knih z oblasti geografie, astro-
nomie a matematiky [22]. Ptolemaios sa ako prvy pokusil dokazat’ Euklidovu 5. axiomu,
avSak pouzil pri tom len jej alternativnu formulaciu. Ptolemaiova kniha Megalé syntaxis
(Velka skladba) je vel'kym astronomickym dielom, obsahuje katalog hviezd a vysvetl'uje
geocentricka sustavu. Tato kniha sa zachovala jednak v pévodnom zneni, ale tiez v arab-
skom preklade nazvanom Almagest. Toto dielo bolo zakladom stredovekej astrondomie
a celé tisicrocCie bolo aj zakladnym dielom pre trigonometriu. Ptolemaios je tieZ autorom
osemdielnej Geografiké hyfégésis (Geograficka prirucka), kde podava okrem iného navod
k zhotoveniu mapy sveta s vyuzitim zemepisnej irky a dizky jednotlivych miest, pric¢om
zemepisné suradnice mali byt ur€ované astronomickym meranim. Je autorom kuzelo-
vého a nepravého valcového priamkového vyrovnavacieho kartografického zobrazenia
[15]. Dopustil sa chyby, ze na svojich mapach pouzil Poseidoniove rozmery Zeme. Tieto
mapy sa nezachovali (v dosledku poziaru v Alexandrijskej kniznici), avSak v obdobi
kartografickej renesancie boli urobené ich rekonstrukcie (napr. Toscanelliho mapa).
Ptolemaiovo dielo zaznamenalo do konca 16. storo¢ia priblizne 50 vydani a bolo
doplnené suborom rekons$truovanych map (pouzité metddy aj chyby). Ako uz bolo spo-
minané, Ptolemaios pouzil Poseidoniove rozmery Zeme, men$ie ako skuto¢nost, ¢o
povzbudilo Kristofa Kolumba k plavbe do Indie zapadnym smerom, nakolko pouzil
Toscanelliho mapu spracovanu z tychto podkladov. Ptolemaiove mapy boli dopliované
novymi geografickymi poznatkami a rozs§irované o nové mapy — Tabulae modernae, kto-
ré poskytovali dokonalejsi obraz Zeme. Prvou takou mapou bola mapa Skandinavie od
Claudia Claussona Swarta. Na Obr. 8 je Schnitzerova mapa, ktora vypracoval na zaklade
Ptolemaiovho popisu v Geografiké hyfégésis v nepravom kuzel'ovom zobrazeni.

Na Obr. 9 je ukazka mapy sveta z roku 1505 v Ptolemaiovom ekvidiStan¢nom
kuzel'ovom zobrazeni. Ptolemaiovo zobrazenie je tiez pouzité na mape Velkej Germanie
— MAGNA GERMANIA, ktora zachytava uzemie strednej Eurdpy priblizne do roku 150
po Kr. Zobrazuje celkovo 137 geografickych bodov, z ktorych 94 st mesta a hradiska,
o ktorych uz Ptolemaios vo svojej dobe pisSe ako o starodavnych [23], [28]. Mapa bola
a je predmetom badania. Historici a lingvisti sa bez uspechu znovu a znovu pokusali
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desifrovat’ ,,Ptolemaiov kod“. V stcasnosti sa hlavna pozornost’ stidiu mapy sustred’uje
v Cesku a v Nemecku. Medzi vyskumnikmi dostal tento pomaly 2000 rokov stary rébus

pomenovanie ,,zakliaty zamok* [24].

Obr. 9. Ukazka mapy sveta z roku 1505 v Ptolemaiovom ekvidistanénom kuzel'ovom zobrazeni

Johannes Miiller z Konigsbergu znamy pod latinskym pseudonymom Regiomonta-
nus (1436 az 1476) bol nemecky matematik, astroném a astrolog. Bol vyznamnou osob-
nost'ou, ktora posobila na Akadémii Istropolitane v rokoch 1467 az 1472. Regiomontanus
zacal ako dvanastrocny Studovat’ na univerzite v Lipsku. Neskor presiel na viedenski
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univerzitu, kde na neho vyznamne vplyval vyzna¢ny humanisticky filozof, matematik
a astronom Georg Peuerbach. Ako 21 ro¢ny ziskal titul magister. V rokoch 1458—1461
prednasal vo Viedni a uskutocnoval pravidelné meteorologické pozorovania, jedny
z prvych v hlavnom meste monarchie. S kardindlom Bessarionom, stipencom novoplato-
nizmu, sa Regiomontanus vydal do talianskeho Padova, kde studoval gréckych matemati-
kov. Tu zozbieral mnohé antické rukopisy a do latinCiny prelozil Ptolemaiovo dielo Al-
magest, ktoré neskor studovali Kopernik, Galileo a Kepler. Okrem pozorovani sa Regio-
montanus venoval aj konStruovaniu astronomickych pristrojov, a tiezZ popisu uz znamych
astronomickych, napr. astrolab, armilarna sféra a pod. Mimoriadne rozsirené v astrondmii
i navigacii boli astronomické tabul’ky zostavené Regiomontanom, ktoré boli vel'mi spo-
I'ahlivé. Medzi jeho trigonometrické tabul’ky patria prvé Sestmiestne tabul’ky funkcie tan-
gens a tabulky funkcie sinus s presnostou na 7 desatinnych miest, ktoré vysli v roku
1490 ako Tabulae primi mobilis a do konca 16. storo¢ia dosiahli 10 vydani (Obr. 10).
Predovsetkym v stuvislosti so zostavovanim tabuliek sa zaujimal aj o matematické problé-
my, najmid o trigonometriu. V rokoch 1462—1464 vytvoril prvé vyznamné dielo
o trigonometrii De triangulis omnimodis libri quinque (Pat knih o rozli¢nych trojuhol-
nikoch), ktoré je v dejinach matematiky povazované za zaCiatok samostatného vyvoja
trigonometrie — jej oddelenia od astronémie a matematiky. V tejto knihe zaviedol funkciu
tangens, riesil vela tilloh na konstrukciu trojuholnikov, podal zaklady rovinnej a sféricke;j
trigonometrie [32], [7].
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Obr. 10. Ukazka Regiomontanovych tabuliek [34]
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Regiomontanus sa venoval aj rdznym otdzkam algebry (rieSenie rovnic, operacie s od-
mocninami) a tedrie Cisel, bol napr. objavitelom piateho dokonalé¢ho ¢isla 33 550 336.
Okrem prekladu a komentarov k Ptolemaiovmu Almagestu boli pozoruhodné aj preklady
a vydanie viacerych antickych i sidobych astronomickych a matematickych diel, napr.
Apollonia, Heréna a Archimeda [27]. Odhalil aj nedostatky Ptolemaiovho planetarneho
systému a sam vypracoval presnejsSi model pohybu planét. Regiomontanus spresnil
a skonstruoval viaceré astronomické pristroje a vydal diela, ktoré ich podrobne popisuju.
Pocas pobytu v Norimbergu v januari 1472 pozoroval kométu, ktorej peridda bola zistena
0 210 rokov neskoér. ISlo o dnes znamu Halleyovu kométu. Zostavil 57 ro¢ny kalendar (na
roky 1475—1531), ktory na svojich plavbach vyuzivali i moreplavci ako Kristof Kolum-
bus, Vasco da Gama a Amerigo Vespucci. Na Obr. 11 je dvojstranka z jeho kalendara,
ktora popisuje zatmenia Slnka a Mesiaca. Regiomontanus mal aj mnohych vyznamnych
Studentov ako Domenico Maria Novara, ktory bol neskor profesorom Mikulasa Koper-
nika na Bolonskej univerzite [34].
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Obr. 11. Dve strany Regiomontanovho kalendara popisujtce eklipsy Slnka a Mesiaca [34]

Z uvedenych okolnosti vyplyva, ze zivoty osobnosti Klaudia Ptolemaia a Johannesa
Miillera Regiomontana s napriek ¢asovému rozdielu prepojené. Vyznamné je nielen Re-
giomontanove Stadium a nadvéznost’ jeho prace na odkaz Ptolemaia, ale spaja ich tiez
osobnost’ cestovatela KriStofa Kolumbusa, ktory, ako sa uvadza v historickych prame-
noch, pouzival pri svojej ceste do Ameriky Toscanelliho rekonStrukciu Ptolemaiovej
mapy a trigonometrické tabulky Johannesa Miillera Regiomontana, a tiezZ Regiomonta-
nov kalendar.

3.4 Gaussova tloha v geodézii, diferenciilnej geometrii a matematickej kartografii

Ako uvadza Struik v [27], na deliacej ¢iare medzi matematikou 18. a 19. storocia Cnie
majestatna postava Carla Friedricha Gaussa. Narodil sa 30. aprila 1777 v nemeckom
Braunschweigu ako jediné dieta Gerharda Dietricha a Dorothey (rod. Benz) Gaussovych
[20]. Matka bola dcéra kamenara a napriek tomu, ze bola takmer analfabetka, vie sa
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o nej, ze bola mimoriadne inteligentna. Gaussov otec vykonaval vela jednoduchych po-
volani, nakoniec pracoval ako pokladnik v poistovni. Jedna z typickych prihod, aké spre-
vadzaju Gaussa, hovori, ze uz ako trojrocny opravoval svojho otca pri vyuctovani miezd.
Gauss vraj sam o sebe tvrdil, Ze sa naucil pocitat’ skor ako hovorit’. Najznamejsia historka
o Gaussovi ako zazracnom dietati pochadza z jednotriedky zakladnej Skoly v rodnom
Braunschweigu pri s¢itani vSetkych prirodzenych ¢isel od 1 do 100. Po skonceni $tadia
na Univerzite v Gottingene a Helmstadte pracoval v domacom Braunschweigu, kde pisal
svoje najslavnejsie diela. Od roku 1807 az do svojej smrti posobil ako profesor a riaditel’
observatoria v Géttingene [32].

Svoje prvé skusenosti s geodéziou ziskal Gauss uz ako Student pri trigonometrickom
zamerani Westfalska [12]. V roku 1818 bol povereny osobne vykonat triangulaciu
hannoverského kralovstva a neskor celého danskeho kralovstva. Tieto ulohy ho zamest-
navali intenzivne v obdobi 1821—1826 a do istej miery az do roku 1848, ¢o niektori jeho
sucasnici povazovali za strateny ¢as. Faktom vSak je, ze prave vd’aka jeho praci v teréne,
pri ktorej mu asistovali jeho syn Joseph a major Miiller, sa geodeticka veda pozdvihla na
vedecka uroven. Uvadza sa, ze praktickym vysledkom v geodézii bol aj vynalez
geodetického pristroja heliotropu, ktorého princip skrsol Gaussovi v hlave pri jednej
vecCernej prechadzke v roku 1821 so svojim synom Eugenom, ked ho oslnil odraz
zapadajuceho slnka v okne vzdialeného domu. Heliotrop pouziva zrkadlo na odraz
slne¢nych la¢ov danym smerom na velku vzdialenost' k oznaceniu vzdialenych me-
rac¢skych ciel'ov (az 100 mil’). Uz v juli 1821 Gauss pomocou heliotropu zameral klasicky
geodeticky trojuholnik medzi horami Hohenhagen, Brocken a Inselsberg. Dnes stoji na
vrchole Hohenhagenu paméitna Gaussova veza s jeho mramorovou bustou. Na Obr. 12 je
fotografia heliotropu [33] zroku 1878 ana Obr. 13 je princip Wurdemannovho
heliotropu. Jeho geodetické dielo, v ktorom su aj vysledky z diferencidlnej geometrie, je
zhrnuté v Disquisitiones generales circa superficies curvas (1827) a vo dvoch Pojed-
naniach o vyssej geodézii (1843/46), ktoré sa stali fundamentom modernej geodézie [8].
Triangulacii sa podrobne venuju viaceré ucebnice geodézie, napr. [1] a [31].
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Obr. 12. Merania pomocou heliotropu (1878) [33]
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Obr. 13. Wurdemannov heliotrop [33]

Spominanym dielom Disquisitiones generales circa superficies curvas Gauss prispel
dolezitymi impulzmi do diferencidlnej geometrie, ktora sa zaobera analytickym
vySetrovanim vlastnosti kriviek a ploch [12]. Formuluje vlastnosti ,,hladkej* plochy danej
parametrickym vyjadrenim v okoli jej 'ubovol'ného bodu, ktoré st opisané diferencial-
nymi vztahmi, nazyvanymi 1. a 2. fundamentalna, resp. kvadraticka forma plochy. Gauss
zaviedol definiciu totalnej krivosti (alebo Gaussovej miery krivosti) a postuloval Gausso-
vu teorému (theorema egregium), vyjadrujucu Gaussovu krivost’ vyluéne prostrednict-
vom koeficientov 1. kvadratickej formy a ich parcialnych derivacii prvého a druhého
radu [25]. Bez diferencialnej geometrie by sa v teorii pruznosti nerozvinula teoria ,,Skru-
pin“ dvojitej krivosti, ktora dosiahla rozkvet v druhej polovici minulého storocia.

V geodézii a kartografii su poznatky aplikované na referen¢nom elipsoide, pri vypocte
skresleni v kartografickom zobrazeni st pouzivané tzv. Gaussove koeficienty — prvky
metrického tenzoru ozna¢ovaného tiez ako Gaussova matica. Vypocet dizky geodetickej
Ciary sa realizuje pomocou Gaussovej metddy rieSenia inverznej geodetickej ulohy [1].
Dolezitym prinosom Gaussa je formulacia kartografickych zobrazeni, a to konformného
valcového v transverzalnej polohe (nazyvaného Gaussovo-Kriigerovo) a konformného
zobrazenia elipsoidu na sféru.

Gaussovo-Kriigerovo zobrazenie je konformné zobrazenie referenéného elipsoidu na
valcovu plochu v transverzalnej (rovnikovej) polohe, nazyvané je tiez transverzalne
Mercatorovo podla autora tohto zobrazenia v normalnej (poélovej) polohe, ktorym je
Gerhard Mercator. Pre zobrazenie referen¢nej sféry ho formuloval Johann Heinrich Lam-
bert (1728—1777) a nazyva sa aj Gaussovo-Lambertovo. Historici uvadzaju, ze Gauss
priblizne v roku 1822 formuloval transverzalne Mercatorovo zobrazenie referenéného
elipsoidu s vyuzitim komplexnej algebry a aplikoval ho v tom istom desatro¢i na zobra-
zenie meranych dat v Hannoveri [5]. Zobrazenie malo konitantné skreslenie pozdiz
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centralneho poludnika abolo zname ako Gaussovo konformné alebo Gaussovo
hannoverské zobrazenie. Gauss tiez v roku 1843 formuloval ,,dvojité zobrazenie®, ktoré
pozostava z konformného zobrazenia elipsoidu na sféru a nasledného zobrazenia sféry na
valcovl plochu v transverzalnej polohe s pouzitim Mercatorovych zobrazovacich rovnic.
Toto zobrazenie si upravil Johan Georg Schreiber a pouzil ho v Prusku v rokoch
1876—1923, nazyvalo sa Gaussovo-Schreiberovo a skreslenie na centralnom poludniku
nebolo konstantné. Schreiberove a Gaussove vysledky preformuloval Louis Kriiger
(1912), ateda v sucasnosti je Gaussovo-Kriigerovo zobrazenie synonymom pre trans-
verzalne Mercatorovo zobrazenie. Gaussovo-Kriigerovo zobrazenie bolo pouzivané v Ne-
mecku (od 1922) a neskér v d’alSich eurdpskych statoch, v ZSSR (od 1928) a po 2. sve-
tovej vojne aj v $tatoch Varfavskej zmluvy. Na tzemi byvalého Ceskoslovenska boli
topografické mapy v Gaussovom-Kriigerovom zobrazeni, kde referencné plochy boli
rozne elipsoidy (Besselov, Krasovského a in¢), centralny poludnik bol neskresleny. Vy-
hody zobrazenia pre vojensky systém su koncepcna jednotnost’ pre Casti zemského
povrchu, malé skreslenie, v ramci jedného poludnikového pasu mozno bezproblémovo
napajat’ mapové listy bez medzier a prekrytov. V sucasnosti ho ¢lenské staty NATO pou-
zivaju v geodetickom suradnicovom systéme UTM (Uni-versal Transverse Mercator),
kde skreslenie centralneho poludnika je konstantné a rovna sa -40 cm/km.

Z tych skuto¢nosti vyplyva, Ze v matematickej kartografii je vel’kym prinosom Gaussa
formulécia kartografickych zobrazeni, a to konformného zobrazenia elipsoidu na sféru
a transverzalneho konformného valcového zobrazenia referenéného elipsoidu. V odvo-
deni zobrazovacich rovnic pouzil Taylorov rozvoj a zapis suradnic bodov v rovine
pomocou komplexnych cisel, ¢o uverejnil Gauss v praci Disquisitiones Arithmeticae,
ktora vysla roku 1801. Uz v roku 1799 pouzil rovinu ako reprezentaciu komplexnych
Cisel vo svojej doktorskej praci. V praci zroku 1831 podal aritmetiku aj algebru
komplexnych ¢isel [27].

K formulacii Gaussovho konformného zobrazenia referenc¢ného elipsoidu na valcovu
plochu v transverzalnej polohe

Gauss ukazal, ze pre zobrazovacie rovnice konformného zobrazenia referencného
elipsoidu s vyuZzitim izometrickych stradnic ¢ a A a pri pouZiti zapisu stradnic bodov
v rovine pomocou komplexnych cisel platia podmienky:

x+iy = flg+id),

x—iy= flg~id),
kde A je izometricka (stidasne elipsoidickd) dizka a g je izometricka Sirka urGena
z elipsoidickej Sirky ¢ pre elipsoid s 1. excentricitou e:

g=In tg((g+45°) [Hsm(pj . @)

1+esing

0

Pouzitim Taylorovho rozvoja je prva podmienka v (1) formulovana:

xeiy = fla)+ s @A+ 17 @)+ S @V 1 @) e @) e O
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Zobrazovacie rovnice Gaussovho-Kriigerovho zobrazenia st formulované oddelenim
realnej a imaginarnej zlozky:

i ﬂ'z v 2’4
x=flg)-f (11)7+f (Q)ﬂ—-u, @
— 1 i ﬁ':; |4 ﬂs
y=rf"a)A-f (q)z+f (Q)E_“'

Funkcia f{g) v tomto zobrazeni je funkcia zavislosti dizky poludnika od izometrickej
sirky a Gauss aplikoval podmienku neskreslenych dizok na centralnom poludniku. V su-
Casnosti pri zobrazovani Sest'stupiiovych poludnikovych padsov sa pouzivaji v zobra-
zovacich rovniciach ¢leny do 5. derivacie funkcie f [30], [14].

K formulacii Gaussovho konformného zobrazenia referenéného elipsoidu na sféru

Konformné zobrazenie elipsoidu na sféru Gauss podrobne prepracoval, pred nim sa
mu venovali Lambert a Mollweide. Zobrazovacie rovnice si formulované z podmienky,
7e konformnom zobrazeni plati nezavislost’ dizkového skreslenia od smeru, a teda skres-
lenie v smere rovnobezky a poludnika je rovnaké. Parametre zobrazenia odvodil Gauss
z poziadavky na jednu neskreslenii rovnobezku a s pouzitim Taylorovho rozvoja pre
skreslenie ostatnych rovnobeziek. Polomer sféry v Gaussovom zobrazeni urcil z pod-
mienky, aby sféra a elipsoid mali v bodoch neskreslenej rovnobezky rovnakii Gaussovu
krivost’ [14].

4 Zaver

Historicky vyvoj matematiky a matematickej kartografie, ako aj d’alSich vednych
odborov tykajucich sa Zeme a vesmiru, nie je mozné od seba oddelit’. Nac¢rt niekol’kych
momentov z histérie pdsobenia vyznamnych osobnosti v oboch oblastiach to demon-
Struje. AvSak takychto suvislosti je ovela viac a tym, ze ukazuju vzadjomnu motivaciu
teodrie a praxe, ktoru tedria povysi na vedeckejSiu Groven, zostavaji pre nas poucenim pre
interdisciplindrne vnimanie vedy aj v sti¢asnosti.
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VYDAVANIE MATEMATICKEJ LITERATURY
NA SLOVENSKU DO ROKU 1918

EVA AUGUSTINOVA

Abstract: The paper deals with the publication of mathematical literature in Slovakia in
the period up to 1918, taking into account particularly the literature published in the
Central Slovak area. In addition to presentation of handbooks and textbooks for higher
level of education it also introduces textbook for lower level of education authored by
leading educators and mathematicians.

1 Uvod

Prispevok mé svoje vychodisko vo vyskume dejin kniznej kultiry v 18. a 19. storo¢i
na Slovensku a je vyustenim potreby zosumarizovat' parcidlne vysledky v tejto oblasti,
ktoré su v sucasnosti skor bibliografického ako syntetického charakteru. P6vodnym za-
merom bolo venovat’ sa vydavaniu literatury v stredoslovenskej banskej oblasti a jej
blizkom okoli vSeobecne, avSak charakteristické hospodarske, spolocenské a kultirne
zazemie tohoto prostredia prispelo k zameraniu sa najmi na vydavanie technickej a pri-
rodovednej literatiry a v ramci tohoto vyskumu taktiez aj jednej z jej vednych disciplin —
matematike. Sumarizicia a analyza sa sustred’'uje najmi na vedeckt odbornu spisbu,
ktora vznikala na pdde a pre potreby jednej z najznamejsich edukacénych institucii v de-
jinach Slovenska, a to Banickej a lesnickej akadémie v Banskej Stiavnici, ktord po
prelozeni Trnavskej univerzity a jej dcérskej institicie v KoSiciach do Budina (1777)
ostala jedinym vedeckym centrom na Slovensku a vo vydavani odbornej literatury bola
pokracovatel’kou Trnavskej univerzity.

Matematika v 18. storo¢i nevynikala ani tak novymi objavmi, ale skor tym, Zze vel'ké
objavy predoslého obdobia, algebru, logaritmus, analytick(i geometriu, matematicka ana-
Iyzu, vedeli pouzit’ ¢oraz vo va¢Som okruhu — Descartove, Newtonove, Liebnizove obja-
vy (viac pozri [1]). V nasledujiicom storo¢i sa aplikovanym vednym disciplinam, mate-
matike, fyzike a prirodnym vedam dostavalo véacsieho spolocenského uznania, ¢o sa pre-
javilo aj na po¢te vydani takychto prac (viac pozri [2]).

V 18. storo¢i sa na Slovensku z oblasti matematiky vydavali najmi ucebnice
aritmetiky, ktoré sa venovali osvojeniu zakladnych pocétovych operacii a ucebnice ele-
mentarnej geometrie. NajvydavanejSimi zakladnymi matematickymi priruckami boli
diela Julia Caesara Patavina Arithmetica Practica (Prakticka aritmetika),' a tiez aj ano-
nymné dielo Institutiones Arithmeticae.” Boli to elementirne nasobilky, ktoré slazili
nielen pre zakladné Skoly, ale aj obchodnikom a remeselnikom na ulahéenie vypoctov.
Okrem tabulkovej Casti obsahovali aj ukdzkové priklady a kratke navody k pouzivaniu.
Pisaniu matematickych uc¢ebnic sa venovali najmé profesori Trnavskej univerzity Andrej
Dugoni¢, Anton Dusi¢, Karol Hadai, Anton Revicky a Jan Ivan¢ic. Medzi prvé slovenské

'V 18. storo¢i vysla tato praca 11 krat.
? Bibliografie zaznamenavaju 11 vydani.
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matematické spisy patri Uménj Poctu Juraja Lesaka z roku 1775 (pozri [3]), a taktiez die-
lo Martina Raducha Sprostny, ale zretediny Traktdt Arithmeticky z roku 1776 (pozri [4]).

V 19. storo¢i na Slovensku vydavané matematické prace st temer vylu¢ne uéebni-
cového charakteru. Zaciatok storocia patril uc¢ebniciam najma latinskym, ktorych niektori
autori publikovali uz aj v 18. storo¢i, od polovice 19. storofia moézeme uz hovorit’ vy-
lu¢ne o ucebniciach napisanych a vydanych v jazykoch narodnosti zijucich na \izemi
Uhorska, v slovenéine, mad’ar¢ine alebo nemdéine. Najvydavanej$imi autormi boli Adam
Bekker, Janos Bukuresti, Karol Hadai, Gabriel Kova¢-Martiny a FrantiS§ek Mo¢nik.

Na Banickej $kole v Banskej Stiavnici bol prvym profesorom matematiky Samuel
Mikovini. Po vzniku Banickej a hutnickej akadémie sa matematika radila medzi vedy
potrebné pre metalurgiu a patrila medzi najddlezitejSie pripravné predmety najmi pre
vyuku banského meraéstva. V zriadovacom dekréte $koly boli odporucané ucebnice
z matematiky, konkrétne nemecké vydanie diela Juraja Ignaca Metzburga, profesora
Viedenskej univerzity, Anleitung zur Mathematik (Uvod do matematiky) (pozri [5]).
Medzi najznamejSich profesorov zacdiatku pésobenia akadémie patril Mikulas Poda, ktory
bol autorom vedeckych opisov a vypoétov parametrov banskych strojov v Banskej
Stiavnici. Podas jeho pdsobenia pouZivali na prednaskach Gerliczyho ugebnice Inteilung
zur mathematischen Wissenschaften. Na prelome 18. a 19. storo¢ia bol obsah a forma
vyuky prezita, vyuka vychddzala z poziadaviek kladenych na prakticka ¢innost, zo
70. rokov 18. storo¢ia. Matematiku na akadémii posunul dopredu az prichod a usilie
Jozefa Schittka a J. Koniga, ktori zaviedli prednasky z vys$Sej matematiky. Aj v 19. sto-
ro¢i sa vac¢sinou prednasalo podla ucebnic vydavanych mimo tzemia Slovenska a od
zahrani¢nych autorov. AvSak matematicka literatira vydavana v stredoslovenskej banskej
oblasti nebola len doménou pedagdgov banskostiavnickej akadémie. V Banskej Bystrici
a v Banskej Stiavnici vychadzali aj uéebnice uréené pre nizsie stupne vzdelavania.

2 Matematické prace vydané v stredoslovenskej banskej oblasti

2.1 Matematika — u¢ebnice pre niZsi stupen vzdelavania

Medzi najproduktivnejSich vydavatelov a taktiez autorov ucebnic patril Gustav
Kordos. Okrem ucebnice prirodopisu mu v stredoslovenskej banskej oblasti vysli d’alSie
dve z jeho matematickych ucebnic a metodik. St to prirucky matematiky, ktoré nadva-
zuju jedna na druhd. Prvou je uéebnica matematiky, resp. cvi¢ebnica Ukoly pre slovenské
Skolské dietky (pozri [6]), ktora vysla u Augustina Fridricha Joergesa v roku 1875. Tato
udebnica sa z viciej miery venuje premenam dizkovych a objemovych mier a véh a tiez
sa venuje aj precvicovaniu prikladov s desatinnymi ¢islami, ktoré nazyva desatinnymi
zlomkami. Zaver ucebnice tvoria tabul’ky, ktoré sa zaoberaju pomermi starych a novych
mier. Na tato pracu nadvézuje Methodicky ndvod ku poctovaniu v metrickych mierach
a desdtinnych zlomkoch pre slov. ucitelov, rodicov a vychovdvatelov (pozri [7]), ktora
vysla v roku 1875 a v ktorej sa venuje metodickému opisu vyuky tychto matematickych
operacii, zdkladnym uloham a otazkam ako sa maju riesit, ale taktiez sa venuje aj
rozvrhnutiu matematického uciva pre ziakov 1.—6. ro¢nika 'udovych §kél (pozri [8]).

Vlastnym nakladom vydal v Banskej Bystrici tri u¢ebnice matematiky pre 1.—4. roc¢-
nik T'udovych s§kol, LCudovit Gejza Grod, miestny ucitel. VSetky tri zvizky (pre 1.2,
3.a4. rocnik) vysli v roku 1887 a boli vytlacené Knihtlac¢iarskym tucastinarskym
spolkom v Martine. Obsahom 1. Casti pre 1. a 2. ro¢nik (pozri [9]) st zéklady elemen-
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tarnej matematiky — zadkladné numerické poctové operacie od 1-100 (scitanie, od¢itanie,
nasobenie, delenie). Zaver ucebnice tvori prehl'ad novych mier a vah zavedenych od
1. januara 1876 v Rakusko-Uhorsku a prehlad rimskych ¢islic. Ucebnica pre 3. ro¢nik
(pozri [10]) sa venuje zakladnym poctovym operaciam v rozsahu Cisel 1-1000. Zaver
taktiez tvoria znacky mier a vah metrickej stustavy. Pre 4. ro¢nik je urcena tretia zo série
ucebnic (pozri [11]), v rozsahu ¢isel 1-1000 a vysSie, ktora okrem celych ¢isel pracuje aj
s desatinnymi ¢islami a zlomkami.

Medzi menej znamych autorov ucebnic matematiky patri Antal Tiikkor vydavajuci
svoju ucebnicu aritmetiky pre priemyselné nizsie §koly v roku 1890 (pozri [12]). Je urce-
na nielen pre skoly, ale aj pre sukromné potreby, s viac ako tisic prikladmi. Kniha bola
pripravena na zéaklade ministerstvom schvalené¢ho u¢ebného planu a z poverenia bansko-
Stiavnickej priemyselnej skoly.

Matematické zoSity pre 1.—6. ro¢nik vyssSich dievcenskych §kol (pozri [13]) vypra-
coval vroku 1894 pedagdg Jozsef Guta (30. 9. 1851 Svity Jur — 1933). Gymnazium
Studoval v Skalici a Ostrihome, potom Studoval na univerzite v Budapesti matematiku
a prirodovedu a z tychto predmetov ziskal v roku 1881 diplom stredoskolského profesora.
Za u&elom pedagogického $tidia podnikol cesty po Rakusku, Cechach, Morave a Sliez-
sku. V roku 1877 ho menovali riadnym profesorom trenc¢ianskej Statnej vyssej dievcen-
skej skoly, v roku 1887 na banskobystrickej. Okrem matematickych zoSitov sa venoval aj
pisaniu kratkych biografii znamych pedagdgov a tiez publikoval vo viacerych perio-
dikach ¢lanky o vyvoji vyssich diev€enskych $kol (pozri [14]).

2.2 Matematika — priru¢ky a ucebnice pre vyssi stupen vzdelavania

Od roku 1869 pdsobil na banskostiavnickej akadémii ako pomocny strojny inSpektor
a sucasne asistent matematiky, mechaniky, strojnictva a deskriptivnej geometrie Emil
Hermann (13. 11. 1840 Dognecea, Rumunsko — 22. 4. 1925 Budapest). V roku 1884
v Banskej Stiavnici vydal tabulky Négyjegyii logarithmusok (Stvormiestne logaritmy)
(pozri [15]). Tabulky boli ur€ené inZinierom a Studentom vysSich $kol, realnych §kol
a gymnazii. V tomto storo¢i bolo vel'mi prirodzené, zZe snaha o skratenie casu vypoctu
matematickych ukonov a tuto ulohu malo aj logaritmické pravitko, ktoré v roku 1874
odprezentoval Hermann v prvom vydani svojej prace A szdmtoléka (Régle a Calcul)
(Logaritmické pravitko) (pozri [16]). Obsahom je podrobny opis pouzivania pomdcky pre
rychle numerické vypocty, ktora mala popredné postavenie az po pouZzivanie kalkulaciek.
Pomocou vzorcov popisuje 52 numerickych vypoctov aj niektorych atypickych pripadov,
napr. vypocet rovnic, urokov atd. O pouzivani tejto pomdcky mal na akadémii aj
niekol’ko mimoriadnych prednasok (pozri [17]).

Druhé vydanie tato praca zaznamenala v roku 1897 pod ndzvom Szdmtolcka elmélete
s haszndlata (Logaritmické pravitko — teoria a prax) (pozri [18]). Oproti prvému vydaniu
su instrukcie na jeho pouzivanie zjednodusené a zrozumitel'nejSie.

Vyznamnym matematikom bol aj d’alsi profesor banskostiavnickej akadémie Ladislav
Fodor (25. 6. 1855 Skalica — 17. 8. 1924 Sopron). Po $tadiach na vysokych technickych
Skolach v Budapesti, Viedni a Kluzi pracoval od roku 1878 ako stredoskolsky profesor
matematiky na gymnaziu v Banskej Bystrici, od roku 1887 bol veducim katedry deskrip-
tivnej geometrie na Banickej a lesnickej akadémii v Banskej Stiavnici (pozri [19]). S jeho
osobou sa spaja rozvoj vyucovania deskriptivnej geometrie na akadémii, ako aj zaCiatky
prednasania grafostatiky a priestorovej geometrie ako samostatnych predmetov. Uceb-
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nice, ktoré zacal pisat’ eSte v case svojho posobenia v Banskej Bystrici a niektoré z nich
mali aZz 6 — 10 obnovenych vydani a pouzivali sa na akadémii triStvrte storocia (viac pozri
[2]). Takmer vSetky jeho prace vysli v Budapesti, jedinou knihou, ktora vysla v Banske;j
Stiavnici bol druhy zvizok jeho geometrie (pozri [20]). Jej prva &ast vysla vo vydani
Eggenbergerovho knihkupectva v Budapesti v roku 1892. Tato ucebnica je jej pokra-
¢ovanim a rozsirenim. V knihe pouzil indukéni metdédu vyucovacich postupov, od jedno-
duchych pripadov postupne prechadza k zlozitejSim a ich naslednému zovSeobecnovaniu.

Matematik Emil Gerevich (11. 12. 1854 Kovasz — 1902) od roku 1877 pdsobil na
vyssej dievCenskej Skole v Maramarosszigete, od roku 1885 na banskobystrickej Statnej
vyssej dievéenskej Skole (viac pozri [21]). PoCas pOsobenia na tychto dvoch miestach
vydal dve teoretické Studie o retazovych zlomkoch. V roku 1885 vydal v Mara-
marosszigete analyticku studiu o zostupnych retazovych zlomkoch, po priaznivych ohla-
soch v odbornych kruhoch sa rozhodol v praci na tejto téme pokracovat, vypracovat
tedriu a pripravit’ analyzu vzostupnych retazovych zlomkov, ktora vysla v roku 1889 vo
vydani banskobystrického tlaciara Jakuba Singera (pozri [22]). V sudobej literatiure autor
nenasiel ziadnu podobnt pracu ani doma ani v zahranici. Pri praci mu cennymi radami
pomohli profesor Gyula Farkas z univerzity v Kluzi, profesor Zsigmond Giinther z uni-
verzity v Mnichove a profesor gymnazia v Eisenbachu Alfred Kiincze. V roku 1890 sa
k téme retazovych zlomkov opidt vyjadril, tentokrat nie vo forme analyzy, ale ich
praktickej aplikacii. Informaciu o tejto praci predostrel spominany Gyula Farkas v Ter-
mészettudomdnyi Kozlony (Prirodovedny vestnik) (pozri [23]) a odporucil ho na vydanie
v Spravach banskobystrického gymndzia. Singerovo knihkupectvo v tom Case ponukalo
aj d’alsie Gerevichove préce, ktoré viak boli vydané mimo uzemia Slovenska.’

Od roku 1902 posobil na Katedre matematiky Banickej a lesnickej akadémie
v Banskej Stiavnici Karol Walek (13. 9. 1878 Pécs — 3. 9. 1952 Sopron). V ramci svojej
vedeckej prace sa venoval najméa problémom aplikovanej matematiky, prace z tejto oblas-
ti vSak publikoval az po roku 1918. Vysledky svojich zisteni publikoval najméi v Bd-
nydszati és Kohdszati Lapok (Banicke a hutnicke listy), neskor Bdnydszmérnioki és
Erdomérnoki Foiskolai Kozlony (Vestnik Banickej a lesnickej vysokej Skoly) a Bdnyd-
szati Lapok (Banicke listy). 17. januara 1911 adresoval profesor Maximilian Hermann
(30. 10. 1868 Banskéa Stiavnica — 28. 4. 1944 Budapeit), syn uz spominaného Emila
Hermanna, list vysokoskolskej rade vo Walekov prospech. V liste ziadal radu o prera-
denie Karola Waleka z mimoriadneho profesora na riadneho profesora upozoriujuc na
vysledky, ktoré dosiahol pri vyu€ovani matematiky, ale aj na jeho osobny rast. Vtedy mal
Walek 33 rokov a pracoval ako asistent na matematickej katedre, kde v roku 1903 zlozil
Statnu skasku. V roku 1904 bol vyslany Ministerstvom financii na mnichovsku univerzitu
za ucelom doplnenia vedomosti z matematiky, kde ziskal doktorat 30. januara 1908
(pozri [24]). Svoju doktorska dizertacnu pracu si dal vytladit’ po navrate z Mnichova
vtom istom roku v Banskej Stiavnici pod nazvom Bindire Kubische Transformation
(Binarne metrické transformacie) (pozri [25]). Svoju pracu pripravoval pod vedenim
vynikajucich profesorov a docentov mnichovskej univerzity Ferdinandom Lindemannom,
R. Vossom, Alfredom Pringsheimom, Wilhelmom Conradom Réntgenom, Albertom See-
ligerom, Weberom, Sebastianom Finsterwalderom, Karlom Doehlemannom a Andingom.
Bola to vsak jedina praca, ktort vydal po¢as svoho pdsobenia na akadémii.

* Gerevichova analyticka $tidia o zostupnych retazovych zlomkoch A lefelé mend ldncztértekrl vysla Mara-
marosszigete v roku 1885 a u¢ebnica matematiky pre stredné Skoly Szdmtan a kozépiskoldk szdmdra v Budapesti
v roku 1893.
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V prvych desatrociach 20. storocia sa pri vyucovani matematiky na Banickej a lesnic-
kej akadémii pouzivali aj skriptd, ktor¢ boli dielom profesora banského meracéstva Juliusa
Szent-Istvanyiho (1904) a tiez prirucka vysSej matematiky z pera Gejzu Grigercsika
(1905), tieto vsak vysli len kamenotlacou (viac pozri [5]).

2.3 Metroldogia

Metrologii sa v stredoslovenskej banskej oblasti venovali dvaja autori Michal Dérer
a Jan Nepomuk Belhazy. Hutnicky inzinier Michal Dérer (18. 1. 1847 Haj — 22. 10. 1915
Budapest), od roku 1867 pdsobiaci v Banskej Stiavnici ako §tudent (1867 — 1871), nes-
kor v rokoch 1872 — 1882 ako profesor na Katedre hutnictva vydal v tomto meste metro-
logické prirucky. V roku 1875 slovenské 1. vydanie (pozri [26]) novych metrickych mier
a mad’arski mutaciu (pozri [27]), v roku 1876 jej nemecka verziu (pozri [28]) a slo-
venské 2. vydanie. Aj ked’ sa uz v slovenskom prvom vydani objavila informécia, Ze
,Htato knizocCka je aj v nemeckej re¢i k dostaniu”, nepodarilo sa najst nemecké vydania
z roku 1875. V tychto 32-stranovych priruckach zacal v monarchii pripravovat’ prechod
na novy metrologicky, tzv. francuzsky systém, ktory platil v monarchii od 1. januara
1876. Kazda kapitola ma jednotnu Struktaru: zékladné jednotky a ich znacky, prepocty
starych mier na nové, tabulky preratavania a priklady. Prirucky uzatvara priloha pre
stavitel'ov, stolarov, tesarov, lesnikov a obchodnikov s drevom s prepo¢tami na Specialne
materialy.

V tom istom roku, ako vysli prvé dve Dérerove prirucky k novym mieram a vaham,
vysSlo v Martine aj podobné dielo Alojza Chobodiczkého, ulitel’a na ucitel'skom ustave
v Klastore pod Znievom Ndvod ku praktickému vyucovaniu novych mier a vih v ndrod-
nich Skoldch so zvlastnym ohladom na desatinné zlomky. Od Dérerovej prirucky sa vSak
li$i skupinou urcenia. Chobodiczkého prirucka je vyslovene orientovana na skolské a vy-
ucovacie uUcely, oproti Dérerovej, ktora je urCena pre Sirsi okruh pouzivatel'ov.

Dalsia priru¢ka sa metrologie dotyka len okrajovo, a to z hladiska numizmatiky. Jej
autorom je bansky inzinier Jan Nepomuk Belhazy (19. 4. 1823 Kremnica — 20. 4. 1901
Budapest) (viac pozri [29]). Studoval v Kremnici, potom banské vedy na Banickej a les-
nickej akadémii v Banskej Stiavnici.* Jeho praca méa nazov A régi magyar pénzverési
sulymértek (Vahové miery starych uhorskych razenych minci) (pozri [31]). Autor sa nu-
mizmatike venoval dlhs$i ¢as, nevenoval sa jej vSak tak ako ostatni numizmatici, ktori si
vS§imali najmé velkost’ minci a vyrazené znacky, ale zaoberal sa takymi znakmi, ktoré
boli dovtedy skoro Gplne nezmame, a to ich vahe, hodnote a kvalite razenia. Jednotlivé
kapitoly maji uceleni kompoziciu: histéria mince, jej vaha, doba pouzivania, jej
hodnota. Taktiez obsahuje porovnavacie prepocty vzhl'adom k ostatnym platidlam.

3 Khniznica Banickej a lesnickej akadémie — literatira z matematiky

V tejto kapitole chceme v kratkosti ukazat’, aka literatiiru, okrem literatiry spome-
nutej v tomto prispevku, pouzivali Studenti a pedagdgovia akadémie na Stidium
matematiky. Okrem matematickych prac je vo fonde tejto jedine¢nej kniznice do tohto
odboru zaclenené banské meracstvo, mechanika, hydraulika, strojarstvo a stavitel'stvo.

* Podl'a dobovych dokumentov sa viak dozveddme aj o jeho nie préve najuspenejsom uéinkovani na skole. So
$tidiom na akadémii mal problémy, v zapisoch zo skiisok zistujeme, Ze nespravil uz v 1. semestri skusku z ma-
tematiky, ale neurobil ani opravni skusku a v roku 1853 opustil akadémiu (pozri [30]).
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Fond je rozdeleny na dve Casti, viac ako dve tretiny su ulozené v Miskolci, jedna tretina
v Soproni. Do poétu je najviac zastpena matematika a geometria, tvori asi 60 percent.
Literatru zo zaciatku 19. storoCia tvoria prirucky a monografické prace obsahujuce
potrebné vedomosti pre praktickych odbornikov banictva a hutnictva. Z nich najznamej-
Sie su diela Christiana Wolffa, Jacoba Leupolda, Bernarda Foresta Belidora, Abrahama
Gotthelfa Késtnera, Johanna Friedricha Weidlera, Jana Andreja Segnera, Johanna Fried-
richa Penthera, banska matematika J. F. Limpeho a matematicko-fyzikalny lexikén
A. Savériena. VysSiu matematiku reprezentuju prace Karla Eulera a Sylvestre Francoisa
Lacroixa o diferencialnych rovniciach. Zo starSich prac kniZznica vlastni prace G. B. Be-
nedettiho (1563), ktoré obsahuje provenienny zaznam Tycha de Brahe, d’alej s to
Euklidove vydania zo 16. a 17. storocia a jedna Galileiho kniha z roku 1624. Z oblasti
dejin matematiky je potrebné spomenit mena ako Jean Baptiste Biot, A. Cauchy,
Ch. Dupin, S. Poisson a meno profesora banskostiavnickej akadémie Christiana Dopple-
ra. Spomedzi Styroch matematickych ¢asopisov spomenieme napr. Francizsky Bulletin
des Sciences Mathematiques (Vestnik matematickych vied), ktorého spolupracovnici boli
André Marie Ampere, M. Fourier, Sylvestre Francois Lacroix a S. D. Poisson (pozri

[32]).
4 Zaver

4.1 Zhrnutie vysledkov

Po ukonceni ¢innosti Trnavskej univerzity (1777), ktord bola v 17. a 18. storo¢i
centrom vedeckého Zivota na Slovensku a Uhorsku vobec sa temer na sto rokov odmlcalo
systematické vydavanie vedeckej a odbornej literatury na uzemi Slovenska, napriek
tomu, Ze v tom Case uz existovala a vyvijala svoju ¢innost’ Banska akadémia v Banskej
Stiavnici. Dalo by sa predpokladat, Ze rozvinuta banska a hutnicka vyroba vytvorila
predpoklady pre rozvoj vedy, kultury a skolstva a nasledne aj vznik tlaciarni, vydava-
tel'stiev, knihkupectiev a knihviazacstiev. Ekonomické a spolocenské podmienky museli
dozriet’ na vydavanie vedecko-technickej literatury. Problém nedostatoéného vybavenia
miestnych tlaciarni bol pravdepodobne velkou prekazkou, preco sa zo zaciatku existencie
akadémie vedecko-technicka literatira temer v stredoslovenskej banskej oblasti nevyda-
vala, aj ked’ tu tladiarne uZ v poslednej $tvrtine 18. storodia posobili. Co sa tyka dopytu,
ten pravdaze existoval, §kola potrebovala ucebnice a odborné publikacie, avsak tieto boli
zabezpeCované najmi zo zahraniia, ked’ze sa v pociatkoch v prvom rade vyucovalo
podla uéebnic nemeckych autorov a ucebnice profesorov akadémie tiez vychadzali mimo
uzemia Slovenska. Aj ked’ zavedenie mad’ar¢iny ako vyucovacieho jazyka dalo v 70. ro-
koch 19. storo¢ia definitivhu bodku za dovtedy medzindrodnym vyznamom bansko-
Stiavnickej akadémie, priniesla tato skutocnost’ aj pozitiva. Narastla poziadavka uc¢ebnic
v mad’arskom jazyku, a tym sa naplno rozvinula domaca odborna spisba, logicky v ma-
d’aréine. Vznikali nové originalne diela z r6znych oblasti vied vyu€ovanych na akadémii,
ktoré boli prezenta¢nou formou najnovsich vyskumov a poznatkov, a hoci sa ¢iasto¢ne
opierali o zahrani¢nu literatiru, do popredia vstupovali domace skusenosti a vysledky.

Vydavanie matematickej literatiry v stredoslovenskej banskej oblasti bolo oriento-
zékladné (P'udové) a stredné Skoly bola prezentovana elementdrna matematika na osvo-
jenie si zakladnych matematickych znalosti. Literatiira pre vyssi stupenl sa zameriavala na
tvorbu ucebnic, ¢i skoér priruiek a matematickych pomdcok na zjednoduSenie mate-
matickych operacii potrebnych k vykonavaniu banickej a hutnickej praxe. Osobitnl1 Cast’
tvorila literatura, ktorej vydavanie si vynutil prechod na nova metrologicku sustavu a bo-
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la uréena pre rozne vrstvy obyvatel'stva. Autori — matematici posobiaci v tejto oblasti sa
venovali aj uzsie Specializovanym odbornym témam, vysledky svojho vyskumu vsak
skor prezentovali na strankach stidobych odbornych periodik ako v monografickej rovine.

4.2 DalSie perspektivy

Vyskum vydavania matematickej literatiry v stredoslovenskej banskej oblasti ndm
poskytol zakladné informacie o matematickej kultire, najméd v akademickom priestore.
V dal$ich fazach vyskumu sa zameriame na komplexnua analyzu vydavania tohto typu li-
teratiry na celom uzemi Slovenska, a to nielen na monograficku literaturu, ale aj na
stadie a odborné clanky, ktoré vysli v suidobych periodikach. Druha rovina vyskumu sa
bude orientovat’ na vedecké kolaboratéria slovenskych a zahrani¢nych vedcov a ich
spolo¢né vyskumy a vysledky, odprezentované v domacom priestore.
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TAKMER UZAVRETA HISTORIA JEDNEHO
PROBLEMU KOMBINATORICKEJ
GEOMETRIE

VOJTECH BALINT

Abstract: The paper gives an historical overview of the solution of the famous problem
of combinatorial geometry from its inception to the present.

1 Uvod

V roku 1893 J. J. Sylvester [35] formuloval nasledovny problém: DokdZte, Ze Ziadna
konecnd mnoZina bodov sa nedd usporiadat tak, aby priamka prechddzajiica cez lubo-
volné dva z nich prechddzala aj tretim bodom bez toho, aby vsetky boli kolinedrne.

Jednoduchost formulécie problému podnietila mnohych citatel'ov k zaslaniu rieSenia,
ale ani jedno z nich nebolo spravne. Prave tento problém zohral o 40 rokov neskor vel'mi
vyznamnu tlohu pri burlivom rozvoji kombinatorickej geometrie.

2 Priamky urcéené koneénymi mnoZinami bodov

Nech P ={P,P,,...,P,} je kone¢na mnoZina n bodov v rovine. Kazdé dva rézne body
mnoziny P urCuju prave jednu priamku, jednym bodom priamka urena nie je. Mnozinu
vSetkych priamok uréenych bodmi mnozZiny P ozna¢ime L. Priamka, ktorda obsahuje
prave k bodov z mnozZiny P sa nazyva priamka rddu k. Priamka radu 2 sa nazyva
prostd. Pocet priamok radu k& oznacime [, . V tejto terminoldgii sa da Sylvestrova uloha

formulovat’ nasledovne: DokdZte, Ze ak konecnd mnoZina bodov nie je kolinedrna, tak
urcuje aspon jednu prosti priamku.

Historia rieSenia Sylvestrovho problému je trochu komplikovana, ¢o bolo spdsobené
okrem iného aj udalostami 2. svetovej vojny. Erdds objavil tento problém v roku 1933,
teda 40 rokov po jeho prvom publikovani, a ako neskor v [19] sam napisal, nevedel si
snim poradit. Informoval preto o probléme Gallaiho, ktory kratko na to predviedol
Erdésovi spravny dokaz, ale nepublikoval ho. Erdés cheel upriamit’ pozornost’ Sir§ej ma-
tematickej verejnosti na tento problém a najmé na s nim suvisiace otvorené otazky, preto
ho v roku 1943 znovu postavil [18] v American Mathematical Monthly. Problém vyriesil
nasledovny rok Steinberg [33]. Na konci Steinbergovej prace je poznamka redaktora,
ktora obsahuje Gallaiho dokaz zroku 1933. Nie je zname, ¢i Sylvester poznal dokaz
svojho problému, ale je velmi pravdepodobné, ze ano, takze dnes je td veta obvykle
uvadzana ako Sylvestrova-Gallaiho veta. Prvy dokaz existencie prostej priamky (v dual-
nom tvare) vSak pravdepodobne publikoval Melchior [28]. Za Gallaiho dokazom nasle-
dovalo mnoho d’alSich, ¢asto ako désledok vSeobecnejSieho tvrdenia, alebo ako jeho roz-
Sirenie pre iné objekty. Uved'me napriklad [6], [7], [9], [12], [16], [17], [22], [25], [26],
[27], [30].

Veta 2.1. (Sylvester — Gallai) Ak kone¢ny pocet bodov v rovine nelezi na jednej a tej
istej priamke, tak urcuje aspon jednu prostt priamku.
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Autorom najkrajsicho dokazu je L. M. Kelly, ten ho ale nepublikoval. Bol publikovany
v Coxeterovej praci [11] a pre svoju genialitu bol zaradeny aj do vynikajicej knizky Aignera
a Zieglera [1] Proofs from THE BOOK, str. 53. Zaujemca ho najde napr. aj v [3], str. 11.

Erdés viackrat nastolil nasledovnu prirodzenu otazku: Aky je minimdlny pocet 1,
prostych priamok uréenych n bodmi, ktoré nie su kolinedrne?

Prvy vel'mi silny vysledok v tomto smere dosiahli L. M. Kelly a W. O. J. Moser.

Veta 2.2. (Kelly — Moser [23]) Kone¢nd mnozina n nekolinearnych bodov v realnej
projektivnej rovine urcuje aspont 3n/7 prostych priamok.

Veta 2.2 dava linearnu dolni hranicu a je najsilnejSia v tom zmysle, Ze existuje
konfiguracia 7 bodov, ktora urCuje prave 3 prosté priamky (pozri obr. 2.1 niZsie).

S. Hansen vo svojej doktorskej praci [21] tvrdil, ze doké4zal nerovnost’ [, 2n/2. Jeho
dokaz mal vSak takmer 100 stran, bol vel'mi zlozity, takze panovala urcitd nedovera
k tomu dokazu, a ako sa neskor ukazalo, neddvera bola opravnena. V jednej z kl'iCovych
Hansenovych lem totiz nasli chybu Csima a Sawyer, priCcom sa im v praci [14] podarilo —

s vyuzitim ostatnych Hansenovych vysledkov — zlepsit’ vel'mi silnt dolna hranicu 3n/7,
ktoréd odolavala uz 35 rokov.

Veta 2.3. (Csima — Sawyer). Kone¢nd mnozina n > 8 nekolinearnych bodov v rovine
urcuje aspont 6n/13 prostych priamok.

Veta 2.4. (Green — Tao [20], d6kaz hypotézy Diraca [15] a Motzkina [30]) Ak n, je
dostato¢ne velké, tak pre n=n, je pocet [, prostych priamok uréenych n nekolinearny-
mi bodmi aspon n/2.

Obr. 2.1 Obr. 2.2

Zname su len dve tzv. vynimocné konfiguracie n bodov, teda také, ktoré urcuji menej
ako n/2 prostych priamok. Na obr. 2.1 je vysSie spomenuta konfiguracia n =7 bodov,
ktora urcuje prave 3 prosté priamky. Neskor Crowe a McKee [13] objavili ovela
komplikovanejSiu konfigurdciu n =13 bodov, ktora urCuje prave 6 prostych priamok —
pozri obr. 2.2. Na tomto obrazku body P,P,,..., P, tvoria stredovo sumerny Sestuholnik

so stredom Py, bod P, zvolime na priamke P,P; tak, aby priamky PP, a PP, boli rovno-
bezné a bod P, zvolime na priamke P,P, tak, aby P,P, a P,F, boli rovnobezné. Pridané
su 4 nevlastné body W,,W, W, ,W,, ktoré zpriamok PP, PP,, PP, a PP, spravia

priamky trojbodové. Nevlastné body W,,W,,W,,W, samozrejme lezia na jednej nevlast-
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nej priamke. Takychto 13 bodov ur¢i presne 6 prostych priamok — tie su nakreslené bod-
kovanou ¢iarou.

Pre n=2m Motzkin naSiel konfiguracie, ktoré urc¢uji prave n/2 prostych priamok,
takZe doln4 hranica pre [, sa urcite neda zvacsit.

W,
/
!
W, ke
S W,
v 20
v JRe
’;;\-+OW72
’OPV]
Obr.2.3 n=10,1,=5 Obr.24 n=16,1, =8

Ak n =2m, vezmime vrcholy pravidelného m-uholnika spolu s m nevlastnymi bodmi (t.j.
bodmi leziacimi na nevlastnej priamke) zodpovedajicimi m smerom, ktoré su urcené
dvojicami vrcholov toho m-uholnika. Takychto 2m bodov urcuje prave m prostych priamok,
teda [, =n/2 je najlepSia mozna doln4 hranica aspoi pre parne n (pozri obr.2.3 a 2.4).

Ak n=4m+1, tak k vyssie uvedenej konstrukcii pre n=4m treba pridat’ stred toho
2m -uholnika (obr. 2.6). Ak n=4m+3, tak z konStrukcie pre n=4m+4 treba vynechat
jeden nevlastny bod (obr. 2.5). V oboch pripadoch je [, = 3H nJ, ¢o je o polovicu viac, nez
pre n parne. Napriek tomu, ze takéto vel'ké kolisanie je neobvyklé, autori [20] ukazali, ze

prave tieto konfigurdcie st extremalne. Autorom tychto konfiguracii je K. Bordczky starsi,
ktory ich vSak nepublikoval a opisané su v [13].

2 W
1 /
1 ’
oW, A
’ﬁ\ L. P /;°W4
4
.. .
< e,
A .-_"_"_NWZ
Obr.2.5 n=15,1,=9 Obr.2.6 n=17,1, =12

Nasledovna veta obsahuje vel'mi silny vysledok — potvrdenie Erdésovej hypotézy o pocte
priamok uréenych kone¢nou mnozinou bodov.
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Veta 2.5. (Kelly — W. Moser [23]) Ak nanajvys n—k bodov mnoziny P lezi na jednej
a tej istej priamke a 7> L (3-(3k —2)* + 3k —1), tak | L|> k-n—1(3k +2)(k—1).

3 Poznamky

Nazov ¢lanku naznacuje, Ze napriek famoéznemu vysledku Bena Greena a Terenca Taa
problém nie je celkom uzavrety. Predovsetkym: aké velké je n,? Neda sa sice vylucit,, Ze
n, =14, ale v dokaze Strukturalnej vety (Full structure theorem, str. 413) a aj inde autori
pouzili n, = exp(exp g(n)) . (Poznamenajme, Ze g(n) je rastiica funkcia a uz pre g(n) =2
je n, 21618.) Pre malé hodnoty n nie je teda vylicena existencia d’al§ich vynimo¢nych
konfiguracii, ktoré ur¢ia menej ako n/2 prostych priamok.

Hodnoty [,(n) boli v pracach [13] a [8] urené pre n<22 s vynimkou
n=15,17,19,20,21. Je v8ak zrejmé, ze [,(20)=10. Hl'adanie presnych hodnét poctu
prostych priamok je zmysluplné aj pre rieSenie inych typov incidenénych problémov
a nastoj¢iva otazka ndjdenia minimalneho poctu /,(n) pre neparne n =15 bola polozena
aj v [10], str. 159.

Oznaéme (l,,l;,...,1,) konfiguraciu, ktora pre k =2,3,...,r urcuje prave [, priamok
radu k.

Veta 3.1. Ak existuje taka konfiguracia 15 nekolinearnych bodov v rovine, ze uréuji
menej ako 9 prostych priamok, potom tato konfiguracia musi byt jedna z nasledovnych:
(7,26,0,2); (8,23,3,1); (8,25,2,1); (8,27,L1); (8,29,0,1); (8,24,0,L1).

Predosla veta z [4] redukuje pripadnt existenciu d’alSej vynimocnej konfiguracie na
kone¢ny (a naviac dost’ maly) pocet konkrétnych moznosti. Ich preskimanie ale nie je
jednoduché a zatial’ sa to nikomu nepodarilo. Samozrejme, dovod méze byt ten, ze taka
konfiguracia bodov nexistuje. V [4] sa najdu analogické vety pre 17 aj 19 bodov.

Problém. Nijdite konfiguracie s neparnym poctom n bodov, ktoré uréia menej ako
n/2 prostych priamok.

4 Zaver

Pri vySe 70-roénom skumani problematiky poctu priamok urcenych konecnymi
mnozinami bodov vznikla Siroka paleta roznych pristupov, ¢asto iniciovanych prave
Erdésom. Skimalo sa mnoho Specialnych pripadov a pribuznych otazok, takze proble-
matika ma ohromnu literataru. Tato bola v nemalej miere uvedena uz v knihe [2]
a inovovana v [3]. Z novsich prac si vsak dovolim pridat’ na zoznam [31], [32], [34], [36]
a ponechal som aj klasické prehlady [5], [24], [29]. Len malo ztych odvodenych
problémov bolo uplne vyriesenych, takze zaujemca najde v literatire niektoré odpovede
a velmi vela otvorenych otdzok. Je pravdepodobné, ze vysledky Greena a Taa [20] posu-
nu hranice aj pre d’al§ie problémy extremalnej kombinatorickej geometrie.
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AL-QUASHJI, KURIER SULTANSKYCH
TABULIEK

ANNA BALINTOVA, ROD. TROJACKOVA

Abstract: This article is devoted to a 15th century scientist known as Ali al-Qushji. His
scientific discourses are valuable asset not only in the field of mathematics and astro-
nomy, but in other sciences as well, for example in linguistic and philosophy. Proportion
of his making is not as ample as his predecessors from the so called Golden age of Arabic
science, but noteworthy is his historical assignment of bringing the Sultan's tables from
Samarkand to Istanbul.

1 Uvod

Ali al-Qushji (Samarkand 1403 — Istanbul 1474), celym menom Ala ad-Din Ali ibn
Muhammad Qushji, je poslednym mohykanom Zlatého veku arabskej vedy (VII. az XV.
storocie). Jeho vedecké pojednania su prinosom nielen v oblasti matematiky a astrondémie
ale aj v inych vednych disciplinach ako napr. filozofia, teoldgia, jazykoveda a rétorika.
Do historie sa vyrazne zapisal aj tym, ze jeho zasluhou sa tzv. Sultdnske tabulky dostali
zo Samarkandu do Istanbulu a pravdepodobne odtial’ si nasli cestu aj do Eur6py. Pripo-
menme, ze vydanim spominanych tabuliek v roku 1439 vyvrcholili prace pocetnej
skupiny ucencov vedeckého centra, tzv. Medersy, pod vedenim jej zakladatel'a a vladcu
Samarkandu — famézneho Ulugh Bega. Jeho vzt'ah k al-Qushjimu bol vynimo¢ny, mozno
povedat’ ze otcovsky.

Neskorsie uzavretie spominaného vedeckého centra bolo stcastou zacinajiceho
obdobia Upadku a straty dominantného postavenia arabskej vedy. Ale vyvoj pokracoval
d’alej — Stafetu prebrala Eurdpa, reprezentovand v XV. storo¢i hlavne talianskymi mate-
matikmi, ktori boli schopni poskytnut’ vede nové myslienky uréujuce d’al§i rozmach
a vyvoj matematiky. A jednoducho povedané bolo treba opéat’ nie¢o nové.

2 Zo Samarkandu do Istanbulu

Zivotna pat’ al-Qushjiho je zvladtna a zaujimava aj z hladiska geografického (vid’
obr. 1).

} =

Obr.1
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Zacala v Samarkande a skoncila v Istanbule. Tu istd trasu absolvovali s nim aj
Sultdnske tabulky, ktorych kopiu vzal zo sebou pri svojom odchode zo Samarkandu.

Svoje studia absolvoval al-Qushji v Samarkande a Kirmane pod vedenim
vyznamnych osobnosti vedeckého zivota XV. storocCia, akymi boli Ulugh Beg a Qadi-
zadek Rumi. Prvy z nich si vS§imol jeho schopnosti i zaujem o matematiku a astronémiu.
Neskorsie ho prijal ako svojho asistenta a spolupracovnika do Medersy v Samarkande.
Schopnosti a tiez neunavna, vytrvala pracovitost’ al-Qushjiho ho predurcili k tomu, aby
po smrti Rumiho prevzal post riaditel'a observatoria v Samarkande. V tomto prostredi
prezentoval svoju prva pisomnt vedecku pracu Risala fi Hall Askha Mu‘addil al-
Oamarli-al-Masir, v ktorej popisuje a skiima jednotlivé fazy Mesiaca. Samozrejme, Ze je
tiez spoluautorom v uvode spominanych Sultdnskych tabuliek.

Zlom v zivote al-Qushjiho nastava po tragickej smrti mecenasa Medersy, Ulugh Bega,
zavrazdeného vlastnym synom v r. 1449. V tom istom roku odchadza zo Samarkandu do
iranskeho Tabrizu, kde vstupuje do sluzieb Uzun Hasana. Aj tento panovnik ocenuje
kvality al-Qushjiho a vysiela ho neskor ako svojho ambasddora dobrej véle do Istanbulu,
k sultanovi Muhamedovi II. Do Istanbulu prichadza al-Quishji uz ako renomovany, uzna-
vany vedec. A opét’ sa mu dostava ucty a dovery, dostava totiz ponuku vyucovat na
Mederse, vedeckom centre Istanbulu. A tu je jeho diplomatickd odpoved’ sultanovi:

Ak dovolite, chcel by som sa vrdtit najskor do Tabrizu. Pévodny dovod mojej tunajsej
pritomnosti, bol odovzdat vam posolstvo dobrej vile od sultdna Hasana. Je pre mna
nevyhnutné, aby som pred tym, ako s vdakou prijmem vase pozvanie, informoval sultdna
o tom, Ze som dobre splnil svoju tilohu (vid [1]).

Tento citat dokresl'uje charakter al-Qushjiho, ktory ako muz daného slova sa vracia po
rokoch do Istanbulu, kde v roku 1472 zacina posledna etapa jeho plodného zivota. Do
Istanbulu neprichddza s prazdnymi rukami, prinasa so sebou svoje vedecké pojednania,
ktoré predklada sultanovi Mohamedovi II. Uvadza v nich okrem iného aj experimentalne
dokazy o pohybe Zeme. Pred nim len jediny arabsky matematik uviedol empiricky dokaz
v prospech tvrdenia o rotanom pohybe Zeme, a sice Nasir ad-Din at-Tusi. Da sa pred-
pokladat, Zze prace al-Qushjiho ovplyvnili neskdér aj nazor MikulaSa Kopernika, ktory
v roku 1543 pouzil rovnaké argumenty, ktorymi podporil svoje tvrdenie o rotacnom po-
hybe Zeme.

Istanbul bol v rokoch pdsobenia al-Qushjiho centrom vedeckého pokroku v arabsko-
muslimskom svete. Mnohi vedci odchadzaji neskorSie z Istanbulu smerom do Itélie, ¢o
tiez podporilo nastup Renesancie v Eurépe. Stafeta pokroku sa priblizuje naspit’ smerom
k starému kontinentu — sme opat’ svedkami toho, ako vyvoj, napriek vSetkym prekazkam,
nezadrzatel'ne pokracuje d’alej.

3 Dielo

Ako uz vieme, Ali al-Qushji posobil vo vyznamnych vedeckych centrach, navzajom
pomerne vzdialenych: v Samarkande a neskor v Istanbule. Stcast'ou oboch institucii bo-
lo prirodzene observatorium, nakol’ko matematika a astronomia sa v danom obdobi roz-
vijali sucasne, navzajom sa podporujuc.
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Dielo al-Qushjiho je povazované za oneskorené ozivenie arabskej astronémie, ktora
prezivala v rokoch 1450—-1900 obdobie stagnacie v rozvoji teoretickej astronomie. Zostali
len tradi¢né praktiky spojené s astrondomiou, ktoré boli nevyhnutnou sucastou bezného
zivota v arabsko-muslimskom svete.

Tak ako bolo charakteristickym znakom pre arabskych matematikov tohto obdobia, je
presnost’ vypoctov typickym prvkom aj v pracach al-Qushjiho. Jeho najvyznamnejSie
prace z matematiky su uvedené pod nasledovnymi titulmi:

1) Al-Risala fi llm-i Hisab,
2) Al-Risala al-Muhammadiyya fi al-Hisab.

Obe prace su pojednanim o aritmetike a algebre. Druhd z nich je v podstate vylepSenim aj
roz§irenim predchadzajicej, pozostava z piatich kapitol napisanych na 119 foliach. Je
vysledkom dlhoro¢nej prace al-Qushjiho pocas cesty zakoncenej v Istanbule, kde vladol
sultan Muhamed II. Venoval ju tomuto panovnikovi ako prejav tcty, €o je zdoéraznené aj
Vv jej nazve.

Podstatne bohatsi odkaz zanechal al-Qushji v oblasti astronomie, ¢i uz ako
samostatny autor alebo ako ¢len vel'mi pocetnej skupiny vedcov observatéria v Samar-
kande (vid’ [2]), ktora pripravovala enormne bohaty katalog hviezd. Kataldg bol sticast'ou
publikacie, ktord ma nazov: Sharh-i Zij-i Ulugh Beg. Al-Qushji prispel presnymi vypoc-
tami vzdialenosti nebeskych telies od Zeme. Venoval sa tejto problematike, ktora je na-
pliiou jeho pocetnych prac v oblasti astronémie, takmer tridsat’ rokov. S ich nazvami ako
aj obsahom sa mézeme blizSie zoznamit’ v literatare (vid’ [1]).

Zvlastnu pozornost’ si zasluzi posledna praca al-Qushjiho uvedena v roku 1473 pod
nazvom: Al-Risala al-Fatahija. Autor v nej publikoval okrem iného mimoriadne presny
vypocet uhla, ktory zviera ekliptika so zemskou osou, len malo sa liSiaci od sucasného.
Uvedent pracu venoval opdt’ Muhamedovi II., a to symbolicky v den jeho vitazstva nad
sultanom Uzun Hasanom. Zrejme nas tato skutocnost’ prekvapuje, lebo to bol prave
sultan Uzun Hasan, ktory vyslal Ali al-Qushjiho ako posla dobrej vole k Muhamedovi II.
Mocenské zaujmy vladarov sa evidentne riadia inou logikou ako je ta, ktora vladne vo
vedeckych disciplinach.

Ali al-Qushji bol zrejme vynikajicim prednasatel’om, ktory ovladal perfektne réto-
riku. Aj to je jeden z dovodov, preco sa prave jeho dielo stalo podstatnym zdrojom
d’alsiecho rozvoja vedy v osmanskej risi pocas vladnutia Muhameda II. Pre tplnost’ po-
znamenajme, ze prave jeho zasluhou byzantsku risu vystriedala osmanska, ktora pretrvala
az do roku 1923, kedy bola vystriedana tureckou republikou a Konstantinopol bol preme-
novany na Istanbul.

4 Zaver

Pohl'ad na zivotnu pit’ a dielo al-Quishjiho inSpiruje okrem iného aj k tomu, aby sme
sa zamysleli nad r6znym poslanim matematikov a ucencov vobec. Niektori objavili nové
zakonitosti, ini ich zdokonalili, resp. blizSie vysvetlili miesta narocné na pochopenie,
d’alsi Studovali historicky vyvoj matematiky, atd’. VSetkym, ktori oddane naplnili svoje
poslanie, patri bez rozdielu tcta a pod’akovanie, tak ako to zdoraznil jeden z najvacsich
matematikov vietkych &ias, genialny arabsky uéenec al-Chwarezmi. Ano, je to tak:
Matematika potrebuje vsetkych, samozrejme i takych, ako bol kuriér zo Samarkandu.
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Istanbulu, m6Zeme sa poklonit’ jeho pamiatke na mieste, kde skoncila jeho historicka zi-
votna put’ (vid’ obr. 2).

Obr. 2
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PSEUDOINVERZE

JINDRICH BECVAR

Abstract: In the first part of this article, some basic properties of generalized
inverses of matrices and transformations are described. In the second part, the
brief history of the notion generalized inverse and its applications are presented.

1 Uvod

Pojem pseudoinverzni matice se objevil jiz roku 1920, vétsiho rozsifeni a uziti
doznal az ve druhé poloviné 20. stoleti. Studovan byl nejprve v souvislosti s Tesitel-
nymi soustavami linedrnich rovnic, vétsiho vyznamu vSak nabyl pro nalezeni p7i-
blizného Tesent soustavy, kterd exaktni feSeni neméa. Z teorie matic se problematika
»,zobecnéné inverze“ prenesla do dalSich disciplin.

2 Pseudoinverzni matice

Necht A je matice typu n x m nad polem F. Matice A~ typu m X n se nazyva
pseudoinverzni matice k matici A, jestlize AA~ A = A. Jestlize navic plati rovnost
A~ AA~ = A, pak se matice A a A~ nazyvaji navzdjem pseudoinverzni.

Je zjevné, Ze se jednad o zobecnéni pojmu inverzni matice: je-li A &tvercova
regularni matice, je A= = A~

Neni obtizné ukéazat, ze ke kazdé matici A existuje pseudoinverzni matice A,
resp. takova matice A, Ze matice A a A~ jsou navzidjem pseudoinverzni. Po-
znamenejme, ze pseudoinverzni matice A~ k matici A neni urdena jednoznacné,
a to ani v pripadé, kdy maji byt matice A a A~ navzajem pseudoinverzni.

Jestlize je A~ néjaka pseudoinverzni matice k matici A, potom vSechny pseu-
doinverzni matice k matici A maji tvar

AT+ X - ATAXAA™,
kde X probiha vSechny matice typu m x n nad polem F, resp.
AT+ X(E—-—AAT)+(E—ATA)Y

kde X a Y probihaji vSechny matice typu m X n nad polem F (symbol E znadi
jednotkovou matici pfislusného fadu).

Je-li A~ pseudoinverzni matice k matici A, pak pro hodnosti matic A=, A, AA™,
A~ A plati nerovnosti (A7) > r(A4) > r(AA7) = r(A~A). Jsou-li tedy matice A
a A~ navzdjem pseudoinverzni, je (A7) = r(A).

Pseudoinverzni matice mizeme vyuzit pri feseni soustav linedrnich rovnic.

Necht A je matice typu n X m nad polem F a necht y je n-tice prvki pole F.
Je-li A~ pseudoinverzni matice k matici A, potom plati:
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(i) Soustava Az =y je Tesitelnd prdavé tehdy, kdy? je AA~yT = yT.

(ii) Je-li soustava Ax =y Tesitelnd, potom mnoZina vsech jejich teseni sestdvd
prave z vektoru tvaru

Ayt + T — A AT,

kde vektor u probihd prostor F™.

(iii) Je-li nehomogenni soustava Ax = y tesitelnd, potom mnoZina vsech jejich
feseni sestdvd pravé z vektori tvaru ByT, kde B probihd vsechny matice,
kter€ jsou k matici A pseudoinverzni.

Pro komplexni (nebo redlné) matice miizeme zavést nasledujici dulezity pojem.

Necht A je komplexni (resp. realna) matice typu n x m. Matice AT typu m x n
se nazyva Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice k matici A, jestlize

AATA=A ATAAT = AT
a jestlize matice AAT, AT A jsou hermitovské (resp. symetrické), tj.

(AAT)" = AAT,  (ATA) =ATA

Zasadnim vysledkem je nasledujici tvrzeni:
Ke kazdé matici existuje jedind Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice.

Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice je uziteéna v raznych aplikacich,
napiiklad v situacich, kdy je tfeba najit priblizné reseni soustavy linedrnich rovnic,
ktera v exaktnim smyslu fesitelnd neni.

Necht A je komplexni (redind) matice typu nxm a necht'y je n-tice prokd pole F.
Je-li AT Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice k matici A, potom plati:
(i) Je-li Ax = y resitelnd soustava, potom je AtyT jeji veseni, které md ze
vSech jejich Teseni nejmensi normu.
(i) Je-li Ax = y neresitelnd soustava, potom je AtyT jeji priblizné vesent, které
md ze vSech jejich pribliznych reseni nejmensi normu.

3 Pseudoinverzni homomorfismy

Hlubsiho porozuméni dosdhneme, budeme-li misto matic studovat homomorfismy
vektorovych prostorti, pfipadné komplexnich (redlnych) vektorovych prostorii se
skalarnim soucinem, a celou problematiku pak prelozime do maticové feci.

Necht U, V jsou vektorové prostory nad polem F a f : U — V homomorfismus.
Homomorfismus g : V — U se nazyva pseudoinverzni homomorfismus k homomor-
fismu f, jestlize je fgf = f. Je-li navic gfg = g, nazyvaji se homomorfismy f,g
navzdjem pseudoinverzni.
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Je-li homomorfismus g : V' — U pseudoinverzni k homomorfismu f : U — V,
potom plati:

(i) r(g) = r(f) = r(fg) = r(g/f),
(11 je-li f epimorfismus, je ¢ monomorfismus,
je-li f monomorfismus, je g epimorfismus,

)
ii)
v; Im f ={veV; fg(v)=v} a Ker f={u—-gf(u); ucU},
vi)
if)

-
—-
iy
=

uplny vzor vektoru v € Im f je {g(v) +u —gf(u); ue U},
U=Ker f+Img a O=KergnIm f,
jestlize je ¢ € AutU a 1 € Aut V, potom je ¢ 'gyp~! pseudoinverzni
homomorfismus k homomorfismu ¥ fy,
(viii) vSechny pseudoinverzni homomorfismy k homomorfismu f maji tvar
g+e—gfefg., kde € Hom (V.U),

(ix) vSechny pseudoinverzni homomorfismy k homomorfismu f maji tvar

g+e(lv —fg)+ Qv —gf)Y, kde ¢,¢ € Hom (V,U).

Jsou-li homomorfismy f: U — V a ¢g:V — U navzajem pseudoinverzni, potom
plati:
@i

)
(i)
(iii)
(iv)

)

f =0 pravé tehdy, kdyz g = 0,

r(f) =r(9),

f je monomorfismus, pravé kdyz je g epimorfismus,

U=Ker f®Img a V =Ker g® Im f,

homomorfismus f zobrazuje Im ¢ izomorfné na Im f, homomorfismus g
zobrazuje Im f izomorfné na Im g a homomorfismy f a g jsou na téchto
podprostorech navzajem inverzni.

iv
(v

Laskavy ¢tendf necht si namaluje obrazky, které ho bezprostiedné privedou
k dikazim piedchozich tvrzeni.

Nyni je snadné ukéazat, ze ke kazdému homomorfismu f : U — V existuje pseu-
doinverzni homomorfismus g : V' — U, resp. takovy homomorfismus g : V — U,
ze homomorfismy f,g jsou navzadjem pseudoinverzni. Rovnéz je jednoduché ke
konkrétné zadanému homomorfismu f sestrojit pseudoinverzni homomorfismus g.

Necht U, V jsou komplexni (resp. realné) prostory se skaldrnim soucinem a necht
f:U—=Va g:V — U jsounavzajem pseudoinverzni homomorfismy. Rekneme,
ze tvori Mooreovu-Penroseovu dvojici, jestlize je

Img = (Ker f)* a Kerg = (Im f)*

Dvojice f, g je tedy Mooreova-Penroseova pravé tehdy, kdyz jsou podprostory
Ker f a Img navzadjem ortogonalnimi dopliiky v prostoru U a podprostory Kerg
a Im f navzajem ortogonalnimi doplitkky v prostoru V. Odtud snadno plyne nasle-
dujici tvrzeni.

Necht U,V jsou unitdrni prostory konecnych dimenzi. Ke kaZdému homomor-
fismu f : U — V ezistuje jeding homomorfismus g : V. — U, pro ktery je f,g
Mooreova-Penroseova dvojice navzdjem pseudoinverznich homomorfismai.

89



Lze ukazat, Ze navzajem pseudoinverzni homomorfismy f: U — V, g: V — U
tvori Mooreovu-Penroseovu dvojici pravé tehdy, kdyz jsou homomorfismy fg a gf
samoadjungované, tj. pro kazdé ui,us € U a kazdé vi,vs € V je

(ur]gf(u2)) = (gf(u1)|uz) &  (vi|fg(va)) = (fg(vr)]|v2).

Nasledujici tvrzeni dava obecnéjsi pohled na vyuziti pseudoinverznich matic na
feseni soustav linedrnich rovnic.

Necht U, V jsou komplexni (nebo rediné) prostory se skaldrnim soucinem a necht
homomorfismy f : U — V a g : V — U tvori Mooreovu-Penroseovu dvojici
navzdjem pseudoinverznich homomorfismu. Potom plati:

(i) Pro kazdé v € Im f md vektor g(v) nejmensi normu ze vsech vzord vektoru v
p7i homomorfismu f.

(ii) Pro kazdé v € V je fg(v) kolmgm primétem vektoru v na podprostor Im f
a vektor g(v) md nejmensi normu ze viech vzord vektoru fg(v).

Literatura o pseudoinverznich maticich a jejich aplikacich je velmi bohata. Ptipo-
mefime na tomto misté jen tituly [BIG], [BO1], [BO2], [CM], [Grt], [LH], [Na], [PO]
a [RM], v nichz lze nalézt fadu dal$ich bibliografickych odkazti. Vyklad zdklad-
nich fakti o pseudoinverznich maticich postaveny na tvrzenich o pseudoinverznich
homomorfismech vektorovych prostori je podan v uéebnici [B].

4 Historie

V nékolika nasledujicich odstavcich podame struény piehled o vzniku a vyvoji
problematiky pseudoinverznich matic.

Eliakim Hastings Moore

Myslenku pseudoinverzni matice poprvé prezentoval v dubnu roku 1920 Eliakim
Hastings Moore (1862-1932) na Fourteenth Western Meeting Americké matematické
spole¢nosti na univerzité v Chicagu.! Abstrakt jeho prednasky zacina takto:

In this paper Professor Moore calls attention to a useful extension of the classical
notion of the reciprocal of a nonsingular square matriz. ([M1], str. 394)

Moore ukézal, Ze k libovolné komplexni matici typu n x m existuje jedina pseudo-
inverzni matice (general reciprocal matriz), kterd je typu m X n.

Consider any m xn matriz k ... There exists one and only one n X m matriz \,
the reciprocal of k, such that (1) the columns of \ are linear combinations of the
conjugates of the rows of Kk, (2) the rows of A are linear combinations of the conju-
gates of the columns of K, (3) the matriz TSkAx obtained by matricial composition
of the matrices k, A, k is the original matriz k ... ([M1], str. 394-395)

1 Ve dnech 9. a 10. dubna zaznélo na této akci 19 prednasek. Jejich abstrakty, které sepsal

Arnold Dresden (1882-1954), byly otistény v casopise Bulletin of the American Mathematical
Society.
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Studiem pojmu ,zobecnénd inverzni matice” se zabyval jiz v letech 1910 az 1920.
Pozdéji tuto problematiku podrobnéji rozpracoval v monografii nazvané General
Analysis 1. [M2].2 Po Mooreové smrti ji roku 1935 vydal Raymond Walter Barnard
(1890-7), jeho byvaly student, ktery v letech 1932 az 1962 ptisobil na chicagské
univerzite.

V tivodu partie o pseudoinverznich maticich® Moore napsal:

The effectiveness of the reciprocal of a monsingular finite matriz in the study
of properties of such matrices makes it desirable to define if possible an analogous
matrix to be associated with each finite matriz k even if Kk is not square or, if square,
is not necessarily nonsingular. ([M2], str. 197)

Pomoci nové zavedeného pojmu pseudoinverzni matice pak popsal mnozinu vSech
feSeni (Fesitelné) soustavy linedrnich rovnic.

Eliakim Hastings Moore studoval na Yale University v letech 1879 az 1883, o dva
roky pozdéji zde ziskal doktorat za praci Eztensions of certain theorems of Clifford
and Cayley in the geometry of n dimensions. V obdobi 1885 az 1886 byl v Gottingen,
potom v Berling, kde navstévoval pfednasky Leopolda Kroneckera (1823-1891). Po
navratu z Evropy kratce piisobil na Northwestern University, Yale University a opét
na Northwestern University. Od roku 1893 pracoval na University of Chicago, kde
v letech 1896 az 1931 vedl matematicky tstav. Vyrazné ovlivnil své doktorandy
(mezi nejvyznamnéjsi patiili Leonard Eugene Dickson (1874-1954), Oswald Veblen
(1880-1960) a George David Birkhoff (1884-1944) ) i Veblenova doktoranda Roberta
Lee Moorea (1882-1974).

Moore se zabyval hlavné algebrou (koneénd pole, jednoduché konecné grupy atd.),
teorii ¢isel, axiomatikou geometrie, algebraickou geometrii, zéklady analyzy a in-
tegralnimi rovnicemi. Roku 1893 se angazoval pfi organizaci prvniho mezinarod-
niho matematického kongresu v USA, pracoval v Americké matematické spole¢nosti
(Vice-President 1898-1900, President 1901-1902). V letech 1899 az 1907 byl edi-
torem ¢asopisu Transactions of the American Mathematical Society.*

Mooreové pristupu k problematice pseudoinverzni matice vénoval velkou po-
zornost Adi Ben-Israel v praci The Moore of the Moore-Penrose inverse [BI] z roku
2002. Nalezneme v ni mirné pfeformulovany a modernizovany abstrakt [M1] i pfe-
pracovanou partii o pseudoinverznich maticich z prace [M2].

2 O této monografii pojednava zasvéceny ¢lanek Reinharda Siegmunda-Schulze nazvany Eliakim
Hastings Moore’s “General analysis”, Archive for History of Exact Sciences 52(1998), 51-89.
Problematice pseudoinverznich matic se vsak nevénuje.

3 Vig [M2], str. 197-209.

4 Viz G. A. Bliss: Eliakim Hastings Moore, Bulletin of the American Mathematical Society
39(1933), 831-838, G. A. Bliss: The scientific work of Eliakim Hastings Moore, ibid. 40(1934),
501-514, G. A. Bliss, L. E. Dickson: Biographical memoir of Eliakim Hastings Moore, 1862—-1932,
Biographical Memoirs, National Academy of Sciences 17(1937), 83-102, K. H. Parshall: Eliakim
Hastings Moore and the founding of a mathematical community in America, 1892-1902, Annals
of Science 41(1984), 313-333, pfetisténo in P. Duren et al. (eds.): A Century of Mathematics in
America II, AMS, Providence, 1989, 155-175.
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John von Neumann

John von Neumann (1903-1957) publikoval roku 1936 praci On regular rings [N],
ve které se rovnéz objevila myslenka pseudoinverze. Vysetfoval asociativni, ne nutné
komutativni okruhy s jednotkovym prvkem, v nichz ke kazdému prvku a existuje
prvek z, pro ktery je axa = a.

Yuan-Yung Tseng

V roce 1949 zavedl ¢insky matematik Yuan-Yung Tseng (1904-7) v pracich
Obobscennye obratnye neogranicennych operatorov mezdu dvumja unitarnymi pro-
stranstvami [T1] a Svojstva i klassifikacija obobséennych obratnych zamknutych
operatorov [T2] zobecnéné inverzni operdtory v Hilbertové prostoru. Clének [T1]
zahajil témito slovy:

Dilezita vySettovdni klasickych inverzi omezenych nekonecngjch matic provedli
zegména O. Toeplitz a G. Julia. Byl to vSak E. H. Moore, kdo jako pruni zavedl v ex-
plicitnim tvaru pojem zobecnéné inverze a rozvinul obsirnou teorii, kterou doplnili
R. W. Barnard pro moduldrni matice a Y. K. Wong pro nékteré tridy nemoduldrnich
matic.

Viechny tyto matice jsou specidlnimi pripady uzaviengch operdtori. ... ([T1],
str. 431)

Clanky [T1] a [T2] nemély velkou odezvu. Ptesto se Tseng roku 1956 jesté k prob-
lematice pseudoinverze vratil v €lanku Virtual nye reSenija i obscie obraséenija [T3].

Tseng se inspiroval myslenkami E. H. Moorea. Na chicagské univerzité totiz se-
psal pod vedenim R. W. Barnarda disertac¢ni praci The Characteristic Value Problem
of Hermitian Functional Operations in a Non-Hilbertian Space a roku 1933 ji tam
(jiz po Mooreové smrti) obhéajil.

Arne Bjerhammar

K myslence zavést ,inverzni matice* i k obdélnikovym maticim dospél roku 1951
(nezévisle na Mooreovi, von Neumannovi i Tsengovi) $védsky geodet a matematik
Arne Bjerhammar (1917-2011) v préaci Rectangular reciprocal matrices, with special
reference to geodetic calculations [B1] zvefejnéné v ¢asopisu Bulletin Géodésique.®
Jeho motivaci bylo vyhodnocovani tdaji, které byly ziskdny z pozorovani, pomoci
metody nejmensich étvercti. Uspésné tak navizal na matematiky, ktefi v obdobnych
souvislostech vyuzili maticovy pocet.

Bjerhammarova prace [B1] byla vytahem z delsiho textu nazvaného Application
of calculus of matrices to method of least squares, with special reference to geodetic
calculations [B2], ktery vySel ve stejném roce v ¢asopisu Kralovského technologic-
kého institutu ve Stockholmu. V jejim tvodu je napsano:

5 Vystizné o ni referoval George Elmer Forsythe (1917-1972) v ¢asopisu Mathematical Reviews.
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. it will be shown how a special type of matrices, which will be defined below,
can be used as an expedient which simplifies the treatment of problems associated
with the method of least squares. ([B1], str. 188)

Bjerhammar zavedl pseudoinverzni matice pro obdélnikové matice, které maji
maximélni hodnost. Pro obdélnikovou matici A typu n x m hodnosti m (tj. m < n)
zavedl inverzni“ matici A~ typu m X n pomoci matice B typu n x (n — m), kterd
je zvolena tak, aby blokova matice (A|B) byla reguldrni. Potom je matice A~ typu
m x n utvofena z prvnich n fadkf matice (A|B)~!. Ziejmé je A=A = E.

Je-li soustava linedrnich rovnic Az = b fesitelna, je jeji jediné feseni dano vzorcem
T _ A—3T
xt = A"b".
Pro obdélnikovou matici A typu nxm hodnostin (tj. n < m) definoval ,inverzni“
matici A~ typu m x n rovnosti A~ = [(AT)7]T.

Mnozina vSech FeSeni soustavy linearnich rovnic Az = b je mnoZinou vSech vek-
tortt A=bT + (AA~ — E)yT, kde y probiha vsechny vektory pifslusného prostoru.

Bjerhammar se problematikou pseudoinverznich matic zabyval i pozdéji. Svédci
o tom jeho kniha Theory of Errors and Generalized Matriz Inverses [B3| z roku
1973, z niz byla o dva roky pozdéji stat Generalized matriz inverses [B4] pretisténa
ve 14. svazku série Methoden und Verfahren der mathematischen Physik. Mimo jiné
zde uvedl rizné typy definic pseudoinverzni matice (Moore, Penrose, Bjerhammar),
prezentoval postupy jejich vypoctu a nékteré aplikace.

Arne Bjerhammar byl fadu let profesorem Kralovského technologického institutu
ve Stockholmu. Je autorem asi dvou stovek praci, nékolika ucebnich textd a fady
vyzkumnych zprav. Zabyval se Sirokym spektrem geodetickych problémt (elektro-
optické méfeni vzdalenosti, tvar Zemé, gravitacni pole Zemé, gravitacni anomaélie,
Bjerhammarova sféra), pfi jejichz feSeni ¢asto aplikoval statistické metody a vyuzi-
val maticovy pocet. Dosahl fady vyznamnych ocenéni.

Roger Penrose a Richard Rado

Podstatné vétsi pozornost zacala byt pseudoinverznim maticim vénovéana az po
zvefejnéni vysledkti Rogera Penrose, ktery roku 1955 v ¢lanku A generalised inverse
for matrices [P1] zavedl pojem pseudoinverzni matice ke komplexni, obecné obdél-
nikové matici a o rok pozdéji v praci On best approximate solutions of linear matriz
equations [P2] studoval pojem pfiblizného Feseni.

Penrose znal Bjerhammarovu préci [B1], citoval ji ve svych ¢ldncich [P1] a [P2].
O Mooreovych vysledcich zpocatku nevédél.® Sviij ¢lanek [P1] zah4jil témito slovy:

6 Préce [P1] byla referovana v casopisu Zentralblatt fiir Mathematik, kde F. W. Ponting
poukazal na Mooreovu knihu General Analysis [M2] z roku 1935 i na néslednou kratkou Radoovu
poznamku Note on generalized inverses of matrices [R] — viz dale. V ¢asopisu Mathematical Re-
views pfipomnéla Olga Taussky-Todd (1906-1995) v referatu o praci [P1] jesté vySe zminény von
Neumanntv ¢lanek [N] z roku 1936.
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This paper describes a generalization of the inverse of a non-singular matriz, as
the unique solution of a certain set of equations. This generalized inverse exists for
any (possibly rectangular) matriz whatsoever with complex elements. ([P1], str. 406)

V prvni vété uvedl vysledek, ktery popisuje Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzni
matici v té podobé, jak ji zndme dnes:

The four equations AXA = A, XAX = X, (AX)* = AX, (XA)* = XA, have
a unique solution for any A. ([P1], str. 406)

Takovou matici X oznacil symbolem AT, nazval ji generalized inverse of A
a uvedl fadu jejich vlastnosti. Napiiklad vztahy (AT)T = A, A*T = AT a rovnost
(UAV)T = V*ATU*, kde U,V jsou unitarni matice.

Ve druhé vété ukézal, ze nutnou a postacujici podminkou fesitelnosti maticové
rovnice AXB = C je rovnost AATCB*B = C; obecné feseni je pak ddno vzorcem
X =ATCB*+Y — AYAYBB™, kde Y probih4 vSechny matice piislusného typu.

Obecné feseni soustavy linedrnich rovnic Az = c je tedy AtcT + (B — AT A)yT,
kde y probiha vsechny vektory piislusného prostoru.

Penrose rovnéZz formuloval nutnou a postacujici podminku pro feSeni soustavy

maticovych rovnic AX =C, XB = D: fesitelnost obou maticovych rovnic a rov-
nost AD = CB.

Roku 1956 reagoval na Penroseovu praci [P1] Richard Rado (1906-1989) v ¢lanku
Note on generalized inverses of matrices [R]. Poukdzal na ekvivalenci Mooreovy
a Penroseovy definice, citoval Mooreovu monografii [M2] a Penrosetiv ¢lanek [P1].

The purpose of this note is to point out that this operation, defined in a slightly
different form but easily shown to lead to the same matriz a', has already been intro-
duced in 1920 and systematically investigated by E. H. Moore (2). There Moore has
made important applications of his ’general reciprocal’ of a matriz. ([R], str. 600)

Upozornil téz na nésledujici zajimavou skutecnost.

Moore proves his Theorem 2 in the more general case when F is a division
ring possessing certain properties. Penrose has informed the author that he has
extended his work to a much wider class of rings. The proof of Theorem 2 given
above remains valid, without any change, if the matrices have elements in any
division ring which possesses an involutory anti-isomorphism A — X such that
MAL+ Aodg + -+ A = 0 implies A\p = --- = A\, = 0. ([R], str. 601)

V ¢lanku [P2] se Penrose odvolal na svoji pfedchozi prici [P1] a pfipomnél
Mooretv abstrakt [M1], na ktery ho upozornil Rado svym pfispévkem [R].

Zavedl pojem priblizného reseni a dokazal vétu o feSeni maticové rovnice.

Definition. I shall say that Xy is a best approrimate solution of the equation
f(X) =G if for all X, either

(1) X)) =Gl > [[f(Xo) = G,
or (i) |[f(X) =G|l =lf(Xo) =G| and [[X]] = |[Xoll
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Theorem. A' B is the unique best approzimate solution of the equation AX=D.
([P2], str. 17)

Ukézal, ze ATBC™ je piibliznym feseni maticové rovnice AXC = B, a podal
dvé metody vypoétu matice AT v piipadé, kdy jsou matice A*A a AA* singularni
(je-li A*A regularni, je AT = (A*A)~1A%).

Roger Penrose (nar. 1931) je anglicky matematik a fyzik. Studoval na univerzité
v Cambridgi, kde roku 1957 ziskal doktorat z matematiky (algebraickd geometrie).
Pak ho v8ak zaujala teoreticka fyzika (zejména obecnd relativita, astrofyzika, kos-
mologie).” Je autorem & spoluautorem mnoha praci a fady inspirativnich knih:
Spinors and Space-Time I., II. (s Wolfgangem Rindlerem (nar. 1924), Cambridge,
1984, 1986), The Emperor’s New Mind. Concerning Computers, Minds and the
Laws of Physics (Oxford, 1989), Shadows of the Mind. A Search for the Missing
Science of Consciousness (Oxford, 1994), The Nature of Space and Time (se Ste-
phenem W. Hawkingem (nar. 1942)%, Princeton, 1996), The Large, the Small and
the Human Mind (Cambridge, 1997), The Road to Reality. A Complete Guide
to the Laws of the Universe (London, 2004), Cycles of Time. An Extraordinary
New View of the Universe (London, 2010).° Neddvno vysly v Sesti svazcich jeho
prace pod nazvem Collected Works (Oxford, 2011). Ziskal velkou fadu raznjych
ocenéni. Popularni je tzv. Penroseova dlazba — neperiodické dlazdéni nekonecné
roviny vytvorené dlazdicemi kone¢né mnoha typ1.

Thomas Nall Eden Greville

V letech 1957 az 1960 publikoval ¢tyfti ¢lanky o pseudoinverznich maticich k libo-
volngm obdélnikovym maticim americky matematik Thomas N. E. Greville (1910
1998). Vysel z Mooreova pojeti.

V ¢lanku The pseudoinverse of a rectangular or singular matriz and its ap-
plication to the solution of systems of linear equations [G1] uzil pseudoinverzni
matici k nalezeni pfiblizného FeSeni (exaktné nefesitelné) soustavy linedrnich rovnic,
a rozsifil tak Bjerhammarovy vysledky. Ve stejné nazvané praci [G2] prezentoval
podrobnéjsi vyklad doplnény konkrétnim c¢iselnym prikladem.

Elementarni vyklad o aplikacich pseudoinverznich matic ve statistice (véetné nu-
merickych piikladit) podal 29. prosince 1958 na 118. vyro¢ni schtizi Americké stati-
stické spole¢nosti v Chicagu (viz The pseudoinverse of a rectangular matriz and its
statistical applications [G3]).

Na tuto problematiku jesté navizal v praci Some applications of the pseudoin-
verse of a matriz [G4]. Nejprve v8ak strucné a vystizné uvedl konstruktivni definici
pseudoinverzni matice:

7 Doporuc¢ujeme pozornosti nasledujici text: Oscar Garcia-Prada: Inteview with Sir Roger
Penrose, Newsletter of the European Mathematical Society 38(2000), 17-21, 39(2001), 12-17.

8 Penrose byl jeho uéitelem.

9 V &eském prekladu mame tyto knihy: Makrosvét, mikrosvét a lidskd mysl, Mlada fronta,
Praha, 1999, Povaha prostoru a éasu, Academia, Praha, 2000, Cykly casu. Novy pozoruhodny
pohled na vesmir, Dokofan, Argo, Praha, 2013.
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An m x n matriz A of rank r > 0 can be expressed as a product
A= BC,

where B is m x r and C is v X n, and both are of rank r. Then the pseudoinverse
of A is given by

AT = CvT(cvch)fl(BT‘B)fl‘BT7
where the superscript T denotes the transpose. To complete the definition, we define
the pseudoinverse of a zero matriz as equal to its transpose. ([G4], str. 15)

Pseudoinverzni matice vyuzil pfi rekurzivni konstrukci ortogonalnich polynomt
a pri vypoctu koeficientd multilinedrni regrese. Uvedl téZ rekurzivni algoritmus
vypoctu pseudoinverzni matice.

ZAvér

Zatimco Moore vyuzil pseudoinverzni matici k popisu feSeni 7esitelné soustavy
linearnich rovnic s obdélnikovou nebo ¢tvercovou singuldrni matici, Bjerhammar,
Tseng i Penrose vyuzili pseudoinverzni matice k nalezeni priblizného feSeni neresi-
telné soustavy. K popularizaci tohoto pojmu, jeho vSestrannému vyuziti k rozvoji
vypocetnich metod, podstatné prispél pravé Greville.

Prvni monografie vénované pseudoinverznim maticim vysly v Sedesatych letech
20. stoleti. Jednou z nich byla kniha Thomase L. Boulliona a Patricka L. Odella An
Introduction to the Theory of Generalized Matriz Invertibility [BO1] z roku 1966.
Stejni autofi editovali o dva roky pozdéji konferencni sbornik Theory and Applicat-
ion of Generalized Inverses of Matrices (viz [Re]) a roku 1971 vydali monografii
Generalized Inverse Matrices [BO2].

Z pocatku sedmdesatych let je monografie Generalized Inverse of Matrices and
its Applications [RM], kterou sepsali Calyampudi Radhakrishna Rao a Sujit Kumar
Mitra. Velkou pozornost pseudoinverznim maticim vénovali Charles L. Lawson
a Richard J. Hanson v knize Solving Least Squares Problems [LH] z roku 1974
(dalsi vydéni: 1995, rusky preklad: 1986).

Obecnéjsi pristup k problematice pseudoinverze je prezentovan napiiklad v mono-
grafii Charlese W. Groetscha Generalized Inverses of Linear Operators. Represen-
tation and Approzvimation [Gr]'® z roku 1977 a v knize Generalized Inverses of
Linear Transformation [CM], kterou roku 1979 publikovali Stephen L. Campbell
a Carl D. Meyer (dalsi vydani: 1991, 2009). Relativné novou monografii (vyuziva
MATLAB) je titul Matriz Theory. From Generalized Inverses to Jordan Form [PO]
z roku 2007, kterou sepsali Robert Piziak a Patrick L. Odell.!!

Poznamenejme, ze bohatéd bibliografickd informace o pseudoinverznich maticich
je v knize Generalized Inverses and Applications [Na] z roku 1976, jejimZ autorem
je Mohammed Zuhair Nashed. Z hlediska vyvoje problematiky pseudoinverze jsou
zajimavé zejména prace [BIC], [B4], [DW], [Re], [Rol] a [Ro2].

10 Mottem knihy je vyrok C. G. J. Jacobiho: You must always invert.
11V gesting mame skriptum Pseudoinverzni matice Olgy Pokorné (SPN, Praha, 1978).
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ZKOUSKY UCITELSKE ZPUSOBILOSTI
(PRED NEMECKOU ZKUSEBNI KOMISI)

MARTINA BECVAROVA

Abstract: In this article we want to draw attention to the special examinations so called
Priifungskomission fiir das Lehramt an Mittelschulen [Examinations for Teaching at Secon-
dary School] which were passed in Prague before the Imperial German Commission in the
second half of the 19" century and the first half of the 20" century and which qualified the
candidates for their appointments as German high school mathematics teachers. We will
describe the fundamental archival documents which give us the complex information about
the structure, course, content and difficulties of these examinations. One typical example and
complete statistics of the examinations in mathematics will be presented.

1 Struény tvod

Po prvni svétové valce vstoupilo na Némeckou univerzitu v Praze mnoho
demobilizovanych vojakd, a tak se vyrazné zvysil vékovy prumeér studujicich. Zacala také
narUstat délka jejich studia, objevovalo se castéjsi odkladani zkousek ucitelské zpihsob-
bilosti a rigoréznich zkousek.' Jednak to zptisoboval nariist problémii s hmotnym zabez-
pecenim studentii (mnozi museli pfi studiu pracovat),’ jednak pravidla pro fadné a mi-
mofadné studium. Radné zapsanym studentem mohl byt pouze absolvent gymnézia.
Absolventi realek nebo lycei mohli byt zapsani jen jako mimotadni studenti a v prib&hu
studia si museli doplnit maturitni zkousku z latiny, coz pravé vedlo k prodluzovani délky
jejich studia,® nebo museli pozadat o jeji prominuti.*

Od konce 20. let 20. stoleti doslo na Pfirodovédecké fakult¢ Némecké univerzity
v Praze k mirnému naristu po&tu fadnych studentd® a k vyraznému nartistu poétu mimo-
fadnych posluchagt.® Patiili k nim pfedevsim absolventi realek,” ktefi deklarovali, e
cht&ji ziskat opravnéni k vyuce na realkach, primyslovych, zemédélskych a obchodnich
§kolach, aproto zadali, aby nemuseli prokazovat znalost latiny, resp. absolutorium
gymnazia.

' Neumérné prodluzovani délky studia bylo ve 30. letech 20. stoleti pfedmétem kritiky ,,neakademické* obce.

? Situaci zhorsila i hospodatska krize ve 30. letech 20. stoleti, ktera dolehla na studenty, mladé absolventy,
asistenty a védecké pracovniky, nebot’ bylo pozastaveno jmenovani novych profesord, soukromych docentl
a védeckych pracovniku.

* Mnozi mimoréadni studenti se po vykonani ,,dodatenych maturitnich zkousek® stali Fadnymi studenty (obvykle
po dvou az ¢tyfech semestrech). Viz katalogy posluchac¢ti Pfirodovédecké fakulty Némecké univerzity v Praze,
Archiv Univerzity Karlovy v Praze.

* Nejeast&jsi délka studia pred prvni svétovou vélkou byla 8 semestri. Viz katalogy posluchagi Filozofické
fakulty Némecké univerzity v Praze, Archiv Univerzity Karlovy v Praze. Ve 20. a 30. letech 20. stoleti se
obvykla délka studia pohybovala okolo 10 semestrti, pomérné Casto se objevovala i délka 12 az 14 semestrd,
v nejednom ptipade i 15 semestrii, ve dvou pfipadech dokonce 18, resp. 19 semestri. Viz katalogy posluchact
Prirodovédecké fakulty Némecké univerzity v Praze, Archiv Univerzity Karlovy v Praze.

3 Narust piirodovédei byl zpiisoben dynamickym rozvojem ptirodnich véd a jejich aplikaci.

® Viz katalogy poslucha¢ti Piirodovédecké fakulty Némecké univerzity v Praze, Archiv Univerzity Karlovy
v Praze.

7 Absolventi redlek méli ke studiu piirodnich véd velmi dobrou sttedoskolskou pripravu.
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Az do roku 1930 se ,,ukoncovani studia® fidilo podle upravenych a 1éty provétenych
,rakouskych* predpisii o zkouskach uitelské zptsobilosti® a rigordznich zkouskach. Ko-
lokvia z predepsaného poctu prednasek a seminait, v nichz vyucujici potvrzoval, ze po-
slucha¢ prednasky ¢i seminafe navstévoval a porozumél jejich obsahu, musel skladat jen
ten, kdo zadal osvobozeni od placeni Skolnich poplatki nebo pobiral statni stipendium.
Budouci tadny stfedoskolsky profesor mél po patém semestru slozit filozoficko-peda-
gogické kolokvium® apo absolvovani nejméné osmi semestri mél vykonat zkousky
ucitelské zpusobilosti z kazdého aprobacniho predmétu. Poznamenejme, ze je skladali
predevsim socialné slabsi studenti,'® ktefi upinali nad&je k prestiznimu a relativng dobfe
placenému mistu stfedoskolského profesora.'!

Pokud se poslucha¢ rozhodl pro ¢ist¢ védeckou drahu, nemusel béhem studia skladat
7adnou dilgi zkousku, nemusel absolvovat zadné kolokvium.'? Po absolvovani nejméné
osmi semestrii mohl predlozit doktorskou praci a podrobit se hlavni a vedlejsi rigorézni
zkousce.” Vzhledem k omezenému poétu mist na vysokych $kolach a ve védeckych
institucich obvykle i tito posluchagi skladali zkousky uéitelské zptisobilosti.'*

Mnozi posluchaci vSak neskladali ani zkousky ucitelské zpisobilosti ani rigordzni
zkousky. Jednak to byli dobfe situovani studenti, kteti ptirodni védy studovali jen ze
svého zajmu a studium nespojovali s zddnym svym dalSim plsobenim, jednak to byli

8 Posledni velké pravy pravidel pro konani zkougek ugitelské zptisobilosti prob&hly v letech 1897 a 1911. Jejich
organizace a struktura odpovidala obvyklym pomértim na rakouskych a némeckych univerzitach. Zkouska se
podle upravy z roku 1897 skladala z pisemné domaci prace, pisemné Skolni prace (tzv. klauzurni prace) a Ustni
zkousky zkazdého aprobaéniho pfedmétu. Za jednu odbornou domaci praci mohla byt uznana kvalitni
seminarni, laboratorni nebo ¢asopisecka prace. Klauzurni pisemna prace z hlavniho aproba¢niho ptredmétu byla
osmihodinova, z vedlejsiho pfedmétu &tythodinova. Ustni zkouska méla byt v délce tiiceti minut aZ jedné
hodiny. Kandidat profesury po absolvovani povinného minimalniho poctu semestrii pozadal statni zkusebni
komisi o zadani tématu pro domaci praci, na jejiz vypracovani mél obvykle Sest tydnd. Po jejim pifiznivém
posouzeni se mohl piihlasit k pisemné zkousce, jejiz kladné zvladnuti bylo podminkou k pfipusténi k zavérecné
ustni zkousce. Pro vyuku matematiky, fyziky a deskriptivni geometrie na stfednich $kolach bylo mozno do délky
studia zapocitat i dva roky studia na technice. Specialni pravidla byla stanovena pro absolventy reéalek, ktefi
mohli ziskat aprobaci jen ve skuping tzv. matematicko-pfirodovédnych pfedmétt, pokud si nedoplnili maturitni
zkousku z latiny. V roce 1911 byl pfijat novy zkuSebni fad, byly zavedeny jednotné zkuSebni komise pro
vSechny typy stfednich $kol, sjednoceny aprobace pro ruzné typy stfednich $kol a upraveny pozadavky na
studium i zkousky z tzv. neaprobacnich predméti (filozofie, pedagogika, historie, psychologie, $kolni hygiena,
vyuéovaci jazyk). Zachovan vsak byl pribéh zkousky z roku 1897. O zkouskach ucitelské zpusobilosti a kariéte
sttedoskolskych profesorti matematiky viz M. Bedvatova: Ceskd matematickd komunita v letech 1848 az 1918,
edice D¢jiny matematiky, svazek ¢. 34, Matfyzpress, Praha, 2008.

° Pavodni narotna zkouska doplnéna povinnou domaci praci z pedagogiky a psychologie byla vroce 1911
nahrazena nepfili§ naro¢nou kolokvialni zkouskou.

10 Vétsina poslucha&i matematiky pochazela ze stiedni vrstvy; mezi povolanimi otcii se nejastsji objevovali
ufednici, ucitelé, pravnici, lékafi a obchodnici. Viz katalogy posluchaci Ptirodovédecké fakulty Némecké
univerzity v Praze, Archiv Univerzity Karlovy v Praze.

! Zkousky nebyly ani formalni, ani jednoduché. Stavalo se, Ze kandidat neuspél a musel je opakovat nebo ziskal
jen casteCnou aprobaci; tu si mohl pozdéji dalsimi zkouskami doplnit (dalsi aprobacni pfedmét) ¢i rozsitit
(z niz8iho stupné stiedni $koly na celou stfedni skolu).

12 Bylo pozadovéno pouze formélni vysvéd&eni o fadném absolvovani osmi semestri. Rigorézni zkousky bylo
a obhajeni doktorské prace.

13 Doktorské Fizeni se Fidilo pravidly z roku 1899, ktera byla upravena v letech 1918 a 1936.

' Poznamenejme, Ze touto cestou se vydali budouci vysokoskolsti docenti a profesofi matematiky a fyziky Karl
Bobek, Walter Frohlich, Reinhold Fiirth, Walter Glaser, Anton Griinwald, Josef Griinwald, Paul Kuhn, Ernst
Lammel, Vaclav Laska, Heinrich Lowig, Karl Lowner, Karl Rother, Alfred Rossler, Kurt Sitte a Otto Varga,
ktefi slozili jak zkousky ucitelské zpusobilosti, tak rigorézni zkousky, ale na stfednich Skolach bud’ vibec
nepusobili, nebo puisobili jen kratce.

100



studenti, kteti se spokojili s nejistym mistem suplujicich stfedoskolskych profesord, na
néz se pozadovalo pouze absolvovani osmi semestrii univerzitni vyuky.

Vyrazngj§i zména nastala na pocatku 30. let, kdy byla ukoncéena ,,konsolidace*
ceskoslovenského stfedniho Skolstvi a soucasné poklesla poptavka po novych ucitelskych
silach. V roce 1930 vesel v platnost novy studijni fad, ktery zavedl dvé statni zkousky,
prvni nejdiive po ¢tvrtém semestru a druhou nejdiive po osmém semestru. Do prvni statni
zkousky musel poslucha¢ absolvovat jen minimum povinnych pfedmétti, mohl si zapi-
sovat libovolné ptedméty podle svého zajmu a ve zcela libovolném potadi. Zkouska byla
chapana jako pfirozena bariéra pro méné nadané a motivované studenty. Kazdy kandidat
sttedoskolské profesury' pii ni m&l prokazat zakladni znalosti ze zvolenych aprobaénich
predméti (pozadovalo se dokonalé zvladnuti latky obsazené ve stfedoskolském kurzu
véetné hlubsich souvislosti)'® a dobrou znalost vyu&ovaciho jazyka.'” P¥i druhé statni
zkousce mél prokazat odbornou zpuisobilost k vyuce na stiednich $kolach a nadhled nad
vyucovanou latkou. Musel také predlozit vysvédéeni o kolokviich z pfedepsanych pred-
méti (odbornych, pedagogickych a metodickych seminait).'® Struktura druhé statni
zkousky odpovidala struktufe ptivodni zkousky ucitelské zpuisobilosti.

2 Zakladni informace o archivnich materialech

Zkouskam ucitelské zpusobilosti z matematiky ve spojeni s dal§im aprobacnim
predmétem, které se konaly pfed némeckou zkuSebni komisi pfi Némecké univerzité
v Praze, nebyla do soucasné doby vénovana témé&F 7adna pozornost.'? Jednak asi proto, Ze
se jejich uspésni absolventi vétSinou stali ,,pouze stiedoskolskymi profesory a az na
vyjimky nezasahli do v§voje matematiky,”’ jednak proto, Ze toto téma je narocné na &as
a vyzaduje dlouhodobou mravenéi praci.?' Dal3i pfi¢inou miZe byt i vieobecné zakofe-
néné nespravné povédomi, zZe z obdobi 1920 az 1939 (resp. 1882 az 1945) se mnoho ma-
terialtl z némeckého prostredi nezachovalo,22 a také fakt, Zze ,,némecka tematika‘“ se v na-
Sich zemich v minulosti netésila z mnoha divoda prili§ velké oblibe.

V nasledujicim textu fadcich se pokusime pfedstavit zakladni prameny, charakterizo-
vat rozsah jejich zachovani a jejich obsah, analyzovat informace, které poskytuji, a na-
stinit moznosti jejich dal$iho vyuziti.

Mezi zakladni materidly dochované v Archivu Univerzity Karlovy v Praze, které do-
kumentuji zkousky ucitelské zpusobilosti, patii katalogy némecké zkusebni komise (Ka-

'S Opét byly sohledem na potieby stiednich kol pevn& stanoveny kombinace aprobacnich predmdti.
Matematika byla obvykle studovana v kombinaci s fyzikou, deskriptivni geometrii, chemii, zemépisem,
ptirodopisem (biologii), filozofii a filozofickou propedeutikou, kreslenim a modelovanim.

' Tyto pozadavky mély vliv i na postupné vytvateni zakladnich studijnich a ugebnich texti. Obvykle je podle
pfednasek zapisovali sami studenti. Pfed tiskem nebo rozmnozovanim je piekontrolovali pedagogové.
Z dnesniho hlediska se nejednalo o klasicka skripta ¢i ucebnice. Poznamenejme, ze vySe uvedené texty se pro
vyuku matematiky na Némecké univerzité v Praze téméf neobjevovaly, nebot studenti méli k dispozici
dostatecné mnozstvi kvalitnich némecky psanych monografii a u¢ebnic.

17 7 kazdého aprobacniho predmétu se skladala dvouhodinové ustni zkouska, z vyudovaciho jazyka se skladala
pisemna zkouska (diktat a slohova prace) a ustni zkouska (znalost vyucovaciho jazyka, literatury a historie).

'8 Vyzadovana byla kolokvialni zkouska z pedagogiky a metodiky vyu€ovéni, kterou mohl uchazeé skladat az po
absolvovani jednosemestralniho dvouhodinového seminaie.

1 Zkusebni komise sestavala z vysokogkolskych profesord.

% Pouze nekolika vyjimkam byla jiz vénovana hlubsi pozornost pi zpracovani jejich Zivotnich osudii a dila
v ramci diplomovych praci nebo samostatnych monografii (napi. K. Bobek, H. Lowig, G. A. Pick).

*! Je nutné prostudovat velké mnozstvi ruéné psanych archivnich materialti, jejich &itelnost neni pravé idealni.

2 Tento fakt je sice obecn& spravny, ale ve vztahu ke zkouskam ugitelské zptsobilosti zcela mylny.
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talog der Staatspriifung),” evidenéni listy jednotlivych uchaze&t,* jejich osobni sloz-
ky,” vieobecné rejstiiky” a podaci knihy.?’

Katalogy kandidata profesury jsou dilezitym archivnim zdrojem zékladnich infor-
maci o pribéhu zkousek ulitelské zpusobilosti, o piivodu, socidlnim slozeni a vyznani
uchazect.

Podle ,,starého* zkuSebniho zakona byl kazdému posluchaci vénovan jeden list, ktery
v uvodu poskytoval informace o $kolnim roku a datu pfihlaseni ke zkouSce doplnéné
pofadovym c¢islem, pod nimz celé fizeni probihalo. Dale nasledovalo jméno a pfijmeni
uchazece, misto a datum jeho narozeni, misto trvalého bydli§té, nabozenské vyznani
a zvolena aprobacni skupina pfedmétd. Doplnény byly informace o maturitni zkousSce
a kolokvialnich vysvédcenich (filozofie, pedagogika, Skolni hygiena, proseminafe, semi-
nafe a laboratorni cviceni) a poznamenan jazyk, v némz se mélo konat zkusebni fizeni
avnémz by mél uchaze¢ pozdéji vyucovat. Nejvetsi cast listu dokumentovala vlastni
prabeéh zkousky. Nejprve byly uvedeny informace vztahujici se k domaci praci (datum
stanoveni tématu a jméno zadavatele, termin odevzdani domaci prace, jméno oponenta,
datum hodnoceni a text hodnocent),” ke klauzurni praci (datum zkousky, jméno hlavniho
examinatora a jeho hodnoceni),” k ustni zkousce (datum zkousky, jméno hlavniho exa-
minatora a jeho hodnoceni) a ke zkousce z vyu€ovaciho jazyka (datum zkousky a hod-
noceni).*® V zavéru bylo uvedeno datum ukongeni ¥izeni, obdrzena aprobace a zdtiraznén

2V Archivu Univerzity Karlovy v Praze se ve fondu Némecka zkuSebni komise pro stiedni Skoly ze
studovaného obdobi dochovaly nasledujici katalogy: Katalog I1I, 33-1909/1910 aZ 119-1913/1914, 5-1931/1932
az 1931/1932, karton €. 311, Protokoll 1V, 1-1914/1915 aZ 59-1926/1927, karton €. 311, Hauptkatalog 'V, 60-
1926/1927 aZ 4-1931/1932, karton €. 312, Katalog VI, Lehramtspriifung, alte Ordnung 46-1931/1932 az 48-
1934/1935, karton €. 312, Katalog VII, Lehramtspriifung, alte Ordnung 49-1934/1935 aZ 1-1940/1941, kartoén
¢. 312, Katalog I, I. Staatspriifung 1-1932/1933 aZ 96-1932/1933, 1-1933/1934 aZ 63-1933/1934, karton €. 312,
Katalog 1I, 1. Staatspriifung 64-1933/1934 az 32-1935/1936, karton €. 313, Katalog 111, I. Staatspriifung 33-
1935/1936 az 26-1938/1939, karton ¢. 313, Katalog 1V, 1. Staatspriifung 27-1938/1939 az 4-1939/1940, karton
¢. 312, Katalog 1 der Staatspriifung begonnen aus 5./I1I. 1934 beutet 22./10. 1939, 1-1934 aZ 8-1939/1940,
karton €. 314, Katalog Il iiber die II. Staatspriifung, 9-1939/1940 aZ 7-1944/1945, karton €. 314.

2V Archivu Univerzity Karlovy v Praze se ve fondu Némecké zkuSebni komise pro stfedni 8koly dochovaly
eviden¢ni listy nékterych uchazect z let 1922/1933 az 1938/1939 (karton €. 308).

3V Archivu Univerzity Karlovy v Praze se ve fondu Némecké zkuebni komise pro stfedni §koly dochovaly
osobni slozky vétSiny uchazecl z let 1882 az 1945. Ve studovaném obdobi 20. a 30. let 20. stoleti podle starého
zakona konalo zkousku z matematiky v kombinaci s druhym aproba¢nim piedmétem 257 uchazect, pouze
13 osobnich slozek se nezachovalo. Podle nového zakona se uskutecnilo 80 zkousek (I. a II. statni zkouska),
pouze 3 osobni slozky se nedochovaly.

%V Archivu Univerzity Karlovy v Praze se ve fondu Némecka zkuSebni komise pro stfedni $koly dochoval
Index 1882—1934 a Index k protokoliim némecké zkuSebni komise II. stdt. zkousSka 1933—-1943, I. stdt. zkouska
1932-1940, 1. stat. zkouska Sudety (karton €. 315).

7'V Archivu Univerzity Karlovy v Praze se ve fondu Némecké zkuSebni komise pro stfedni $koly dochovaly
podaci protokoly Gestions-Protokoll 18781885, Gestions-protokoll der Priifungskommission fiir das Lehramt
an Mittelschulen I. (1886—1923), Gestions Protokoll der Priifungskommission fiir das Lehramt an Mittelschulen
1I. (1923-1929), Gestionsprotokoll der Priifungskommission fiir das Lehramt an Mittelschulen III. (1929-1935),
Korespondenz-Protokoll 1V (1935-1937), Korespondenz-Protokoll 1938 a Korespondenzprotokoll (1941-1942),
které dokladaji administrativni proces spojeny s konanim zkousek uéitelské zpUsobilosti a s praci statni zkuSebni
komise (karton €. 309).

% Nebylo uvadéno znéni otizek, pouze obor (napf. matematika, kresleni, chemie apod.). Hodnoceni bylo
approbiert, resp. repprobiert, tj. prace pfijata, resp. nepiijata.

¥ Poznamenejme, 7e mezi zkouskami z jednotlivych pfedméti mohlo uplynout ndkolik dnii i mésicii. Z katalogii
vime, ze v nékolika malo pfipadech uplynulo i n¢kolik let.

% Poznamenejme, e se vyskytly pripady, kdy studenti vyborn& usp&li u odbornych &asti zkousky ugitelské
zptisobilosti, ale neuspéli u zkousky z vyudovaciho jazyka (napt. J. Krejzlih (Cech), A. Romhanyi (Mad’ar)),
ktera rozhodné nebyla formalni zalezitosti.
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vyucovaci jazyk, resp. byla pfipojena poznamka o reprobovani neuspésného kandidata.
Nechybély ani tidaje o vysi poplatkil a datu jejich thrady.

Od roku 1932/1933 byly vedeny troji oddé€lené katalogy — katalog pro I. statni
zkousku, katalog pro II. statni zkousku a katalog pro studenty, ktefi skladali zkousku
podle starého zakona. Struktura katalogu pro I. statni zkouSku byla téméf totozna se
strukturou ,,starého* katalogu. Jedinou novinkou bylo vymezeni znéni tfi az péti odbor-
nych okruhti, z nichZ byl uchaze¢ pti klauzurni a ustni zkouSce v jednotlivych apro-
bacnich pfedmétech zkousen.®' Struktura katalogu pro 1L statni zkousku byla obdobna,
proti starym katalogiim navic obsahovala jen informaci o vykonani I. statni zkousky.

vvvvvv

Osobni slozky uchazeéd jsou nejdilezitéj§im archivnim zdrojem informaci
o prib&hu, struktufe a narocnosti zkousek ucitelské zptisobilosti. Uspotfadany jsou abe-
cedné ve fondu Némeckd zkusebni komise pro stfedni $koly. Kazdému posluchadi je
vénovana jedna velka obalka formatu A4 nebo jedny desky. Osobni slozky obvykle obsa-
huji uchazecovu pfihlasku ke zkouSce doplnénou zadosti o stanoveni tématu domaci pra-
ce a terminu jejiho odevzdani, seznamem piedkladanych dokumentd (vysokoskolsky
index, kolokvialni vysvédceni z predepsanych prednasek, seminaii a proseminaii, labo-
ratornich cvigeni),’* Zivotopisem uchaze&e a piipadné i seznamem publikaci. P¥ihlaska
byla podavana na oficialnim formulafi, kde byly pozadovany nasledujici tidaje: jméno
a pfijmeni, datum a misto narozeni, vyznani, misto stfedoskolského studia, zakladni in-
formace o maturitni zkousce (kdy, kde a s jakym vysledkem), strué¢ny popis prib&hu
univerzitni pfipravy (misto, obor, studijni jazyk, pocet semestrii, soupis absolvovanych
prednasek, informace o vypracovani seminarnich praci, hodnoceni zkousek z filozofie,
psychologie, pedagogiky a skolni hygieny).

Vlastni protokol se skladal z né€kolika listd. Prvni byl vénovan hodnoceni domaéci
prace, a to za kazdy aprobacni predmét zvlast. V jeho zahlavi bylo uvedeno jméno
uchazece, aprobacni predmét a tdaj, zda se jedna o hlavni nebo vedlejsi aprobacni
predmét. Nasledoval nazev domaci prace, jeji hodnoceni a slovni komentaf oponenta,
jehoz délka zavisela jen na jeho viili a kvalité predlozené prace. V jiné ¢asti protokolu je
uvedeno datum pridéleni domaci prace, jeji téma, termin odevzdani, jméno zadavatele
a jeho podpis. Byla-li jako domaci prace uznana nadstandardni semindrni prace nebo
doktorska disertace, byl tento idaj zapsan v poznamce a nebyla vypliovana ¢ast o sta-
noveni tématu. Poznamenejme, ze domaci prace nejsou obvykle soucasti osobni slozky,
nejsou ani ulozeny v Archivu Univerzity Karlovy v Praze. Pravdépodobné se kandidatim
profesury vracely. Z nazvu praci vSak vyplyva, Ze zkuSebni komise reagovala na vyvoj
matematickych disciplin, proménovala, rozsifovala, resp. zuzovala témata tak, aby co
nejlépe vystihovala moderni vyvojové trendy oboru.

Druhou ¢asti protokolu byl list vztahujici se ke klauzurni, tj. $kolni pisemné praci, a to
za kazdy aprobacni pfedmét zvlast. Obsahuje opét jméno uchazece, aprobacni predmeét
a udaj, zda se jedna o hlavni nebo vedlejsi aprobac¢ni pfedmét. Dale bylo uvedeno datum
konani zkousky, datum opravy pisemné prace, stru¢né slovni hodnoceni prabéhu zkousky
a byl pfipojen podpis hlavniho examinatora. V jiné ¢asti protokolu byly uvedeny otazky
(1 az 3), které byly vybrany hlavnim examinatorem (obvykle nékolik dnti ¢i dokonce

31 U kazdého okruhu bylo poznamenano hodnoceni. Uchaze¢ mohl byt reprobovan z jednoho okruhu, vice
okruhti nebo celé zkousky. Mohl byt aprobovan i pii neuspéchu v jednom z okruht; rozhodnuti bylo zcela
v pravomoci zkuSebni komise.

32 piedkladané dokumenty byly po vyfizeni Zadosti, tj. po zapsani kandidata profesury do katalogu zkusebni
komise, vraceny uchazeci.
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tydn pfedem). Pfipojeno bylo datum stanoveni otazek, jméno a podpis examinatora.
Poznamenejme, ze v nékterych osobnich slozkach se dochovaly kompletni klauzurni pra-
ce, které poskytuji informace o narocich na odbornou piipravu uchazece (zpracovani
i novych témat z oboru), o narocich na pedagogicko-didaktickou ptipravu (zptisob vykla-
du a prezentace latky), o narocich na zvladnuti vyucovaciho jazyka (znalost gramatiky,
schopnost formulovat myslenky pismem) a o narocich na estetickou uroven grafického
projevu.

Treti Casti protokolu byl list vztahujici se k Gstni zkousce. Obsahoval opét jméno
uchazece, aprobacni pfedmét a 0idaj, zda se jedna o hlavni nebo vedlejsi aprobaéni
predmét. Dale byly zapsany 2 az 3 otazky pro kazdy aprobaéni ptedmét a uvedeno spo-
le¢né hodnoceni, pokud uchaze¢ skladal stni zkousky ze vSech aprobac¢nich predméth
v jeden den, resp. zvlast, pokud skladal Gstni zkousky z jednotlivych pfedméti v riznych
dnech. Ptipojeny byly podpisy hlavnich examinatori a zavére¢né rozhodnuti zkuSebni
komise.

Evidencni listy jsou fazeny abecedné v jednom kartonu. Kazdému posluchaci byl
vénovan jeden list, ktery obsahoval jeho jméno a pfijmeni, katalogové ¢islo, termin kona-
ni klauzurni a ustni zkousky a stru¢nou informaci o pribéhu vsech ¢asti (odevzdani
a prijeti domaci prace a jméno oponenta, jméno hlavniho zkusebniho komisare pro klau-
zurni a ustni zkousku, jednoslovné hodnoceni — approbiert nebo repprobiert, resp. jen
A nebo R).

Poznamenejme, Zze osobni slozky uchazecli a eviden¢ni listy nejsou zachovany
zdaleka pro vSechny zkousky ucitelské zptisobilosti z matematiky v kombinaci s dal§im
predmétem. Osobni slozky jednotlivych uchazeci jsou nékdy neuplné (nékteré casti chy-
bé&ji nebo jsou velmi strucéné). Presto je mozno jejich studiem ziskat pomérné dobry
prehled o naro¢nosti a prubéhu odborné i pedagogicko-didaktické piipravy budoucich
sttedoskolskych uciteld a z toho 1 vyplyvajici respekt tehdejsi spolecnosti k naro¢nému
ucitelskému povolani.

3 Typicky piiklad

V roce 1920 absolvovala Hilda Falk (1897-1942), ceskoslovenska statni ptislusnice
némecké narodnosti a zidovského vyznani, zkousku ucitelské zptsobilosti pred
némeckou zkusSebni komisi v Praze. Na Prirodovédecké fakulté Némecké univerzity
v Praze studovala matematiku a fyziku pouze v zimnim semestru 1920/1921, ptedchozich
sedm semestrti byla posluchackou Filozofické fakulty Némecké univerzity v Praze.*® Po
absolutoriu zkousek ucitelské zplsobilosti pracovala jako stfedoSkolska profesorka
matematiky a fyziky na stfednich Skolach v Praze. Dne 3. srpna 1942 byla transportem
AAw jako ,,pouhé €. 277 deportovana do ghetta v Terezin¢€, dne 20. srpna 1942 byla pod
&. 977 poslana do ghetta v Rize, kde byla témé&F okamzité zavrazdéna. Zadna jeji odborna
matematicka prace neni dnes znama.

Dne 7. kvétna 1920 H. Falk podala zadost o pfipusténi ke zkousce ucitelské
zpusobilosti, pfipojila zivotopis a pozddala o stanoveni témat domacich praci. Dne
12. kvétna profesor Georg Alexander Pick stanovil téma domaci prace z matematiky
Aequiforme Infinitesimalgeometrie der Ebene a profesor Philipp Frank téma domaéci
prace z fyziky Der zweite Hauptsatz der Wirmelehre. Némecka zkusebni komise dne

3 Viz katalogy posluchagt Filozofické fakulty Némecké univerzity v Praze, resp. Piirodovédecké fakulty
Némecké univerzity v Praze, Archiv Univerzity Karlovy v Praze.
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16. kvétna informovala uchazecku o tématech a terminu na vypracovani domacich praci.
Dne 11. fijna Ph. Frank opravil fyzikalni praci a dne 28. fijna G. A. Pick opravil mate-
matickou praci; obé byly hodnoceny kladné a bylo doporuc¢eno pokracovat v zapocatém
~r 7 34

fizeni.

Dne 23. fijna G. A. Pick stanovil nasledujici otazky pro klauzurni zkousku z ma-
tematiky:

Integration der Differentialgleichung &x/dx* + dy/dx = cos x.
Die Diskriminante einer algebraischen Gleichung, bzw. Form.

Dne 2. listopadu se H. Falk podrobila klauzurni zkouSce z matematiky a vypracovala
pisemné odpovédi na obé€ otazky (4, resp. 3 strany velkého formatu), které nasledujici den
zhodnotil G. A. Pick.

Neni jasné, kdy Ph. Frank stanovil otazky pro klauzurni zkousku z fyziky, jejich
znéni se viak dochovalo:*

Theorie der schwingenden Saiten, insbesondere mit Anwendung der Fourierschen
Reihe.
Wie erkldrt man in der Mittelschule den zweiten Hauptsatz der Wiirmelehre?

Dne 3. listopadu se H. Falk podrobila klauzurni zkousce z fyziky a vypracovala pi-
semné odpovédi na ob¢ otazky (5, resp. 4 strany velkého formatu), které dne 5. listopadu
zhodnotil Ph. Frank.

Ob¢ klauzurni zkousky byly spravné, peclivé, vzorné a krasopisné vypracovany, ne-
obsahovaly ani chyby odborné ani chyby gramatické, a proto byly hodnoceny kladné¢.
Oba hlavni examinatofi doporucili, aby se uchazecka podrobila tstni zkouSce, ktera se
konala dne 5. listopadu. Z matematiky ji byly pfedlozeny tyto otazky:

Haupttreiber, Kriimmung und Torsion rdumlicher Kurven.
Frenel’sche Formeln.

Flichenkriimmung.

Scitze von Euler und Meusnier.

Zahlenreihen, unbedingte und bedingte Konvergenz.
Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Je ztejmé, Ze se vztahovaly k tématiim domaci i klauzurni prace, pokryvaly odbornou
matematiku (zejména diferencialni geometrie) i vyu¢ovani matematice.

Z fyziky ji byly ptredlozeny tyto otazky:

Prinzip der virtuellen Verschiebungen.
Gleichgewicht starrer Korper.
Rintzustrahler.
Energiequantenhypothese.

Luftballon und Flugzeug.

Spezifische Wurme fester Korper.
Elektromagnetische Induktion.

Vztahovaly se opét k tématiim domaéci i klauzurni prace.

** Ani jedna jeji doméci prace se v Archivu Univerzity Karlovy v Praze nedochovala.
35 Ph. Frank v protokolu neuvedl 74dné datum.
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H. Falk zodpovéd€la vSechny otazky spravné a dne 6. listopadu 1920 obdrzela oprav-
néni k vyuce matematiky a fyziky na stfednich Skolach s némeckym vyucovacim jazy-
kem, které bylo zapséano do ,,katalogu kandidati profesury*.*®

Poznamenejme na zavér, ze H. Falk se podrobila také doktorskému fizeni
z matematiky. V roce 1921 predlozila disertacni praci nazvanou Beitrdge zur dquiformen
Flichentheorie, kterou oponovali G. A. Pick a A. Prey. Je patrné, Ze jeji téma tzce sou-
viselo s tématem domaci prace z matematiky u zkousky ucitelské zptsobilosti. Dne
30. dubna se podrobila hlavni rigorézni zkousce z matematiky a teoretické fyziky (ko-
mise ve slozeni G. A. Pick, A. Prey, Ph. Frank) a dne 2. kvétna vykonala vedlejsi
rigor6zni zkousku z filozofie (komise ve sloZzeni Ch. Freiherr von Ehrenfels, O. Kraus).
Dne 6. kvétna 1921 byla na Prirodovédecké fakulté Némecké univerzity v Praze slav-
nostn& promovéna doktorkou pfirodnich véd.*’

4 Statistika zkouSek ucitelské zpiisobilosti

V nasledujicich odstavcich pfehledné shrneme vysledky, které byly ziskany studiem
katalogti, osobnich slozek a evidenénich listd jednotlivych uchaze¢t o zkousku uditelské
zpusobilosti, ktefi se k jejimu konani pfihlasili v letech 1920/1921 az 1938/1939.

Zkousky ucitelské zpusobilosti podle starého zakona

Skolni rok Pocet vSech Pocet zkousek Pocet neuspésnych
zkousek®® s matematikou®’ zkouSek
(s matematikou)40

1920/1921 69 18 2

1921/1922 52 7 1

% zakladni udaje o priibéhu zkousky byly zaznamenany v katalogu nazvaném Protokoll 1V der k. k. deutschen
Priif. Kommission fiir das Lehramt an Mittelschulen 1914/1915 — 1926/27 pod ¢islem 31-1919/1920. Viz téz
osobni slozka H. Falk 1920/1921, fond Némecka zkuSebni komise pro stfedni skoly, Archiv Univerzity Karlovy
v Praze.

37 Viz Protokoll iiber die Akte zur Erlangung der Doktorswiirde an der naturwissenschaftlichen Fakultit der
deutschen Universitdt zu Prag 1920/1921 — 1932/1933, str. 44, polozka 89, Archiv Univerzity Karlovy v Praze.
Viz téz Milena Vyborna (sestavila), Jan Havranek a Karel Kucera (uspotadali): Disertace prazské university 11
(1882—1945), edice Sbirka pramenut a pfirucek k d€jindm University Karlovy, svazek €. 3, Universita Karlova,
SPN, Praha, 1965, str. 140, polozka 89. Diserta¢ni prace H. Falk se nezachovala.

% Udaj o pottu zkousek ugitelské zptisobilosti zahrnuje viechny uchazede, ktefi se v daném $kolnim roce
piihlasili ke zkouskam uditelské zpusobilosti (fadnym, opravnym, rozsitujicim nebo dopliiujicim). Neni totozny
s poctem kandidath, kteti v daném Skolnim roce zkouSku absolvovali (existuji pfipady, kdy mezi terminem
piihlasky a terminem konani, resp. Gspé$nym vykonanim zkousky uplynulo nékolik let).

* Udaj o poctu zkousek ,,s matematikou® zahrnuje viechny uchaze&e, ktefi se v daném kolnim roce piihlasili ke
zkouSkam ucitelské zpusobilosti z matematiky v kombinaci s fyzikou, pfirodopisem, chemii, deskriptivni
geometrii, kreslenim, filozofii nebo télocvikem, z deskriptivni geometrie v kombinaci s kreslenim (resp. jen
doplitkova zkouska z geometrie) nebo z kresleni v kombinaci se zemépisem (resp. jen doplitkova zkouska
z kresleni). Divodem pro netradi¢ni zafazeni kombinaci s kreslenim (oznac¢ované jako Zeichnen, Geometrische
Zeichnen, Geometrie — Zeichnen) mezi matematické predméty byl fakt, Ze v ramci této specializace bylo nutno
studovat deskriptivni a projektivni geometrii, modelovani, tvorbu ornamentd apod.

0 Udaj o poctu netsp&inych zkousek zahrnuje viechny uchazede, ktefi nezvladli nékterou &ast zkousky ugitelské
zpusobilosti a byli ,,reprobovani na pul roku ¢i jeden rok, nebo nebyli ke zkousce viibec pfipusténi, a¢ si podali
fadnou ptihlasku (nedostate¢na délka univerzitni ptipravy, chybéjici kolokvidlni zkousky apod.), nebo se
ptihlasili ke slozeni zkousky, ale k jejimu absolvovani se viibec nedostavili, resp. se nedostavili k nékteré jeji
¢asti (obvykle klauzurni prace nebo zkouska z vyucovaciho jazyka).
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1922/1923 36 9 1
1923/1924 78 18 1
1924/1925 78 16 1
1925/1926 77 22 6
1926/1927 70 13 3
1927/1928 85 14 1
1928/1929 75 18 6
1929/1930 78 17 4
1930/1931 68 10 2
1931/1932 77 16 3
1932/1933 88 16 4
1933/1934 85 21 8
1934/1935 53 19 5
1935/1936 26 9 5
1936/1937 17 6 0
1937/1938 11 6 1
1938/1939 1 0
1939/1940 1 1 1
1940/1941 1 0 0

Aprobace ,,matematickych* predméta podle starého zikona

v letech 1920/1921 az 1932/1933

Kombinace Pocet
matematika a fyzika 65
chemie a matematika s fyzikou 57
pfirodopis a matematika s fyzikou 33
matematika a deskriptivni geometrie 22
matematika a t€lesna vychova 7
filozofie a matematika s fyzikou 2
matematika a chemie 1
deskriptivni geometrie (doplikové zkouska) 1
kresleni (doplikova zkouska) 1

Aprobace ,,matematickych“ pifedméti podle starého zakona

v letech 1933/1934 az 1940/1941

Kombinace Pocet
chemie a matematika s fyzikou 35
matematika a fyzika 16
matematika a deskriptivni geometrie 7
ptirodopis a matematika s fyzikou 2
matematika a télesna vychova 1
matematika (doplikova zkouska) 1
kresleni (doplikova zkouska) 1

107




I. statni zkouSka ucitelské zpiisobilosti podle nového zikona

Skolni rok Pocet vSech zkouSek Pocet zkousek Pocet netspésnych
s matematikou zkousek
(s matematikou)

1932/1933 96 9 1
1933/1934 76 16 4
1934/1935 156 30 11
1935/1936 163 22 4
1936/1937 138 19 10
1937/1938 103 17 9
1938/1939 256 36 9
1939/1940 50 0 0
1940/1941 1 0 0

Aprobace ,,matematickych piredmétii podle nového zakona
v letech 1932/1933 az 1940/1941 (1. statni zkouska)

Kombinace Podet
matematika a fyzika 57
zemepis a kresleni 31
deskriptivni geometrie a kresleni 20
matematika a deskriptivni geometrie 14
kresleni a zemépis 13
kresleni a deskriptivni geometrie 11
matematika a télesnd vychova 2

matematika a chemie

1

I1. statni zkouska ucitelské zpisobilosti podle nového zikona

Skolni rok Pocet vSech zkouSek Pocet zkousek Pocet netspésnych
s matematikou zkousek
(s matematikou)
1933/1934 20 3 0
1934/1935 44 6 0
1935/1936 53 7 0
1936/1937 65 20 1
1937/1938 100 21 1
1938/1939 104 23 1
1939/1940 147 31 8
1940/1941 46 9 1
1941/1942 19 0 0
1942/1943 8 0 0
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1943/1944 6

(w)
(e)

1944/1945 7 0 0

Aprobace ,,matematickych® predmétii podle nového zakona
v letech 1933/1934 az 1938/1939 (II. statni zkousSka)

Kombinace Pocet
matematika a fyzika 28
zemepis a kresleni 22
deskriptivni geometrie a kresleni 14
matematika a deskriptivni geometrie 8
kresleni a zemépis 2
deskriptivni geometrie a matematika 2
fyzika a matematika 2
matematika a t€lesna vychova 2

Aprobace ,,matematickych® predmétii podle valecnych piedpisi
v letech 1939/1940 az 1944/1945

Kombinace Pocet
matematika a fyzika 16
deskriptivni geometrie a kresleni 11

zemepis a kresleni

matematika a deskriptivni geometrie

kresleni a matematika

—|— W00

kresleni a zemépis

Z vyse uvedenych tabulek je patrné, jak se v pribéhu casu ménil pocet kombinaci,
jejich typ a zajem studentii o n&. Piipomefime, e od 80. let 19. stoleti az do roku 1920
mezi nejoblibenéjsi kombinace pattily tzv. klasické kombinace — matematika a fyzika
(153 posluchacil), matematika a deskriptivni geometrie (105 posluchacti), prirodopis pro
vys§i tfidy a matematika s fyzikou pro nizsi tfidy (91 posluchaci) a chemie pro vyssi

4l Matematika se od $kolniho roku 1882/1883 do 3kolniho roku 1919/1920 studovala na Filozofické fakults
Némecké univerzity v Praze, od $kolniho roku 1920/1921 na Ptirodovédecké fakulté Némecké univerzity
v Praze.

42V letech 1882 az 1920 se pied statni zkuSebni komisi pro zkousky ucitelské zpisobilosti fungujici pfi
Némecké univerzité v Praze uskutecnilo 435 zkousek ucitelské zpusobilosti ,,z matematiky*; kromé jiz vyse
uvedenych to byly nasledujici zkousky: deskriptivni geometrie (11 uchazect, doplitkovéa zkouska), matematika
(9 uchazect, doplikova zkouska), matematika a pfirodopis (6 uchazecli), matematika, deskriptivni geometrie
a fyzika (5 uchazect), filozofie, matematika a fyzika (4 uchazeci), matematika, pfirodopis a fyzika (1 uchazec),
matematika, fyzika a némecky jazyk (1 uchaze¢), chemie, matematika a fyzika (1 uchaze€). Kombinace
s matematikou byly vice méné pevné¢ dané a stabilni, drobné vyjimky byly povolovany na zaklad¢ zadosti
uchazefe (napf. matematika s filozofii ¢i matematika s némcinou). Viz Index 18821934, Archiv Univerzity
Karlovy v Praze, fond Némecka zkuSebni komise pro stfedni Skoly, karton ¢. 315. VySe uvedené udaje nemusi
byt zcela piesné, nebot’ index obsahuje drobné chyby (napft. chyb&jici jména kandidat s ptijmenim zacinajicim
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Od roku 1920 do roku 1933, tj. v obdobi platnosti ,,starého* zakona o jednostupnové
zkousce, probéhlo pired statni zkusSebni komisi pfi Némecké univerzité v Praze 931
zkousek ucitelské zpusobilosti, z nichz 194 bylo ,,z matematiky®. V té dobé¢ se zvysil za-
jem o aprobace kombinujici matematiku a pfirodni védy (matematika a fyzika — 65 ucha-
zeCl; chemie, matematika a fyzika — 57 uchazeci; ptirodopis, matematika a fyzika — 33
uchazect), coz bezesporu souviselo s prudkym rozvojem chemie a biologie, narGistem
jejich aplikaci apod. Poznamenejme, ze tyto kombinace patfily k nejobtiZznéjsim, nebot’
propojovaly az tfi plnohodnotné predméty. Ackoli uchazec ziskaval osvédceni pro vyuku
chemie, resp. prirodopisu na obou stupnich stfednich kol a pro vyuku matematiky a fy-
ziky jen na niz§im stupni, zkuSebni komise pii zkouSkach tento fakt téméf nezo-
hledinovala, tj. kladla obdobné naro¢né otazky jako pii zkousce z matematiky a fyziky pro
vys$i stupen stfedni Skoly. Vys$Si naroc¢nost téchto kombinaci ukazuje 1 vétsi pocet
,reprobovanych® kandidati profesury.* Soucasn& poklesl zajem o studium deskriptivni
geometrie, zvysil se zajem o kresleni a nové se objevila kombinace matematika a télesna
vychova.** Zmifime jesté jednu zajimavost — kombinace chemie a matematika s fyzikou
byla oblibenou aprobaci u absolventii chemie na Némecké technice v Praze, ktefi si
doplnili filozofické a pedagogicko-psychologické predméty, absolvovali matematické
seminare a fyzikalni laboratorni cviceni, a pak se fadné€ podrobili v§em castem zkousky
uditelské zptisobilosti.

Od skolniho roku 1932/1933 se systém zkousek ucitelské zpisobilosti stal na kratky
Cas dvojkolejnym. Studenti, kteti zahajili studium do $kolniho roku 1930/1931, mohli
skladat zkousku ucitelské zptsobilosti podle starého zakona a ziskat rovnocennou apro-
baci, ale ve staré struktufe kombinaci. Volba byla na kandidatovi, nebot’ statni zkuSebni
komise zastavala nazor, Ze zavedenim nového zakona nesmi byt zadny ze studentl
poskozen ve svych pravech. Této moznosti vyuzilo v letech 1933/1934 az 1940/1941
celkem 197 studentl, z nichZ si 63 vybralo kombinaci s matematikou (chemie a matema-
tika s fyzikou (35), matematika a fyzika (16), matematika a deskriptivni geometrie (7),
pfirodopis a matematika s fyzikou (2), matematika a télesna vychova (1), doplikova
zkouska z matematiky (1) a dopliikova zkouska z kresleni (1)).

Od skolniho roku 1932/1933 zacali prvni studenti skladat 1. ¢ast ,,dvoustupnové®
zkousky ucitelské zptsobilosti, tj. 1. statni zkousku. Od nasledujiciho $kolniho roku za-
cali skladat také 2. ¢ast, tj. II. statni zkousku. V letech 1933/1934 az 1938/1939 se k ni
prihlasilo 386 kandidatd uditelstvi, z toho 80 v kombinaci s matematikou (matematika
a fyzika (28), zemepis a kresleni (22), deskriptivni geometrie a kresleni (14), matematika
a deskriptivni geometrie (8), kresleni a zemépis (2), deskriptivni geometrie a matematika

pismeny F, R a S), chybné kombinace (napt. u O. Vargy byla jako kombinace uvedena matematika a télesna
vychova, a¢ skladal zkousky z matematiky a deskriptivni geometrie, u G. Warty byl jako kombinace uveden
piirodopis a matematika s fyzikou, a¢ skladal zkousku z pfirodopisu, fyziky a zemépisu), chyby ve skolnich
rocich (napf. u P. Kuhna byl uveden rok 1935, a¢ zkousku skladal v roce 1925), nékdy byla uvadéna jen neuplna
kfestni jména (napf. Fred misto Alfred, Fritz misto Friedrich apod.), jak se ukéazalo pfi srovnani indexu
s katalogy z let 1920/1921 az 1944/1945. Pfipomenime, ze index byl pofizen na pocatku 30. let 20. stoleti jako
pomtucka pro rychlejsi orientaci tfedniki; vznikl vypisem z pivodnich katalogl a osobnich slozek.

* Viz katalogy uchaze&i, fond Némecka zkugebni komise pro stiedni koly, kartény & 311 a 312, Archiv
Univerzity Karlovy v Praze.

* Tento trend pravdépodobné souvisel s poklesem poétu povinnych hodin deskriptivni geometrie na stfednich
$kolach v Ceskoslovensku a nariistem obliby tzv. realnych reformnich gymnézii, kde nebyl velky prostor pro
vyuku deskriptivni geometrie. Proto poklesla ,,spoleCenska“ poptavka po uditelich deskriptivni geometrie.
Nezanedbatelnym faktorem bylo i to, ze klasicka deskriptivni geometrie byla jiz vtomto Case vice méné
uzavienou (mrtvou) disciplinou, v niz uz nebylo mnoho prostoru pro dalsi rozvoj, a proto nelékala tolik zajemcu.
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(2), fyzika a matematika (2) a matematika a t&lesna vychova (2)).* Je zajimavé, Ze opét
doslo ke zméné zajmu o kombinace aprobacnich predmétd. Vymizel zajem o spojeni
matematiky s pfirodopisem, resp. chemii, nepatrné vzrostl zajem o deskriptivni geometrii
a kresleni.*®

Pripomenme jesté jednu zajimavou skuteénost, kterd se promitla do celkové analyzy
zkousek ucitelské zpisobilosti, a to vyrazny nartst poctu uchazect v letech 1937/1938 az
1938/1939. V predvecer valeénych udalosti se mnoho mladych lidi rozhodlo uspiSit
studium a v co nejkrat§im zakonném Case ziskat opravnéni k vyuce na stfedni $kole.
V roce 1937/1938 se o prvni statni zkousku pokusilo 103 studentd (17 v kombinaci s ma-
tematikou), v roce 1938/1939 dokonce 256 studenti (36 v kombinaci s matematikou).
Vroce 1936/1937 o druhou statni zkousku usilovalo 65 posluchac¢i (20 v kombinaci
s matematikou), vroce 1937/1938 jiz 100 studentti (21 v kombinaci s matematikou),
vroce 1938/1939 celkem 104 studentd (23 v kombinaci s matematikou) a Vv roce
1939/1940 dohromady 147 studentti (31 v kombinaci s matematikou), coz byl dozvuk
predvale¢ného vzepéti.

5 Zavérecné poznamky

Vyse popsané archivni materidly dokumentuji prabeh zkousek ucitelské zptisobi-
losti aprobaci v kombinaci s matematikou. Ukazuji jejich strukturu, odbornou naro¢nost
a pozadavky na pedagogicko-psychologickou prupravu budoucich uciteld stejné jako
miru neuspésnosti. Soucasné umoziuji popsat a pochopit proménu aprobacnich kombi-
naci a dat ji do pfimé souvislosti s v§eobecnymi zménami v na§em vzdélavacim systému,
a také do souvislosti srozvojem véd. Osobni slozky a evidencni listy jednotlivych
kandidatt a vSeobecné podaci protokoly ukazuji nelehkou praci zkuSebni komise, nebot’
dovoluji rekonstruovat zplsob zadavani témat, vlastni organizaci zkousek a posuzovani
domacich i klauzurnich praci. Z osobnich slozek je téz zfejmé, ze se zkusebni komisafi
snazili neopakovat zkuSebni otazky, coz pfi neexistenci ,,standardnich souborti vzorovych
otazek™ nebyla vlibec jednoducha prace. Z jednotlivych slozek soucasné vyplyva, ze se
komisafi snazili bezprostiedné reagovat na rozvoj svych oborti a zadavat otazky, které se
dotykaly inejnovéjsich objevil a vysledku, tj. zkuSebni okruhy vice méné pravidelné
upravovali a dopliiovali, resp. rozsifovali nebo zuzovali. Ze vSech dochovanych doku-
mentl je tedy patrné, ze zkousky ucitelské zpisobilosti byly odborné, casoveé i admi-
nistrativné narocné, ale v obdobi prvni ¢eskoslovenské republiky precizné organizované
a vladnuté.

* Poznamenejme, Ze prvni statni zkouska byla jakymsi ,reguldtorem* po&tu kandidath uditelstvi. Nektefi
neuspéli pii prvni zkousce (zhruba 12 procent) a ke druhé se nemohli piihlasit, jini sice slozili prvni statni
zkousku, ale ke druhé se jiz z neznamych divodi neptihlasili (v letech 1932/1933 az 1938/1939 se 24 studentil
ze 149, ktefi uspéli pfi prvni zkouSce (matematika v kombinaci s jinym piedmétem), nepfihlasilo ke druhé statni
zkousce, a tudiz neziskalo opravnéni k vyuce na stiednich Skolach).

% Neni viak ziejmé, pro¢ tato proména nastala a co ji zptisobilo. Dopliime pro zajimavost, Ze v letech 1939/1940
az 1944/1945 se konalo 233 zkousek ucitelské zpusobilosti, ztoho 40 bylo ,,s matematikou™ (matematika
a fyzika — 16 uchazeci, deskriptivni geometrie a kresleni — 11 uchazeci, zemépis a kresleni — 8 uchazecu,
matematika a deskriptivni geometrie — 3 uchaze¢i, kresleni a matematika — 1 uchaze¢, kresleni a zemépis —
1 uchaze€). V letech 1941/1942 az 1944/1945 se nikdo nové nepokusil ziskat aprobaci ,,s matematikou‘
(probihaly pouze doplijici, rozsifujici a opravné zkousky). Poslednim uspéSnym uchaze¢em byl Viktor Alexy
(nar. 9. 7. 1919), ktery se ve $kolnim roce 1940/1941 pfiihlasil ke zkousce ucitelské zpisobilosti a v roce 1942
ziskal opravnéni k vyuce matematiky a fyziky. Viz Katalog II iiber die II. Staatspriifung, 9-1939/1940 azZ 7-
1944/1945, cislo 33-1940/1941, karton ¢. 314, fond Némeckd zkuSebni komise pro stfedni $koly, Archiv
Univerzity Karlovy v Praze.
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Studium dochovanych materiald miize byt ptinosné pro pedagogy pfipravujici bu-
douci ucitele matematiky, pro matematiky, obecné pedagogy, psychology a oborové
didaktiky, nebot’ miize poskytnout naméty pro vylepSeni odborné pripravy ucitelt, pro
vybudovani kariérniho fadu uditeli, pro vytvoreni ucinnych metod dal§iho vzdélavani
uciteltl apod. Mize vsak byt inspirativni i pro historiky, demografy a sociology, nebot’
materialy ukryvaji dostatek informaci o vyvoji vzdélavaciho systému, o proméné apro-
bacnich kombinaci, o socidlnim zdzemi a ptivodu studentt atd.
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OLOMOUCKY KONKURZ

MARTINA BECVAROVA, LUBOS MORAVEC, JAN SKODA

Abstract: Just 200 years ago there was a competition at Lyceum in Olomouc which was
the first step in Jakub Filip Kulik’s (1793—1863) academic career. The aim of the article
is to show preserved documentation, participants and run of such competition in that
time.

1 Univerzita v Olomouci

1.1 Historie Skoly

D¢jiny univerzity v Olomouci sahaji do 16. stoleti, kdy zde byla zalozena jezuitska
Skola. Po roce 1573 se stala plnohodnotnou univerzitou s filosofickou, teologickou,
pozdéji i pravnickou fakultou a lékafsko-chirurgickym tustavem. Roku 1773 byla Jezui-
tim v souvislosti s ruSenim jejich fadu odnata sprava univerzity. Zmatek, ktery na Skole
zavladl, vyustil v pfesun Skoly do Brna roku 1778.

O ctyfi roky pozdé¢ji byla Skola navracena do Olomouce, ovSem modifikovana na
pouhé tiileté lyceum,' které nemélo pravo ud&lovat titul magistra, mélo sniZeny pocet
vyucujicich a nabizelo pouze menS$i rozsah vyuky. Stilo tak na rozhrani mezi stfedni
a vysokou Skolou. Roku 1827 ji byl opét navracen status plnohodnotné univerzity. Jeji
zapojeni do revolu¢niho hnuti v letech 1848 az 1849 vsak nakonec zapficinilo jeji uza-
vieni roku 1860. K obnoveni doslo az v roce 1946, kdy vznikla Univerzita Palackého.”

1.2 Vyuka matematiky v dobé lycea

Na konci 18. a na pocatku 19. stoleti se na zaklad¢ ptani cisafského dvora omezovaly
teoretické vyklady, diraz byl kladen pfedev§im na znalosti a dovednosti pouzitelné v pra-
xi. Vyucujici se nesmeli odchylovat od ucebnic oficialné schvalenych ve Vidni. K dok-
toratu z filozofie byli predpsany tfi zkousky — z filozofie, z matematiky a fyziky a ze
vSeobecnych dé&jin.

Profesorem matematiky po navraceni $koly do Olomouce byl Franz Conrad Bartl.?
V prvnim roéniku piednasel podle Wolffovy ucebnice® elementarni matematiku v roz-
sahu 9 hodin tydné. Ve druhém roéniku na ni navazoval kurz aplikované matematiky
v rozsahu 2 az 4 hodin tydn& vyudovany podle Kirstnerovy uéebnice.” U&ivo pokryvalo

! Univerzity na zaklad& cisafského rozhodnuti zistaly pouze v Praze, Vidni a Lvovs.

% O historii univerzity v Olomouci viz Navratil J. (ed.): Kapitoly z déjin Olomoucké univerzity 1573-1973, Profil,
Olomouc, 1973.

® Franz Conrad Bartl (1750-1813) vystudoval filozofii v Praze, roku 1779 jmenovan mimofadnym profesorem
elementarni matematiky na prazské univerzité. Od roku 1782 byl fadnym profesorem matematiky na lyceu
v Olomouci, kde setrval az do smrti. Sepsal n€kolik ucebnic matematiky a zkonstruoval vylepSenou variantu
sklenéné harmoniky.

* Wolff Ch.: Anfangs-Griinde aller Mathematischen Wissenschaften. Halle und Magdeburg, 1775.

Christian Wolff (1679-1754) byl vyznamnym némeckym filozofem, pusobil na univerzitich v Halle a v Mar-
burgu.

S Kistner A. G.: Anfangsgriinde der Mathematik. Gottingen, 1780. Abraham Gotthelf Késtner (1719-1800) byl
némecky matematik a epigramatik. Plsobil na univerzitach v Lipsku a Gottingen. Sepsal fadu matematickych
pojednani a ucebnic.

113



zaklady aritmetiky a algebry, vrcholem poznatk® pak bylo feSeni kvadratickych rovnic
a pouziti logaritmi.®

Po Bartlové smrti vyuku matematiky suploval Joseph Ildephonsus Steinheibl
(nar. 1785), profesor fyziky, a Franz Bartl, syn zemfelého pfednasejiciho. Na uvolnéné
misto profesora elementarni matematiky byl vypsan konkurz.” Jeho priibéh s vyuzitim
dochovanych archivnich materiala® popiseme v nasledujicich odstavcich.

Obrazek 1: Olomouc kolem roku 1843 (Anton Ziegler).

2 Konkurzy v 19. stoleti

V prvni polovin€ 19. stoleti byla profesorska mista na univerzitach, polytechnikach
a ,,vysSich lyceich obsazovana na zaklad¢ vetejného konkurzu, ktery vypisovala studijni
komise ptislusné Skoly pod dohledem Vidné. Zajemci o tato mista zasilali své materialy
konkurzni komisi. Ta po prostudovani predlozenych dokumentti vybrala nejlepsi trojici
(tzv. terno), jindy kandidaty podrobila pfisné nékolikahodinové pisemné a nasledné ustni
zkousce. Vysledny navrh spolu s konkurznimi materialy vSech uchazecti odeslala na
ministerstvo do Vidné, které vybralo jednoho kandidata a doporucilo cisafi jeho jmeno-
vani. Nové jmenovany profesor slozil pfisahu vérnosti panovnikovi, zemi a Skole. Pfi
konkurzu méli ptednost absolventi rakouskych univerzit a polytechnik, zahrani¢ni diplo-
my nebyly az na vyjimky uznavany. Novi profesofi byli nejcastéji vybirani z fad starSich
a zkuSenych gymnazialnich profesort. Pfi vybéru se vice hled€lo na loajalnost k rakouské
fisi, perfektni znalost némciny a délku pedagogické praxe nez na vlastni védeckou praci.
Profesofi méli byt predevsim dobrymi a spolehlivymi ufedniky a vychovateli mladeze.
Misto vysokoskolského profesora ptinaselo v 19. stoleti spolecenskou prestiz, posky-
tovalo slusny a pravidelny plat, ktery se zvySoval kazdych pét let, penzi a zaopatieni pro
vdovy a sirotky.

Radni profesofi, pokud se hrub& neprovinili proti zdkoniim své zemé, resp. proti
moralce, méli celozivotni jistotu mista. Vyucovat mohli az do sedmdesati let, pak byli

® 0 vyuce matematiky na univerzité v Olomouci viz Bedvafova M.: Ceskd matematickd komunita v letech 1848
azZ 1918, edice D&jiny matematiky, sv. ¢. 34, Matfyzpress, Praha, 2008, Navaiikova L.: Historie matematiky na
olomoucké univerzité (dostupné na http://navarikp.sweb.cz).

7V konkurznim materidlu se objevuji rtiznd oznaleni uprazdnéné stolice — stolice elementdrni matematiky,

stolice cCisté matematiky, stolice vy$Si méricské a pocetni védy, stolice matematiky.
8 Viz [1] az [6].
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penzionovani. Se svolenim panovnika mohli jeden nebo vyjimecné dva roky preslu-
hovat.’

3 Konkurz na misto profesora matematiky v Olomouci

Konkurz byl kondn dne 3. biezna 1814 na tfech mistech soucasné — v Olomouci, ve
Vidni a ve Lvové, coz vzhledem k velikosti rakouské fiSe nebylo neobvyklé. Jeho prib¢h
byl patrné vSude totozny — byly pfineseny zapeceténé obalky s otazkami, po kontrole
neporuseni peceti a otevieni bylo uchazec¢tim ptredlozeno né€kolik ukoll k pisemnému vy-
pracovani. Clenové konkurzni komise'® si rozdélili sluzby pii dozoru a sepsali otazky pro
Gstni zkousku, které uloZili do nové obalky a tu opét zapeetili.'' Nasledujici den se ko-
mise sela k Gstni zkousce, tj. k pfedvedeni piednasky na zkousku.'? O pribéhu Fizeni

byla sepséna ,,dobrozdani, ktera se sesla v Olomouci."* Teprve po obdrzeni viech zprav
byl konkurz vyhodnocen a stanoveno tzv. terno, tj. trojice nejlepsich kandidatu.

V Olomouci se konkurzu tGcastnila trojice kandidatti — profesor ,,inzenyrskych véd* na
olomoucké stavovské akademii a suplent uprazdnéné stolice matematiky Franz Bartl,
profesor matematiky na gymnaziu v Olomouci a profesor feétiny na filozofické fakulté
v Olomouci Johann Budin a student druhého roéniku prav Jan Novotny."*

Ve Lvové mél konkurz patrné€ jediného ucastnika — Jakuba Filipa Kulika (1793 az
1863), tehdy také studenta pravnické fakulty.'®

Ve Vidni byla trojice zajemct. Prvnim byl Andreas von Baumgartner (1793—1865),
ktery se roku 1817 stal profesorem fyziky na olomouckém lyceu,'® Simon Peter Schwalt

®0 konkurzech viz Be&vatovd M.: Ceskd matematickd komunita v letech 1848 az 1918, edice D&iny
matematiky, sv. ¢. 34, Matfyzpress, Praha, 2008.

' Cleny konkurzni komise byli Michael Wenzl Voigt (1765—1820), feditel filosofickych studii v Olomouci,
Joseph Leonard Knoll (1775—1841), profesor d¢jin, Victor Locher, profesor nabozenstvi, Joseph Wittengs
(1784—1846), profesor filozofie, Joseph Wobraska (1778—1820), profesor narodohospodafstvi (resp. zemedél-
stvi), Joseph Ildephonsus Steinheibl, profesor fyziky.

"'V pritbéhu pisemné Casti konkurzniho Fizeni byl v uéebn& nepfetrzité pfitomen jeden &len konkurzni komise,
ktery zapisoval vse, co se béhem jeho sluzby stalo.

"2 Doslovné zadani zname pouze u jediné ustni otazky, totiz (latinsky): Fractionum decimalium calculum
exponere et demonstrare (v ¢eském prekladu vyklad a demonstrace desetinnych zlomku). Ostatni témata Ustni
zkouSky muzeme Caste¢né rekonstruovat z dochovaného dokumentu — kotfeny algebraickych rovnic, racionalni
a iracionalni Cisla, diikaz iracionality V3, ryze imaginarni &isla a komplexni &isla a jejich znazornéni, konstrukce
a vlastnosti dvanactithelniku (desetiuhelniku), trigonometrické funkce. Poznamenejme, ze doba na vypracovani
pisemnych odpovédi byla stanovena na jeden den, uchaze¢ nemél k dispozici zadnou literaturu ani pomucky.
Doba piipravy na tstni zkousku byla stanovena na 30 minut, vlastni délka zkousky nebyla nijak omezena.

" Kazdy &len komise vypracoval samostatné vlastni hodnoceni, na jejichz zékladé byla sepsana zévérecna
zprava, stanoveno potadi uchazeci a proveden definitivni vybér navrhovaného terna.

' Jan Novotny nechal do svych materialii vyslovné zaznamenat, Ze konkurz cini s imyslem, aby na ného byl
v budoucnu pii uvolnéni profesury matematiky cinén milostivy zietel, proce se zbyvajicim dvéma kandiddtiim
JjakoZto profesorum nechce stavét do cesty. Je pravdépodobné, ze si byl védom svych nedostateénych
matematickych znalosti.

'3 J. F. Kulik byl profesorem matematiky na olomouckém lyceu, od r. 1816 piisobil na lyceu a polytechnice ve
Styrském Hradci a o 10 let pozdé&ji se stal profesorem vy3$i matematiky na prazské univerzité, kde setrval az do
své smrti. Sepsal nékolik ucebnic a ve své odborné praci se vénoval predevsim teorii ¢isel. O Kulikové zivoté
a dile viz Moravec L.: Jakub Filip Kulik and his tables. In Binder Ch. (ed.): XI. Osterreichisches Symposion zur
Geschichte der Mathematik, TU Wien, Wien, 2012, 110-116, popt. Moravec L.: Jakub Filip Kulik v Olomouci,
Styrském Hradci a Praze. In J. Be&vai, M. Be¢véafova (ed.): 31. mezinarodni konference Historie matematiky,
Praha, 2010, 156-163.

'® A. von Baumgartner vyucoval v Olomouci do roku 1823, kdy byl jmenovan profesorem fyziky a aplikované
matematiky na univerzité ve Vidni. Roku 1833 se musel kviili onemocnéni krku vzdat pedagogického piisobeni
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(1782—1838), 1ékar, filozof, pozdéji rektor univerzity v Innsbrucku, dékan filozofické
fakulty, univerzitni profesor elementarni matematiky a feditel nemocnice v Innsbrucku,
a Joseph Kirchberger, o némz se bohuzel v dostupnych archivnich pramenech nepodatilo
nalézt Zadné podrobnosti.

Z hodnotiteld vSak mél matematické vzdélani pouze J. 1. Steinheibl, jeho odborné
fundovany protokol do hloubky postihuje i exaktni stranku kandidatskych odpovédi.
Ostatnim ¢lenim komise, jejichz obory byla filosofie, nabozenstvi, historie ¢i narodo-
hospodafstvi, nezbylo nez zlstat u pouhého hodnoceni vngjsich projevi.

Jednoznacnym vitézem se stal F. Bartl, ktery vSechny ¢leny komise nadchl svymi
znalostmi i schopnosti bez pfipravy spravné, vystizné, srozumitelné a uspofddané pied-
naset na zadané téma. V dochovaném konkurznim protokolu se objevilo:'’

Jeho zodpovézent tif otdzek je vyCerpdvajict, ucené a prokazuje dokonaly prehled této
védy. Pri ozndmeni druhé otdzky sice skrz prehlédnuti namisto véty o dvandctitihelniku
zdménou pouZil vétu o desetitihelniku, ¢imZ si vSak tlohu jen ztiZil, v jejim FeSeni vSak
rozvinul dokonalé vzdeldni. Podepsany drZel pri prdci tohoto uchazece nekolik hodin
dohled a mél tudiz prileZitost pozorovat, s jakou primosti a znalosti predmétu pise Bartl
sva reSeni. Tuto znalost veédy prokdzal pri ustni zkouSce. S rezignaci na jakoukoliv
pripravu zasedl ihned za katedru a prednesl vyklad s jasnosti, zietelnosti a bez nejmensi
zdvady k v§eobecné spokojenosti pritomnych porotcui. Jeho hlas je zvucny, latinu md plné
v moci a jeho telesné drZeni pri predndsce nevykazuje Zddny kaz. (J. L. Knoll)

... pan FrantiSek Bartl odevzdal vypracovani tplné, bezchybné a vycerpdvajict
a ackoliv 2. otdzku z pouhého nedorozument spletl, tak dosahl jesté vétsi cti u zbyvajicich
teZkych uloh, které rddné vyresil. Pan FrantiSek Bartl se viibec prokdzal, jak ve svém
pisemném vypracovani, tak i ve své prijemné, zretelné a souvislé predndsce, jako muZ
hlubokého usudku, vysokého vzdelani matematickych znalosti, a kdyZ se vezme v uvahu
jeho solidni, bezithonny charakter bez ohledu na zdsluhy jeho osobni a jeho otce, tak se
musi v kaZdém priteli literdrniho talentu ihned vznitit touha snaZit se tohoto muZe
doporucit na jeho misto. Podepsany si ¢ini prijemnou a svédomitou povinnost pro jeho
nejprednéjsi viastnosti navrhnout jej na prvni nejcestnéjsi misto. (J. Wobraska)

. usedl pan profesor Bartl bez pripravy za katedru a systematicky, ditkladné, jasné
a srozumitelné zietelnym hlasem rozebral podstatu desetinnych zlomkii, jejich vznik,
pocetni zdkony pro vSechny aritmetické funkce a uZitek, které tyto zlomky v poctech
poskytuji. (J. 1. Steinheibl)

Kdy? provisorni profesor FrantiSek Bartl vyslechl otdzku urcenou pro dstni
predndsSku, usedl bez viastniho zastoupeni rovnou za katedru. Jeho predndSka pusobila
takto: muzné vystupovdni, piisobivost reci, zietelnost a precisnost rozvijeni ustredniho
bodu otdzky, porddek, souvislost a dikladnost ve vedeni ditkazu. ... Provisorni profesor
FrantiSek Bartl prvni a treti otdzku spravné vysvetlil, zobrazil a plné dokdzal, a jenom
v horlivosti se mohlo stdt, Ze v oznaceni druhé otdzky namisto reSeni problému dva-

vy

ndctitihelniku resil problém desetitihelniku, kteryZto je v testu teZsi. (J. Wittgens)

azacal pracovat na vedoucich postech v né€kolika primyslovych podnicich. Roku 1848 odstartoval jeho
politickou kariéru, nebot’ byl jmenovan ministrem hornictvi a vetejnych praci. Slavnou se stala jeho ucebnice
Die Naturlehre nach ihrem gegenwdrtigen Zustande, mit Riicksicht auf mathematische Begriindung (Wien,
1824). Vice viz http://de.wikipedia.org/wiki/Andreas von Baumgartner.

17 P¥i prekladu pasazi z dochovaného némecky psaného protokolu byl zachovén piivabny kvétnaty styl dobového
vyjadfovani.
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Pan Frantisek Bartl prednesl uloZenou iilohu z katedry okamZite bez predchoziho casu
na rozmyslenou, takZe krom toho, Ze skrz své dikladné znalosti oboru i schopnosti
ostatnim zretelné a srozumitelné predal své znalosti, se skrz tplnost a dikladnou
zbehlost, se kterymi svoji dobrou predndSku zacal i skoncil, ukdzal plné schopnym tuto
katedru, kterou jiZ po jisty c¢as suploval, moci prevzit jako rddny profesor. (V. Locher)

Druhé misto i pfes své mladi a chybé&jici zkuSenosti s vyukou matematiky obsadil
J. F. Kulik, ktery komisi zaujal svymi rozsahlymi znalostmi matematiky. V konkurznim
protokolu bylo napsano:

... jeho odpovédi jsou rovnezZ témer vycerpdvajict a prokazuji, s jakou Zeleznou pili se
tento vyucil veédeé vysokého méricstvi a poctarstvi. (J. L. Knoll)

Kandiddt konkursu ve Lvove pan Jakub Filip Kulik plne vypracoval sviij elabordt
s uplnosti, presnosti a matematickym rddem, Ze nelze chtit vice. Jeho naprosto zdarild
prdce v nem prozrazuje muze, ktery s vynikajicim talentem a nevinavnou pili sam dosdhl
vyspelého védeni na poli matematiky a jehoZ pevnd pamét mu vse prectené zarucuje jako
vilastnictvi. Jeho duch vytdhl bohatou stravu z prekypujici zasobdrny otce Euklida a uka-
zuje se v plné vedecké sile. (J. 1. Steinheibl)

Jeho vypracovani prozrazuje velkou sectélost, obsdhlou znalost véci a viibec nese
pecet’ vyrazného talentovaného ucence. ... Podepsany si klade za zvldStni povinnost,
ackoliv nemd tu Cest jej osobné poznat, tohoto ctenému veditelstvi doporuciti s prdanim,
aby jej vysokocténd dvorska studijni komise drZela ve zvldstni patrnosti, aby jeho védec-
ky talent, obzvldsté v abstraktnich predmétech nejvyssiho druhu, byl podporovdin a po-
vzbuzovdn. (J. Wobraska)

Treti misto obsadil A. von Baumgartner, ktery se dopustil drobnych chyb a jeho odpo-
védi obsahovaly malé nedostatky. V protokolu byl jeho vykon hodnocen takto:

... pan Andreas Baumgartner prokdzal zde zvldste, pres néjaké slabiny, Ze otdzkdm
sprdvné porozumél a rovnéZ sprdavné zpracoval, cimZ si vyslouZil zvldstni pozornost,
nebot jen mdlo individui se jako studijnimu oboru vénuje tak abstraktnim predmétim,
Jjako je matematika. (J. Wobraska)

Kandidat konkursu Andreas Baumgartner stanovil na zacdtku FeSeni prvni otdzky
nesprdavny pojem raciondlnich a iraciondlnich velikosti a zda se, Ze tento pojem zaménil
s pojmem sudych a lichych cisel. Jeho priklady podané k objasnéni predklddaného vy-
sveétleni tedy nemaji Zddny iicel, takZe spravny a skutecny rozdil, jak mu konkursni otdzka
predkladd, pochopil zcela Spatné, zatimco napr. cisla 6 a 12 naprosto poklddd za
raciondlni ¢isla a 2 a 3 za iraciondlni, k cemuZ [: pravdépodobné z ukvapenosti ;] udava
prvai kvotu = 6, ale prece 6 je obsaZeno v 12 pouze dvakrdt, nikoli Sestkrdt. Pak prece
nechdvd plné udat pomeér 3:2, toti vyrazem 3/2 nebo 1,5. Kdy? pan Baumgartner
nakonec rekl: ,,timto reSenim je mezi iraciondlnimi 3 a \3 kvota presné dana*“, tak myslel
Ze neni ddna nebot ostatné nejednou byvd konsekventni nesprdvnymi pojmy. Pojem
korenovych velikosti, které pan elaborant v pravidlech vypoctii nutné predesild, je asi
prilis omezeny; presto dava z ného vyplyvajici sprdavné, jen misty ponékud nezretelné
vyjadrené zdkony, svédectvi o zbehlém a rozumném ndhledu do funkce manipulace tohoto
vypoctu. Ditkazy pro jednotlivé zdkony jsou provedeny v obecné rovine. — KdyZ pan
elaborant zodpovézeni prvni otdzky zakoncil slovy: k radikaliim také sméruji imagindrni
veliciny, jejich? koreny jsou zcela nemoziné. Jak véri podepsany, toto nelze brdt v tom
smyslu, Ze takové velikosti podléhaji tymZ pocetnim zdkonum jako korenové veliciny
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podle pravého pojmu, nebot v tomto smyslu by byl tidaj nesprdvny. Druhou konkursni
otdzku pan Baumgartner zcela vyresil. 'V zdaveru tohoto veseni pripojil pozndmku (nota
bene), kde rika: ,,zZe plocha dodekagonu byla stanovena, kdyz? se circumference (obvod)
s perpendiculem (olovnict, svislici) a cocky ke strané vedené zndsobi* mélo u toho byt:
a dvema vydeli. V Fesenti tietiho problému pan Baumgartner nicemu nerozumél a osvedcil
sviyj usudek v poméru trigonometrickych linii. (J. 1. Steinheibl)

Dvorské studijni komisi ve Vidni bylo doporuceno, aby drzela Kulikovo a Baum-
gartnerovo jméno v patrnosti pro jejich vyjimecny talent a znalosti a brala pfi obsazovani
dalsich uvolnénych mist zietel na jejich zdjem o pedagogickou drahu.

S vysledky zbyvajicich kandidati jiz hodnotitelé spokojeni nebyli.'® J. Budin a J. No-
votny z konkurzu odstoupili jiz v priab&hu pisemné ¢asti.

I ptes Bartlovo jednoznacéné vitézstvi v konkurzu se dne 14. listopadu 1814 J. F. Kulik
stal profesorem elementarni matematiky na lyceu v Olomouci. Divody tohoto rozhodnuti
se nepodatilo dohledat.

4 Piepis protokolu z konkurzu

V archivu olomoucké univerzity (viz [5]) se dochoval devitistrankovy protokol, ktery
podrobné zachycuje jednotlivé etapy konkurzu probihajiciho v Olomouci, Vidni a Lvoveé
na jafe roku 1814. Byl sepsan némecky (s ojedinélymi citaty v latin€) jednotlivymi ¢leny
konkurzni komise. Dokument doklada délku konkurzniho Fizeni,*® jeho odbornou narog-
nost a komplexnost.”'

Protokol je psan némeckou novogotickou kurzivou (tzv. kurentem), slova latinska,
popft. s latinskym zakladem jsou vypisovana pismem humanistickym. Texty byly napsany
vlastni rukou jednotlivych ¢lent komise, lisi se tudiz co do upravy i Citelnosti (nejka-
ligrafictéjsi rukopis nalezi opét J. I. Steinheiblovi, veelku jsou vSak i ostatni celkem dobie
¢itelné). Ovéfeni bylo provedeno pouze podpisy, zadné peceti nebo razitka pouzity
nebyly. Po jazykové strance se jedna o béznou ufedni (a v ptipadé J. I. Steinheibla i od-
bornou matematickou) némcinu, pficemz u nékterych ¢lent komise (zejména J. Wo-
brasky) je znat, Ze nebyla jejich jazykem matetskym. Pozoruhodné je zkomoleni
pravopisu u fady odbornych terminti — philosophien Studien, Gessichte, Mathematick,
Physick, Dothetaconum (namisto philosophischen Studien, Geschichte, Mathematik,
Physik, Dodecanonum).

'8 V protokolu je naptiklad uvedeno: Uchazeci z Vidné nezodpovédéli predepsané ilohy s takovou pili
a v takovém rozsahu a obsadili po svych pisemnych pracich takové poradi, jaké posuzovatelé v cisarském mésté
udelili jejich vstnim predndsSkdam. Nejprve Andreas Baumgartner, poté Simon Schwalt a v nekonecném odstupu
od obou Kirchberger Josef. (Joseph Leopard Knoll)

1V konkurzni zpravé je uvedeno: ... kandiddt konkurzu Novotny se pro nevolnost kolem 3. hodiny odpoledni od
konkurzu vzddlil, aniZ by zanechal elabordtu. ... Béhem tohoto ¢asu [mezi patou a sedmou odpoledne] profesor
Budin opustil sdl, nebot cas shledal prilis krdtkym, aby vSechny ti otdzky zevrubné zpracoval a citelné predloZil.
(Joseph Ildephonsus Steinheibl)

%0 pisemné zkouska probihala bez prestavky od 8 hodin do 21 hodin.

! Dochovany protokol byl piepsan v piivodnim znéni, tj. s dobovym pravopisem, nejednotnym zapisem kfest-
nich jmen a pfijmeni a drobnymi pravopisnymi chybami, pouze zjevné chyby (napf. vynechana pismena a pie-
pisy) byly opraveny.
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Obrazek 2: Cdst iivodni strany protokolu z konkurzu.
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Aufgenommen am 3ten Mirz 1814 bey dem Concurse, welcher fiir die erledigte Lehrkanzel der reinen
Mathematik am k.k. Lyceum zu Olmiitz abgehalten wurde.

Gegenwartige:
e Michael Wenzl Voigt: k.k. Director der philosophien Studien
e Jos. Leonard Knoll, Professor der Gessichte
e Victor Locher, Professor der Religionswissenschaft
e Joseph Wittgens, Professor der Philosophie
e Joseph Wobraska, Professor der Landwirtschaft
e Ildephons Steinheibl, Professor der Physik

Der Director zeigte an, daf sich drey Candidaten gemeldet haben, nemlich

e Johann Budin, Professor der Mathematik am k. Gymnasium in Olmiitz und Professor der griechi-
schen Sprache an der philosophischen Facultit

e Franz Bartl, Professor der Ingenieurwissenschaften bey der hierortigen stdndischen Akademie und
Supplent der erledigten Kanzel

e Johann Novotny, Hoérer der Rechte in zweyten Jahre

Bey dem letzten Herrn Candidaten muf3 bemerkt werden, daf er ausdriicklich bittet, den Concurs in der
Absicht machen zu konnen, damit auf ihn kiinftig bey Erledigung einer Professur der Mathematik gnadigste
Riicksicht genommen werde, indem er der iibrigen zwey Candidaten als wirklichen Professoren sich nicht
in Weg stellen wolle.

Diese Candidaten wurden angerufen. Der Director lies die versiegelten Fragen unter den Professoren, so
wie unter den Candidaten herumgehen, um zu untersuchen, ob sie nicht abgebrochen und noch volkommen
versiegelt wiren. Jederman fand die Fragen unentbrochen und volkommen versiegelt.

Der Director iiberreichte diese versiegelte Fragen den Candidaten, damit Einer von ihnen das Couvert
offne. Der Professor Budin 6ffnete es.

Den Candidaten wurden nun die Fragen in die Feder dictirt, und wieder versiegelt fiir den miindlichen
Concurs.

Die Professoren trafen unter einander folgende Eintheilung der Stunden, durch welche jeder einzeln
zugegen seyn werde.

Der Anfang dieser Amtshandlung war um 8 Uhr Vormittags. Bis 11 Uhr wird Professor Locher, von 11 bis
1 Uhr Professor Steinheibl, von 1 bis 3 Professor Knoll, von 3 bis 5 Professor Wobraska, von 5 bis 7
Professor Knoll, von 7 bis 9 Professor Steinhiibl Aufsicht halten.

gefertigter hielt die Aufsicht von 9 bis 11 Uhr Viktor Locher
Unterzeichneten von 11 — 1 Uhr

Jos. Leonard Knoll

Gefertigter bemerkt, dap der Concurs Candidat Nowotny sich wegen Unpéplichkeit um die 3te
Nachmittags Stunde von Konkurse entfernt hat, ohne ein Elaborat zu hinterlassen.

Inspicient von 1 — 3 Uhr
Jos. I1d. Steinheibl

Inspicient von 3 bis 5 Uhr
Jos. Wobraska

Unterzeichneter hielt die Aufsicht wieder von 5 bis 7 Uhr.
Jos. Leonard Knoll
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Waihrend dieser Zeit hat der Professor Budin den Saal verlassen, weil er die Zeit zu kurz fand, alle drey
Fragen erschopfend zu bearbeiten und leserlich darzustellen.

Der Concurrent Prof. Bartl beendigte sein Elaborat nach verflofene neunter Abendstunde, und iiberreichte
dasselbe dem Unterzeichneten als Inspicienten von 7 — 9 Uhr, es wurde sogleich unter Couvert und Siegel
gelegt und so dem Hr. Director eingehendigt.

Jos. I1d. Steinheibl

Fortsetzung des Protokolles am 4. Martius
um 11 Uhr vormittags

Da von den Candidaten nur Einer, nimlich Franz Bartl die Fragen ausgearbeitet hatte, die zwey iibrigen
aber abgetreten waren: so erschien zu dem miindlichen Konkurs natiirlicherweise nur der erwihnte Franz
Bartl. Nachdem alle Professoren und der Candidat versammelt waren, wurden die versiegelten Fragen, wie
gestern, herumgegeben und zu sehen, ob sie nicht etwa erdfnet worden sind. Die gesammten Professoren
und der Candidat fanden sie unerofnet und noch volkommen versiegelt. Hierauf wurden sie erbrochen und
die fiir den miindlichen Vortrag allerhochst gestellte Frage dem Candidaten vorgelegt mit dem Bedeuten,
dap er sie iiberdrucken hatte und nach hochstens einer halben Stunde dariiber einen gehérigen miindlichen
Vortrag [machen]** halten solle.

Der Candidat erklérte auf den ersten Blick der Frage, daf} er keiner Verarbeitung und keines Uiberdenkens
iber diesem ihm sehr bekannten Gegenstand bediirfe, sondern bitte, sogleich die Kanzel besteigen zu
diirfen. Dieses wurde ihm auch gestattet.

Nachdem der Candidat seinen Vortrag gehalten hatte, wurde festgesetzt, daP jeder Professor iiber diesen
miindlichen Konkurs seine Meinung schriftlich aufsetze und sie dem Directorate iiberreiche, sodann, daf
die schriftliche Ausarbeitung versiegelt werde, und so lange bey dem Directorate liegen bleibe bis die
Ausarbeitungen von den Candidaten in Wien, wenn welche daselbst erschienen sind, angelangt seyn
werden.

Da nun nicht weiter zu neuerinnern war wurde dieses Protokoll dieses Protokoll geschlofen und
unterfertigt.

Olmiitz am 4. Martius 1814
Jos. Leonard Knoll, Professor der Gessichte M. W. Voigt, Director
Viktor Locher, Professor der Religionswisenschaft
Jos. Wittgens, Professor der Philosophie
Jos. Wobraska, Prof. der Landwirtschaft
Jos. I1d. Steinheibl, Prof. d. Physik

Urtheil

tiber die Bewerber um den erledigten Lehrstuhl der hoheren Mep= und Berechnungswissenschaft an der
hohen Schule zu Olmiitz

Nach Wiirdigung der schriftlichen Ausarbeitungen und des miindliches Vortrags kommen die Bewerber in
folgende Rangordnung zu stehen.

Franz Bartl behauptet in jeder Hinsicht der ersten Platz. Seine Beantwortung der drey Fragen ist
erschopfend, gelehrt und beweist die vollstandigste Uibersicht dieser Wissenschaft. Beym Angeben der
zweyten Frage hat er zwar durch ein Versehen statt des Lehrsatzes vom Zwdélfeck jene vom Zehneck
auseinandergesetzt und bewiesen, dadurch aber die Aufgabe sich nur schwierigen gemacht, in ihrer Losung
jedoch eine vollendte Ausbildung entwickelt. Unterzeichneter fithrte wihrend der Arbeiten der hiesigen
Bewerber durch einige Stunden die Aufsicht und hatte hiebey Gelegenheit die Bemerkung zu machen, mit
welcher heitere Unbefangenheit und Vertrautheit mit seinem Gegenstande Bartl seine Auflosungen

22 Slovo je skrtnuto.
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wiederschriebe. Dieselbe Bekanntschaft mit der Wissenschaft bewies er beym miindlichen Vortrag. Mit
Verzichtleistung auf jede Vorbereitung bestieg er unverziiglich den Lehrstuhl und trug die ihm vorgelesene
Aufgabe mit Klarheit, Lichtigkeit und ohne den geringsten Anstand zum allgemeinen Beyfall der
anwesenden Beurtheiler vor. Seine Stimme ist wohltonend, die lateinische Sprache hat er in seiner Gewalt
und seine korperliche Haltung wird beym Vortrag durch keine Unreif entstellt.

Jacob Kullik verdient den zweiten Platz. Seine Beantwortungen sind gleichfalls ziemlich erschopfend und
bewiesen, mit welchen eisernen Fleife derselbe die Wissenschaft der hohere Messungen und Berechnungen
erlernte.

Die Bewerber von Wien haben vorgeschriebenen Aufgaben nicht mit derselben Fiille und in derselben
Ausdehnung beantwortet, und sind auch nach ihren schriftlichen Ausarbeitungen in jene Stufenfolge zu
setzen, welche die Beurtheiler in der Kaiserstadt ihrem miindlichem Vortrage anwiesen.

zuerst Andreas Baumgartner
hierauf Simon Schwalt

und in einer unendlichen Entfernung von diesen beyden

Kirchberger Joseph
Olmiitz den 24. April 1814
Joseph Leonard Knoll
offentlicher und ordentlicher
Lehrer der allgemeiner
Menschengeschichte
Gutachten

Uiber die schriftlichen Ausarbeitungen, die in Wien, Lemberg, und Olmiitz erschienenen Concurrenten um
die Ollmiitzer mathematische Lehrhanzel.
So viel sich aus den schriftlichen Ausarbeitungen aller Concurrenten, — aus den Urtheile iiber die
miindlichen Priifungen der Wiener, und lemberger Concurrenten, und aus den miindlichen Vortrage des
Herrn Franz Bartl beurtheilen 14pt, so verdient.
Herr Franz Bartl als der erste

Jakob Kullik —— zweyte und

Andreas Baumgartner als der dritte
vorgeschlagen zu werden.

Weil ltens Herr Franz Bartl die Ausarbeitung vollkommen, fehlerfrey, und erschopfend auseinander
gesetzt hat, und obgleich er die 2te Frage aus blofe Mifverstindnif verriikte; so gereicht er ihm eben zu
einer noch groferen Ehre diese bey weiten schwierigen Aufgabe ordentlich gel6ft zu haben,

Herr Franz Bartl zeugte sich iliberhaupt sowohl in seinem schriftlichen Ausarbeitung; — als in seinen
angenehmen deutlichen, und zusammenhéngenden

Vortrage, als ein Mann von tiefer Einsicht, — von hohen Ausbildung mathematischer Kenntnife; und wenn
man noch seinen soliden, tadelsfreyen Charakter ohne Riicksicht auf seine persdhnliche , und seines Vaters
Verdienste in Erwegung zieht: so muf in jeden litterarischen Tallenten Freund der Wunsch rege werden,
einen Mann, wie diesen an seinen Ort befordert zu wissen.

Gefertigte macht es sich zur angenehmen und gewissenschaften Pflicht ihn seiner vorziiglichen
Eigenschaften wegen als den ersten Wiirdigsten vorzuschlagen.

Eine ehrenvolle Erwiahnung verdient

2tens Herr Jakob Kullik. Seine Ausarbeitung verrith viel Belesenheit, umfassende Sachkenntnif, und tragt
tiberhaupt das Geprige eines deutenden talentvollen zeugen Gelehrten an sich. Nur ein Bartl konnte ihm
den Iten Rang streitig machen, weil seine Ausarbeitung, — obgleich richtig, und vollkommen, — doch nicht
so erschopfend, wie jene des H. Bartls durchgefiihrt worden ist.

Gefertigten macht sich zur besonderen Pflicht, obgleich er nicht die Ehre hat, ihn perséhnlich zu kennen,
selben Einem 16bl: Directorat mit der Bitte anzuempfehlen; Eine Hochlob. Studienhofkomission
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aufmerksam zu machen, womit dieses wissenschaftliche Talent besonders in einen so abstrakten
Gegenstande hoheren Orts unterstiitzt und angeeifert werde.

3tens Herr Andreas Baumgartner zeigte zwar hier, und da einige Blofen allein da die Fragen richtig
verstanden und eben so richtig durchgearbeitet werden sind; so verdient er doch einige Aufmerksamkeit;
weil es so wenige Individuen giebt, die sich einem so abstrakten Gegenstande, als die Mathematik ist, zum
Berufsstudium widmen.

4tes Herr Schwalt hat nicht entsprechend gearbeitet, und Herr Kirchberger scheint die Fragen gar nicht
verstanden zu haben.

Ollmiitz den 22te April 814
Joseph Wobraska
Prof: der hoheren
Landwirthschaft

Amtliches Gutachten iiber die bey dem am 3ten Mirz 1814 in Wien, Lemberg und Ollmiitz fiir die
Besetzung der erledigten mathematischen Lehrkanzel am hiesigen k.k. Lyzdum vorschriftmafig
abgehaltenen Concurse, eingereichten Concurs=Elaborate, wie solche vom Unterfertigten nach
bedachtsammer mehrmals wiederholter und gewissenhafter Priiffung rangfahig befunden worden.

A. Der Concurs Candidat Herr Franz Bartl, Professor des Genie Faches an der hiesigen Akademie der
mihrisch=schlesischen Sténde, hat in seinem Elaborate in der Beantwortung der ersten Frage den wahren
reinen umfassenden Begriff von rationellen und irrationellen Grofen prazify und augenfillig aufgestellt, und
den in der Concurs Frage verlangten Unterschied besagten Grofen vollkommen genau angegeben. Er fiihrt
durch den klarsten und kiindigsten Beweify, dap Wurzeln, die sich nicht durch ganze Zahlen ausdriiken
lassen, auch durch keinen Bruch vollstindig angeblich sind, zur reinen Quelle der sogenannten
Wurzelgropen, deren Calcul er durch die im Ausdruk deutliche methode darstellt, das in der Evidenz
schwankende Fundament dieser Methode kenntlich gemacht, die strengsten Bereiche auf eine von der
gewohnlichen Art abweichenden, aus dem Begriff der Wurzel Ausziehung rein hervorgehende keinem
Zweifel unterliegende Basis aufgefiihrt, und somit seine Beantwortung der ersten Frage zu einer
preifwiirdigen Abhandlung erhoben, welche den Elaboraten als den Mann bewéhrt, bey dem die
bescheidenste Skeptis im Felde der Evidenzlehre das durch ausdauerenden Fleif} erworbene zu seinem
unverkennbaren Eigenthum umgeschaffen, und aus sich selbst wiedergebohren hat.

Nachdem die Gesetzte des Calculs der Wurzelgrofen vollstindig auseinander gesehen wurden, beriihrt der
Herr Elaborant das Anthunliche der Anwendung solcher Gesetze auf die sogenannten imaginaren Grofen,
und stellt kurz und biindig die Anrichtigkeit des in Leonhard Eulers Schriften angenommenen Satzes [: daf
die Wurzel aus solchen Grofen sowohl positiv als negativ seyn konne :] augenfillig dar.

Bey Auflosung der zweyten Frage hat besagter Herr Elaborant statt der verlangten Arca des Dodecagons
aus einem leichten Verstehen wegen der Aehnlichkeit des Namens, die Arca des Decagons bestimmt, und
die wohl schweren Aufgabe mit einer Genauigkeit und richtigen Consequenz geloft, welche den geiibten
und denkenden Beweifsteller unverkennbar anschaulich macht.

Das dritte Concurs Problem hat der besagte Herr Elaborant volkommen geordnet, und ohne alle
Demonstrations Briike rein aufgeloft. In dem ganzen Elaborate herrscht klares Licht systematische
Ordnung und ein fester unschwankender Schritt, der sich auf gepriifte griindliche Einsicht stiitzt, und das
unbemakelte Gepriage der Evidenz an sich tragt.

B. Der Concurs Candidat Andreas Baumgartner stellt zu Anfang der Auflosung der ersten Frage einen
unrichtigen Begriff von rationellen und irrationellen Grofen auf, und scheint die Begriffe dieser mit den
Begriffen von geraden und ungeraden Zahlen verwechselt zu haben. Seine zur Erlduterung der gegebenen
Erkldrung aufgestellten Beyspiele lassen gar keine Zweifel iibrig, dap er den wahren und &chten
Unterschied, wie ihn die Concurs Frage verlangt, ganz falsch dachte, indem er z.B. die Zahlen 6 und 12
vollkommen enthalten als rationelle Zahlen, und 2 und 3 als irrationelle Zahlen darstellt, zu dem
[:wahrscheinlich aus Uebereilung:] den Quotus der ersteren = 6 angiebt, da doch 6 in 12 nur 2 mal aber
nicht 6 mal enthalten ist. Dann 14ft sich ja doch wohl das Verhéltnif von 3 : 2 volkommen angeben,
nemlich durch den Ausdruck 3/2 oder 1,5. Wenn der Herr Baumgartner endlich sagt:

123



.eadem ratione inter irrationales 3 et V3 quotus exacte datur”, so hat er sich das non datur gedacht, denn
sonst wiirde er sich nicht einmal in den unrichtigen Begriffen consequent seyn. — Der Begrif von
Wurzelgrofen, den der Herr Elaborant den Calculgesetzen dieser Grofen nothwendig vorausschickt, ist
etwas zu beschrinkt; doch geben die darauf folgenden richtig, nur bisweilen etwas undeutlich, ausgedriikte
Gesetze Zeugenschaft von geiibter und verstdndiger Einsicht in die Funktions Manipulationen dieses
Calculs. Die Beweise fiir die einzelnen Gesetze werden auf dem gewdhnlich als eingebrochen ist
fortgefiihrt. — Wenn der Herr Elaborant die Beantwortung der ersten Frage mit den Worten beschlieft:

Ad radicales quoque spectant quantitates imaginariae, quarum radices sunt plane impossibiles.
So glaubt der Unterzeichnete solches nicht in dem Sinne nehmen zu diirfen, als ob diese Grofen den

nemlichen Calculgesetzen unterliegen wie die Wurzelgropfen nach dem wahren Begriffe, denn in diesem
Sinne wiirde die Angabe unrichtig seyn.

Die zweyte Concurs Aufgabe hat Herr Baumgartner vollstdndig aufgeloft. In der am Schluf dieser
Aufl6pung beygesetzten, NB wo er sagt: ,,da} die Area Dodecagoni gefunden werde, wenn man die
Circumferenz mit dem Perpendiculum e Lentes ad latus ductum multiplizire® — sollte dabey stehen: und
durch 2 dividire.

In Auflosung des 3ten Problems hat Herr Baumgartner nichts verstehen, und hat seine Einsicht in die
Verhéltnif trigonometrischer Linien bewahrt.

C. Der Concurs Candidat Herr Joseph Kirchberger zeigt in seinem Elaborate, dap er wohl etwas der
Mathematik aechnliches aufgefaft, aber auch nichts von soliden richtigen Wissen in diesem Fache erworben
habe. — Sein Elaborat bleibt sich durch alle 3 Auflésungen gleich unter aller Kritik, wenn man auch von
den Begriffen Sitzen und Beweisen abstrahirt, so wird man durch die Ausdricke Triangulus und
Dothetaconum, und quantitati totae & volkommen iiberzeugt, daf es dem Herrn Elaboranten nicht nur an
der Wissenschaft des Faches, sondern an technisch-philosophischer Kenntniff gebreche.

D. Der Concurs Candidat in Lemberg Herr Jacob Philipp Kullik hat sein Elaborat durchgéngig mit einer
Vollstiandigkeit, Genauigkeit und mathematischer Ordnung gestellt, die nichts mehr verlangen 14pt. Seine
volkommen gelungene Arbeit 14ft in ihm einen Mann sehen, der mit ausgezeichneten Talent und
unermiideten Fleif im Felde der Mathematik sich ausgebildetes Wissen eigen gemacht, und dessen festes
Gedichtnif ihm alles Gelesene als Eigenthum garantirt. Sein Geist hat reichliche Nahrung aus der strotzend
vollen Vorrathskammer Vater Euklids gezogen, und zeigt sich in voller wissenschaftlicher Kraft.

E. Der Concurs Candidat Simon Schwalt hat in der Beantwortung der lten Frage dem Begriffe von
irrational und rational Zahlen den von Wurzelgréfen in einem Beystiel Ausdruk vorangeschickt, nachdem
doch nicht nicht nur die Frage selbst, sondern die natiirliche Ordnung den Begrif von rational und irrational
Zahlen und ihren wahren Unterschied voraus verlangt. Aber auch selbst dieser aus dem angenommenen
Ausdruck der Wurzelgrope abgeleitete Begriff ist unrein dargestellt, weil der Herr Elaborant die rationalitat
aus dem Quotus mit ganzen Zahlen, die irrationalitat aus dem Quotus mit gebrochenen Zahlen deducirt, da
doch eine gebrochene Zahl auch ein exactes Verhdltnif darstellen kann. Die Calculgesetze der
Wurzelgrofen sind unvollstindig angegeben, und jene Strenge in Beweisen, die die Mathematick
unnachsichtlich fordert, vereift man in diesem ersten Theile des Elaborates. Das 2te und 3te Problem sind
richtig aufgeldst.

Nach des Unterfertigten besten Wissen und Gewissen verdienen die Herrn Concurs Candidaten nach
ihren Elaboraten in folgender Rang Ordnung aufgefiihrt zu werden:

Als der 1te Herr Professor Franz Bartl
. » 2te Herr Jacob Kullik
» » 3te Herr Andreas Baumgartner
,, , 4te Herr Simon Schwalt
» » Ste Herr Joseph Kirchberger

In Hinsicht des miindlichen Vortrages tiber die Concurs Aufgabe:
,,Fractionum decimalium calculum exponere et demonstrare*.

Hat der Herr Professor Franz Bartl nachdem er ohne Vorbereitung die Kanzel bestiegen, die Natur der
Decimal Briiche, das Entstehen derselben, die Calcul Gesetze durch alle arithmetische Funktionen, und den
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Nutzen, den solche Briiche in der Rechnung darbiethen, systematisch, vollstindig, klar und deutlich mit
vernehmlicher Stimme auseinander gesetzt.

Olmiiz den 8ten Maj 1814
J. J. Steinheibl
k.k. Professor d. Physick

Gutachten iiber den miindlichen Vortrag des Concurrenten um der Lehrkanzel der reinen Mathematik zu
Olmiitz.

Als der provisorische Professor Franz Bartl die fiir den miindlichen Vortrag bestimmte Frage vernahm,
bestieg er ohne eigener Vertretung alsogleich die Kanzel. Seinen Vortrag ze nen aus: ein ménnliches
Benehmen, Geliistigkeit der Sprache, Deutlichkeit und praecision der Entwicklung des Fragepunktes,
Ordnung, Zusammenhang und Griindlichkeit in der Fithrung des Beweises.

Gutachten der schriftlichen Ausarbeitungen

Der provisorische Professor Franz Bartl hat die erste und dritte Frage richtig erdrtert, dargestellt und
volkommen bewiesen, und nur in Eifer konnte es geschehen, daf er in Bezeichnung auf die zweyte Frage
anstatt das Problem von Zwdlfecken aufzulosen, das Problem von Zehnecken auflofte, welches in der
Thest schwerer ist. Jacob Kulik zeigt sich als ein griindlicher mathematischer Kopf, minder streng in
griindlichen Beweisen stellte sich Andreas Baumgarter dar. Indessen hilt Gefertigter keinen von diesen fiir
unfihig fiir eine mathematische Kanzel. Da aber Jacob Kulik und Andreas Baumgarter dem provisorischen
Professoren Franz Bartl sowohl in Ansehung der schriftlichen Ausarbeitungen, als ab erworbenen
Verdiensten nicht gleichgesetzt werden konnen, so verdient der p. P.Franz Bartl die erste Stelle — Jacob
Kulik und Andreas Baumgartner aber eine besondere Aufmuntern sich ferners den mathematischen
Wissenschaft zu widmen.

Olmiitz den 10ten April 814
Joseph Wittgens
k.k. ordl. u 6ffl. Professor
der Philosophie

Gutachten

des gefertigten, iiber den miindlichen Vortrag, des um die Lehrkanzel der reinen Mathematik zu Olmiitz
konkurirenden Herrn Franz Bartl, provisorischen Professor des besagten Lehrgegenstandes.

Herr Franz Bartl hat die vorgelegte Aufgabe ohne frithere Bedenkzeit, sogleich auch ihrer Bekanntma-
chung von der Kanzel so vorgetragen, aufer dadurch seine griindliche Fachkenntnif, und die Fahigkeit,
auch andern sein eigenes Wissen deutlich und begreiflich zu machen, vollkommen bewiesen, und durch die
Vollstandigkeit grundlich= und Gelaiifigkeit, mit welchen er seinen guten Vortrag begann und vollendete,
sich vollkommen tauglich gezeigt hat, diese Lehrkanzel, die er bereits von so genauer Zeit supliert, als
wirklicher Professor iibernehmen zu kdnnen.

Gutachten tiber die schriftliche Ausarbeitungen.

Die Hern Konkurrenten fiir die Lehrkanzel der reinen Mathematik zu Olmiitz, Franz Bartl, Jakob Philipp
Kullik, und Andreas Baumgartner haben die vorgelegten drey Aufgaben auf eine solche des auseinander
gesezt, und so griindlich bewiesen, daB daraus ihre Fahigkeit, einer mathematischen Lehrkanzel
vorzustehen, einleuchtet. Und nur die von erworbenen Verdienste um diese Kanzel in Olmiitz von Seite des
Herrn Franz Bartl bewogen den Gefertigten, denselben an die erste Stelle zu sitzen, den, wenn er auch aus
einem Mifverstande statt das Problem von Zwdlfecken, jenes von Zehnecken behandelte, und bewief;
doch dadurch hinldnglich zeigte, daP er auch hitte dieser Mifverstand nicht stellgehabt, dem ersten eben so
wiirde gewachsen gewesen seyn.

Die beiden andern Herrn Jakob Kullik und Andreas Baumgartner verdienen durch ihr musterhaftes
Bestreben, sich in den mathematischen Wissenschaften fortwihrend auszubilden, eine besondere
Auszeichnung und Aufmunterung.

Olmiitz den 10ten Mai 1814 Viktor Locher, Prof. der Religionswissenschaft
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A4 A4

O PASCALOVE VETE

PAVEL BOHAC

Abstract: This paper deals with Pascal’s first serious mathematical work Essay on Conic
Sections. In this work he presented an important result of projective geometry that beca-
me known as the Pascal’s theorem or the Mystic hexagon theorem. Blaise Pascal disco-
vered this proposition in 1639 when he was only sixteen and published it the next year.

1 Uvod

Blaise Pascal dnes patti mezi nejproslulejsi ptirodovédce a myslitele 17. stoleti. Svoji vé-
deckou praci zapocal pomérné brzy, jiz ve svych Sestnacti letech totiz objevil vyznamné tvr-
zeni projektivni geometrie o vztazich mezi body na kuzeloseckach zndmé dnes jako Pasca-
lova véta. Tento vysledek publikoval v nasledujicim roce formou eseje struéné nazvané Essay
povr les conigves [Pojednani o kuZelose¢kach] (1640) ([1]). V tomto piispévku se nejprve se-
znamime s kli¢ovymi momenty Pascalova Zivota, pfedev§im témi, jez pfedchazely jeho prvni-
mu zasadnimu objevu. Dale popiSeme strukturu dotyéné eseje, povSimneme si pfitom podro-
bnéji uvedené pivodni podoby Pascalova vysledku v porovnani s jeho moderni formulaci.

2 Pascalav Zivot

2.1 Miladi

Blaise Pascal se narodil 19. ¢ervna 1623 ve mésté Clermont (dnes Clermont-Ferrand)
ve stiedni Francii jako téeti potomek a jediny syn Etiennea Pascala (1588—1651). Etienne
byl povolanim pravnik, zajimal se vSak o védu a predev§im matematiku. Pascalova mat-
ka, Antoinette Begon (1596-1626), zemfela v jeho pouhych tfech letech. V roce 1631 se
rodina prestéhovala do Pafize, kde se Etienne rozhodl, Ze bude své déti vzdélavat sam,
nebot’ v§echny vykazovaly mimotadné intelektualni nadani, zejména syn Blaise ([2]).

Od svych ¢trnacti let doprovazel mlady Pascal svého otce na setkdni kruhu matema-
tikti a fyziki vzniklého kolem osobnosti Marina Mersennea (1588-1648),' frantiskana
a snad nejvyznamnéjsi osoby védeckého svéta prvni poloviny 17. stoleti. Mezi tyto mys-
litele se tadil i Girard Desargues (1591-1661), francouzsky matematik, inzenyr
a architekt, jehoz prukopnickou praci na poli projektivni geometrie zacal Blaise Pascal
v této dobg siln¢ obdivovat ([3]).

Vewr

2.2 Pozdéjsi Pascalova léta a objevy

Blaise Pascal béhem svého zivota vyznamné ovlivnil mnohd odveétvi matematiky. Aby
otci uleh¢il zdlouhavou pocetni praci pii evidenci dani, zkonstruoval v roce 1642 prvni
funkéni mechanicky kalkulator pozdg&ji znamy jako Pascalina.”> S jeho jménem je rovnéz
spojena vyhodna tabulkova reprezentace binomickych koeficientd znama jako Pascalitv
trojithelnik, ktery pro Evropu objevil a kolem roku 1653 popsal ve svém Traite dv triang-

! Znamého rovnéz jako Otec Mersenne.
% Za vynalezce uplng prvniho mechanického kalkulatoru (cca 1624) byva povazovan némecky profesor hebrej-
Stiny a astronomie Wilhelm Schickard (1592-1635). Je vSak pravdépodobné, ze jeho pocetni stroj nebyl nikdy
dokonéen, pfipadné nebyl plné funkéni.
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le arithmetigve [Pojednani o aritmetickém trojuhelniku] (1665).> Tato prace spolu
s Pascalovou korespondenci s Pierrem de Fermatem (1601-1665) polozila zaklady poctu
pravdépodobnosti a kombinatoriky. Pascal se pfirozené¢ podepsal i na vyvoji fyziky, pre-
devsim jeho prace o tlaku a experimentalni diikaz existence vakua jsou v této souvislosti
nejcastéji zminovany ([3], [4]).

Po roce 1654 Pascal prakticky zanechal védecké prace’ a vénoval svoje myslenkové
usili filosofii, zejména filosofii kiestanstvi ([2]). V tomto sméru byvaji uvadény jeho Ler-
tres provinciales [Listy provincialovi] (1656—1657). Avsak za viibec nejzavaznéjsi dilo
Pascalovy filosofické tvorby jsou povazovany jeho Pensées [Myslenky] (1657—-1658),
v nichZ Pascal obhajuje viru v Boha na zakladé racionalniho pfistupu. Praveé odtud pocha-
zi zndma Pascalova sdzka.” Ob& zmindna Pascalova dila patii, diky bohatosti a vytiibe-
nosti jazyka a mysleni, k vrcholim francouzské prézy a vynesla tak svému autorovi rov-
néz literarni slavu ([4]).

Blaise Pascal trpél cely sviij zivot chatrnym zdravim. Zemftel v Pafizi 19. srpna 1662
ve tficeti deviti letech, a to patrné nasledkem zhoubného nadoru zaludku a jeho rozsifeni
do mozku ([3]).

3 Pojednani o kuzeloseckach

Essay povr les conigves [Pojednani o kuzeloseckach] (1640) predstavuje kratsi fran-
couzsky napsanou préci,® kterou Blaise Pascal navéazal na myslenky Girarda Desarguesa
(stru¢né komentovany anglicky pteklad originalu [5] je uvedeny v [6]).

Pascal zahajuje svlij text soupisem tfi definic, z nichz prvni, zavadéjici pojem svazku
ptimek’ jakozto souhrnu® viech piimek prochazejicich tymz bodem nebo pfimek vzajem-
n€ rovnobeznych, je takika doslova pfevzata praveé od Desarguesa. Druhd a tieti definice
pak vymezuji pojmy kuzelosecka a ptimka. Pascal chape kuzelosecku jako kruznici, elip-
su, hyperbolu, parabolu nebo dvé riznobézné ptimky, nebot’ praveé takové jsou fezy kuze-
lové plochy rovinou.” Pfimkou pak ma na mysli Gise¢ku v dnesnim pojeti.

Nasleduje stézejni Cast Pascalovy prace, kterd v sobé skryva praveé historicky prvni
zaznamenanou formulaci Pascalovy véty. Tato véta v moderni podobé fika, ze pro libo-
volnou Sestici bodti dané kuzelosecky spojenych Sesti useCkami tak, aby tvorily Sestithel-
nik (ktery muize byt nekonvexni ¢i dokonce zk¥izeny) plati, Ze pruseciky jeho protileh-
lych stran (prodlouzenych, pokud je to nezbytné) lezi na jediné piimce, kterad byva nazy-
vana Pascalova primka tohoto Sestitthelniku (obrazek 1 zachycuje mozné usporadani Se-
stice bodii na kruznici do Sestithelniku PKNOVQ)."

3 Dotyéné pojednéni vyslo aZ po Pascalové smrti.
* Mezi lety 1658 a 1659 jests napsal o cykloid a jejim vyuziti pii vypo&tu objemu t&les.
* Pascalova sdzka spo&iva v uvazeni rizika a zisku pfijeti & odmitnuti viry. Pokud Biih neexistuje, véfici netrati
mnoho a nevéfici neziska nic. Opacny piipad vSak znamena zatraceni ateisty oproti nezmérnému zisku veéficiho.
® Cely original, jenz se zachoval pouze ve dvou exemplétich, je vyti§tén na jediné husté popsané strance.
7'V originéle ,,ordre de lignes*, resp. ,,ordonnance de lignes* [piimky tého fadu].
8V originale ,,la multitude* [mnoZstvi], v soucasné ceské matematické terminologii bychom fekli mnozZina.
? V tomto vy&tu Pascal opomenul situaci, kdy rovina mé s dotyénou kuzelovou plochou spoleény pouze jeden
bod, jeji vrchol, nebo jednu (dvojnasobnou) primku.

Poznamenejme, ze pokud je tato véta formulovana v eukleidovské roving, je navic nutné zvlast osetfit piipad,
kdy néktera z dvojic protilehlych stran onoho Sestitithelniku je tvofena dvéma rovnobézkami; v projektivni roviné
je takové oSetieni pfirozené zbytecné.
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Klicova pasaz Pascalova pojednani sestava celkem ze tfi (nedokazovanych) lemmat.
Vybereme prvni z nich a uvedeme je v ¢eském piekladu a plném znéni opatieném (nepu-
vodnim) obrazkem 1'' ke snaz§imu pochopeni samotné formulace:

Lemma I.

Pokud v roviné M, S, QO jsou bodem M vedeny dvé '
pfimky MK, MV a bodem S jsou vedeny dv€ piimky o . -
SK, SV a pokud K je prusec¢ikem piimek MK, SK a V je S o N
prasecikem piimek MV, SV a A je priseCikem piimek it :
MK, SV'? a u je prisecikem piimek MV, SK a pokud dvé- ) U
ma ze Ctyf bodu A, K, u, V, které nelezi na téZe piimce . *Q
jako body M, S ani body K, V, prochazi kruznice protinaji- 0
ci ptimky MV, MK13, SV, SK v bodech O, P, Q, N, pak K
tvrdim, Ze ptimky MS, NO, PQ jsou téhoz fadu.'* Obr. 1: Sestithelnik PKNOVO

Druhé lemma pak tikéa, ze pokud jedinou pfimkou prochazi nékolik rovin a pokud
uvazujeme libovolnou dalsi rovinu, pak vSechny vzniklé prisecnice onéch rovin nalezi
jednomu svazku piimek. Toto druhé lemma Pascalovi umoZiuje formulovat lemma tieti'®
s tymiz predpoklady, jako jsou vysloveny v prvnim lemmatu, avS§ak obecnéji pro jakou-
koliv kuzelosecku, tedy nejen kruznici. Pravé toto zobecnéné tvrzeni, byt’ v jiné podobé,
nez jakou obsahuji soucasné uc¢ebnice, predstavuje slavné tvrzeni Pascalovy véty.

Aby Pascal dokazal §ifi svych tvah, uvadi v dal$i ¢asti své prace fadu tvrzeni (opét
nedokazovanych) tykajicich se pfevazné pomért jistych soucint délek usecek vzniklych
na kuzeloseckach za pomoci rozli¢nych uspotradani piimek. Pravé v této Casti se vyznava
ze svého hlubokého obdivu k praci a erudici Girarda Desarguesa a vyjadiuje mu svoji
vdécnost za moznost objevit nékolik dalsich poznatkt spojenych s kuzeloseckami.

V zavéru prace Pascal podava seznam nékolika uloh, jez je nyni schopen na zakladé
svych myslenek fesit, naptiklad jak sestrojit z libovolného bodu te¢nu k libovolné kuze-
losecce apod. Dale vyjadiuje svlj zdmér rozpracovat téma kuzelose¢ek do podoby ucele-
né prace, ktera by vysetfila vSechny jejich zakladni vlastnosti (primérd, tecen atd.). Pfi-
znava vsak, Ze zatim, diky své nezkusSenosti, neni na tento ukol plné pfipraven, soucasné
v8ak véii, Zze da-1i mu Biih silu, bude toho pozdé&ji schopen.

Kvalita Pascalovy prvni prace byla ohodnocena velmi vysoko; o jeji urovni svédci
ocenéni Parizskou kralovskou akademii i pochyby René¢ho Descartesa (1596—-1650)
ohledné jejiho autorstvi, ze kterého podeziival Pascalova otce Etiennea ([3]). Pravé Des-

! Pascalova prace [5] obsahuje celkem tfi ilustrace, jedna se pFitom vztahuje mimo jiné i k prvnimu lemmatu.
Nami pouzity obrazek vSak nevychdzi piimo z originadlniho dokumentu, nebot’ by pusobil ponékud nepiehledné
(oproti originalu jsme pozménili uspofadani elementli a vynechali jsme oznaceni bodli A a u, které sice figuruji
ve formulaci lemmatu, avSak nejsou v dané situaci pfimo podstatné).

12V originale je chybné uvedeno pfimo oznaeni ,,MA, SA“ ([7]).

1V piivodni Pascalové praci se objevuje nepiesné oznageni ,,MP* piimky MK ([7]).

' Tj. jedna se o piimky téhoZ svazku (bud’ jsou vzajemné rovnob&zné, nebo se viechny tfi protinaji v témze
bodé, na obrazku 1 je jim bod U).

15 Na zdkladé téchto dvou lemmat a nékolika jednoduchych iivah ..., které oviem nejsou v originalu [5] uvedeny.
Druh¢é lemma umoziiuje zdivodnit projektivni souvislost kruznice s ostatnimi kuzeloseGkami.
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cartes povazoval objev Pascalovy véty za doklad toho, ze tehdejsi matematika, resp. ge-
ometrie, nejen dostihla, ale jiz pfekonala matematiku antickou ([4]). Pascalova véta totiz
zobecnuje tvrzeni Pappovy véty o Sestithelniku piipisované Pappovi z Alexandrie
(cca 290 az cca 350), kterou (vcetné trivialnich podob) obdrzime z Pascalovy véty, pokud
za doty¢nou kuzelosecku vezmeme dvojici riznych piimek v rovine.

4 Zavér

Blaise Pascal pozdé&ji opravdu zah4jil praci na obsahlejS$im dile o kuzeloseckach. Jeho
prvni Cast takika dokoncil v bieznu 1648 (na praci pokracoval v letech 1653 a 1654),
ovSem celé dilo zfejmé nikdy nedokoncil. BohuZel ani sepsané prvni ¢ast se nedochovala,
jistou pfedstavu o jejim obsahu a struktute si lze udélat jen z pozndmek, které si k dilu
vypsali Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) a Ehrenfried Walther von Tschirn-

haus (1651-1708) ([3]). Neni proto jasné, zda Blaise Pascal svlij slavny vysledek z ro-
ku 1639 kdy viibec dokézal, ani to ovS§em nijak nesniZuje vyznam jeho objevu.
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»ZASADY ALGEBRY WYZSZEJ“
WLEADYSEAWA ZAJACZKOWSKIEGO

DANUTA CIESIELSKA

Abstract: Treatise Zasady algebry wyzszéj (Principles of Higher Algebra) by Wladystaw
Zajaczkowski, professor of mathematics at the Polytechnic School and the University in
Lvov, a member of the Academy of Sciences and Fine Arts in Krakow, was published in
1884. In the book, which is an extract of lectures held in the Polytechnic School in Lvov
a modern course in algebra was presented. In addition to basic information about the numbers
and algebraic operations, the most important results of nineteenth century algebra were
included there. Zajaczkowski presented the theory of determinants and its application to
solving systems of equations and the theory of algebraic equations. The most interesting are
Bezout’s theorem (with rigorous proof) and Ruffini-Abel’s theorem and information that the
collection of solutions of Abel’s equation has structure of a group.

1 Wstep

1.1 Polskie monografie i podreczniki algebry od 1750 do 1884

W latach 80. wieku XIX materiat dotyczacy algebry w podrgcznikach ograniczat sig
zwykle tylko do podstawowych zagadnien. W czasie stu lat poprzedzajacych wydanie
dziela Zajaczkowskiego mozna wymieni¢ zaledwie kilka polskich monografii z algebry.
W drugiej potowie XVIII wieku w Polsce korzystano zdwoch podrecznikow:
tlumaczenia E. Bézouta Nauka matematyki do uzycia artyleryi francuzkiey [3] oraz
oryginalnego dzieta' Jana Sniadeckiego Rachunku algebraicznego teorya przystosowana
do linii krzywych [24]. Poczatek XIX stulecia przynosi kolejne ksiazki: ttumaczenia
S. F. Lacroix [15] — [16], P.L.M. Bourdona [4] oraz oryginalne dzieta: A. Wyrwicza [31]
i G. A. Hreczyny [12]; wtedy powstalo rowniez dzieto A. Krzyzanowskiego [14].
Wydawane byly takze ksiazki przeznaczone do nauczania w szkotach: J. J.Weglenskiego
[30], A.S.Ustrzyckiego [28] oraz tlumaczenie Jakubowicza rosyjskiego dzieta [13].
Przetom XIX wieku co prawda dostarczyt wielu kolejnych dziel, jednak wiele z wyda-
nych wowczas ksiazek bylo przeznaczone dla uczniéow szkot srednich, nie zas studentow.
Wydano wtedy tlumaczenia na jezyk polski: J. A. Bretthnera [5] oraz M. Mayera
i Ch. Choqueta [18] oraz oryginalne dzieta: K. Lilbelta [17] i J. K. Steczkowskiego [23].
W bibliotece Politechniki we Lwowie znajdowa{y2 si¢ ksigzki: Bézouta, Lacroix [15],
Krzyzanowskiego, Weglenskiego, Ustrzyckiego oraz Jakubowicza.

Powazna zmiang mozna odnotowaé dopiero w latach 70. XIX w. Powstatlo wtedy
Towarzystwo Nauk Scistych w Paryzu, a uczeni w nim skupieni mieli na celu zapoznanie
polskiego czytelnika z najnowszymi osiaggnigciami matematyki. W Krakowie utworzono

' O losach tego dzieta pisata J. Dianni: Dzieje dzieta Jana Sniadeckiego "Rachunku algebraicznego teoria
zastosowana do linii krzywych" w Swietle jego korespondencji, Kwartalnik Historii Nauki i Techniki 1(1977),
59-71.

2 Za: Katalog biblioteki c.k. Szkoty Politechnicznej. Zeszyt 1. Matematyka, geometria wykresina, naktadem
Szkoty Politechnicznej, Lwow, 1894.
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Akademi¢ Umiejgtnosci, a skupieni w jej gronie uczeni rozpoczgli dzialalno$c
publikacyjna na duza skalg. Znaczenie ma rowniez wprowadzenie autonomii w Galicji,
i w zwiazku z tym jezyka polskiego, jako jezyka wykladowego, do szkot wszelkich
poziomoéw. Powstaty wtedy pierwsze polskie, w miar¢ wyczerpujace temat, opracowania
teorii wyznacznikow: W. Kretkowskiego [27], M. Baranieckiego [2] oraz A. Zelewskiego
[33] oraz A. Sagajty [21] tlumaczenie drugiego tomu dzieta G. Salmona [20]
i L. O. Hessego [10]. Niestety do roku 1884 nie powstata polska ksiazka o teorii Galois,
chociaz pewne przestanki zdaja si¢ potwierdzac tezg, ze planowano wydanie takiego
dzieta, niewykluczony jest takze wspotudziatl Zajaczkowskiego w jego tworzeniu (wigcej
informacji na temat mozna znalezé w [6]). W bibliotece Politechniki Lwowskiej
znajdowaly si¢ ksiazki: Kretkowskiego, Baranieckiego, Zelewskiego, Salmona (oryginat)
oraz Hessego.

1.2 O Zajaczkowskim

Wiadystaw Zajaczkowski (1837—1898) absolwent i wykladowca Uniwersytetu Ja-
giellonskiego, profesor Carskiego Uniwersytetu w Warszawie, Akademii Technicznej we
Lwowie; byt dziekanem Wydziatu Inzynierii oraz Wydziatu Budownictwa Politechniki
we Lwowie, dwukrotnie byt rektorem tej uczelni. Prowadzit rowniez wyktady na Uni-
wersytecie we Lwowie®. Zajaczkowski byt czlonkiem Akademii Umiejetnosci w Kra-
kowie, Towarzystwa Nauk Scislych w Paryzu oraz cztonkiem Rady Szkolnej Krajowej*.

2 Zasady algebry wyZszéj

2.1 O Zasadach algebry wyziszéj Zajaczkowskiego

Zasady algebry wyzszéj Wladystaw Zajaczkowski opracowal na podstawie wyktadow
prowadzonych w Szkole Politechnicznej we Lwowie. Autor we wstepie informuje: ,,Jéj
przeznaczeniem jest zaradzenie brakowi odpowiedniego dziela, ktoreby, jako podregcznik,
mozna poleci¢ stuchaczom* ([32], s. III). Oczywiscie Autor ma na mysli podrgcznik
napisany w jezyku polskim.

Ksiazka Zasady algebry wyzszéj podzielona zostata na pigtnascie rozdziatow. Sa to
kolejno: O liczbach, O dziataniach algebraicznych, O funkcyjach algebraicznych
w ogdlnosci, O funkcyjach pochodnych, O pierwiastkach funkcyj catkowitych jednéj
zmiennéj, O funkcyjach symetrycznych pierwiastkow i o rugowniku, O réwnaniach alge-
braicznych, Rozwiqzanie rownan algebraiczne, Rozwiqzanie rownan arytmetyczne,
O funkcyii algebraicznéj i wymiernéj i utomkowéj, O funkcyjach algebraicznych uwi-
ktanych, O wyznacznikach, Zastosowanie teoryi wyznacznikow do rozwiqzania uktadu
rownan algebraicznych, Teoryja form kwadratowych. Ksiazka zostal oparta na wykta-
dach odbywajacych si¢ w Szkole Politechnicznej we Lwowie. Czas tych wykladow
mozna oszacowac na podstawie czasu pracy Zajaczkowskiego w Szkole Politechniczne;.
W latach 1876—1898 Zajaczkowski prowadzit wiele kurséw matematyki, a zwykle byt to
kurs wyzszy matematyki. Z roku akademickiego 1878/79 zachowat si¢ program wyktadu
(za [8]), w ktorym wyraznie zaznaczono zagadnienia z zakresy algebry, a hasta wy-
mienione w tym programie zblizone sa do tematdéw rozdziatow Zasada algebry wyzszéj.

3 O burzliwych losach Kretkowskiego i Zajaczkowskiego na Uniwersytecie Lwowskim mozna przeczytad
w: D.Ciesielska, Sprawa doktoratu Wiadystawa Kretkowskiego, Dzieje matematyki polskiej 1I, Wyd.
Uniwersytetu Wroctawskiego, Wroctaw, 2013, 7-38.

* Wigcej informacji mozna znalezé: S. Domoradzki, Z. Pawlikowska-Brozek, D. Weglowska (red.): Stownik
biograficzny matematykéw polskich , Panstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa, Tarnobrzeg, 2003.
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W spisie wykladow zgloszonych na Uniwersytecie Lwowskim na poczatku lat
80. XIX wieku dostepnym w Archiwum Obwodowym we Lwowie nie udato’ si¢ znalezé
zadnego wyktadu z zakresu samej algebry.

Zajaczkowski zaprezentowal oryginalne ujgcie tematu. Lista monografii i artykulow,
na ktore si¢ powotuje jest pokazna. Warto zwroci¢ uwage na duzy nacisk na zapre-
zentowanie efektywnych metod oraz metod numerycznych. Pobiezny oglad tytutow
sktania do refleksji nad pojawieniem si¢ haset z zakresy analizy matematycznej w ksiazce
poswigconej algebrze, jednak zaliczenie elementow rachunku rézniczkowego do algebry
w tamtych czasach nie bylo nietypowym rozwiazaniem®. Szczegblowe przedstawienie
zawartosci catej ksiazki nie wydaje si¢ celowe. Tylko te, ktorych znaczenie dla mono-
grafii jest wyjatkowe oraz zawieraja bardzo interesujace tre$ci zostana szczegOtowo
zaprezentowane. Sa to na przyktad rozdziaty o algebraicznych i numerycznych metodach
rozwiazywania rownan algebraicznych, o funkcjach symetrycznych pierwiastkow row-
nania algebraicznego oraz zastosowaniu teorii wyznacznikéw do rozwiazywania uktadow
rownan algebraicznych.

2.2 Rozdzial VI O funkcjach symetrycznych pierwiastkow i o rugowniku

Wprowadzone zostalo klasyczne twierdzenie o zwiazku wspotczynnikow roéwnania
algebraicznego oraz warto$ci kolejnych funkcji symetrycznych pierwiastkow rownania alge-
braicznego. Jednak Zajaczkowski nie poprzestaje na tym prostym zwiazku, podaje i dowodzi
twierdzenie: ,Kazda funkcyja symetryczna i wymierna pierwiastkow funkeyi catkowitéj’
f(2) jednéj zmiennéj z daje si¢ przedstawi¢ pod postacig funkcyi wymiernéj wspotczynni-
kow téjze funcyi.” ([32], s.70).

Kolejne cztery paragrafy poswigcone zostaty teorii eliminacji zmiennych. W pierwszym
z nich przedstawione zostalo pojecie rugownika dwoch wielomianéw jednej zmiennej,
a w nastgpnym twierdzenie jednoznacznie zwiazujace istnienie wspolnych pierwiastkow
dwoch wielomiandow z zerowaniem si¢ ich rugownika. Kolejny rozdziat to w istocie wpro-
wadzenie do dowodu twierdzenia Bézouta o liczbie rozwiagzan uktadu dwoch réwnan
algebraicznych, czyli twierdzenie o tym, ze liczba wspolnych rozwiazan dwoch rownan
algebraicznych nie przekracza iloczynu stopni tych rownan. Zajaczkowski dowodzi, ze sto-
pien rugownika dwoch wielomianow dwoch zmiennych jest iloczynem stopni tych
wielomianow. W rozwazaniach tych konieczne jest prawidlowe wprowadzenie pojgcia
krotnosci przecigcia dwoch krzywych. Przyjmuje sig, ze pojecie to, jako pierwszy,
w roku 1873r. prawidlowo okreslit G. H. Halphén (zob. [9]). Zajaczkowski mogt,
w trakcie pisania monografii, zna¢ te wyniki, jednak tres¢ wykladu tego nie potwierdza®.

W paragrafie Twierdzenie Bézout’a Zajaczkowski podaje twierdzenie w bardziej
ogolnej postaci:

»l...] k funkcyj odpowiednio stopnia n,,n,,...,n, z k zmiennymi posiada nn, -...-n,
rozwiqzan.” ([32], s. 83)

Znajduja sig¢ tam za$, na rok akademicki 1882/3, propozycja Kretkowskiego wyktadu Teorya czwarkow
Wiliama Hamiltona wraz z niektoremi zastosowaniami do geometryi.
® Warto zwroci¢ uwage, ze w latach 70-80 XX wieku w polskich szkotach rowniez formalnie zaliczano
podstawy analizy matematycznej do algebry.
' Zajaczkowski ma na mysli wielomian algebraiczny.
8 W bibliotece PL znajdowaty sig tylko powstaty pozniej traktatu Halphena z teorii funkcji eliptycznych.

133



Wypowiedz zostala uzupelniona pewnym wywodem, ktory zapewne Zajaczkowski
uwazal dowod. Niestety taka wersja twierdzenie Bézouta wymaga wigkszej formalizacji
wprowadzonych poj¢¢, a ta nastapita pdzniej.

2.3 Rozdzial VIII Rozwiqzanie rownan algebraiczne

Pierwszy paragraf rozdzialu zawiera metod¢ Cardano rozwiazania dowolnego rownania

stopnia trzeciego. Wprowadzone zostato podstawienie x = z ——, ktore sprowadza wyj$ciowe
a

rownanie ax’ +3bx”> +3cx+d =0 do prostszej postaci z’ +gz+r=0. Nastgpnie uzyto
podstawienia z=u+v doprowadzajacego drugie rownanie do ukladu 3uv+¢g=0 oraz
3

u’ +v* +r =0, z ktérego tatwo otrzymuje si¢ rownanie u® + ru’ — %7 =0

Zajaczkowski przedstawia takze metode rozwiazania réwnania stopnia czwartego;
zwanego przez niego , rownaniem dwukwadratowym”. Oczywiscie rozpoczyna od
podstawienia, dzigki ktéremu sprowadza roéwnanie stopnia czwartego do prostszej
postaci, w ktorej nie ma skladnika stopnia trzeciego. Nastgpnie nie stosuje metody
Ferrary, a wykorzystuje podstawienie Eulera z =u+v+ w, analogiczne do podstawienia
Cardano. Podstawienie to doprowadza go w rozwazaniach do uktadu trzech réwnan
algebraicznych, ktory prowadzi do réwnania stopnia trzeciego. Mamy zatem otwartg
droge do uzyskania rozwiazania. Niestety rozwiazanie to nie jest zupeilnie efektywne
i oczywiscie jawne wzory nie zostaly podane.

Najbardziej przyciagaja uwagg nastgpne paragrafy, zatytutowane kolejno: Niemoznosé
rozwiqzania algebraicznego rownan algebraicznych ogolnych stopni wyzszych nad
czwarty, Rownanie Abela, Réwnanie Abela, ktérego pierwiastki tworzq jednq grupe,
Rozwiqzanie algebraiczne rownan dwuwyrazowych. W paragrafach tych Zajaczkowski
odwotuje si¢ do wielu oryginalnych prac, na przyktad w paragrafie Niemozebnosé
rozwiqzania algebraicznego roéwnan algebraicznych ogolnych stopni wyzszych nad
czwarty do prac Ruffiniego [25], Abela [1] oraz trzeciego wydania monografii’ Serreta
[22]. Zajaczkowski w tych paragrafach wylozyl wyniki teorii rownan algebraicznych
bezposrednio poprzedzajace wprowadzenie klasycznej teorii Galois'®. Rozpoczat od
dowodu twierdzenia Ruffiniego-Abela. Zacytujmy wypowiedz tego twierdzenia za
Zajaczkowskim:

»l...] rownanie algebraiczne stopnia wyiszego nad czwarty ze wspotczynnikami
ogolnymi nie moze byc¢ rozwiqzane algebraicznie, tj. Ze jego pierwiastkow nie mozna
przedstawic¢ pod postaciq funkcyj algebraicznych wspotczynnikow.” ([32], s.112)

W nastgpnych paragrafach przywotany zostat przypadek rownania stopnia wyzszego
niz 4, ktéore mozna rozwiaza¢ przez pierwiastniki, poprzedzony informacja o tym, ze
Abel dowiddt, ze wymierna zalezno$¢ migdzy wspdtczynnikami rownania redukuje prob-
lem do rozwiazania rownania stopnia nizszego, co moze w ostateczno$ci prowadzi¢ do

% Warto zwrocié uwage, ze jest to pierwsza ksiazka w ktorej opisana zostata klasyczna teoria Galois.
190 recepcji klasycznej teorii Galois w Polsce w XIX wieku mozna przeczyta¢ w [6].
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rownania rozwiazywalnego przez pierwiastniki. Szczegdélowo zostato rozwazone row-
nanie Abela postaci:

204+ 4z+1=0

na przykladzie ktérego przedstawiona jest metoda wyznaczania jego pierwiastkOw oraz
zilustrowane zostato pojgcie grupy pierwiastkéw rownania Abela. Na koniec Zajacz-
kowski zauwaza, ze przedstawiony zostat algebraiczny sposob rozwiagzania geo-
metrycznego zagadnienia wpisania w okrag siedemnastokata foremnego.

Brak w ksiazce rozdzialow poswigconych teorii Galois. Warto zwroci¢ uwagg, ze teoria
ta interesowal si¢ Wiadystaw Kretkowski, przyjaciel Zajaczkowskiego. Zainteresowanie
potwierdza odnaleziony w spusciznie r¢kopis (prawdopodobnie Kretkowskiego) w ktorym
zaprezentowano klasyczna teori¢ Galois [26].

2.4 Rozdzial IX Rozwiqzanie rownan arytmetyczne oraz rozdzial X Rozwiqzanie rownan
arytmetyczne (dokonczenie)

W rozdziatach IX oraz X opisane zostaly numeryczne metody rozwiazania réwnan
algebraicznych. Obecnie, wraz z dominujaca rola komputerow, nastapil gwaltowny wzrost
zainteresowania metodami numerycznymi. Opisane przez Zajaczkowskiego metody rozwia-
zywania rownan w XIX wieku nalezaly do kanonu akademickiego wyksztatcenia, szczegdlnie
wyksztatcenia technicznego. Rozwazania rozpoczyna twierdzenie, ktore w istocie jest pewna
wersja twierdzenia Darboux o przyjmowaniu warto$ci posrednich. Nastepne twierdzenie —
twierdzenie Rolle’a — stuzy gtéwnie do wprowadzenie wniosku o lokalizacji rze-
czywistych pierwiastkdbw rdwnania algebraicznego: ,,miedzy dwoma kolejnymi pier-
wiastkami rownania Df(x)=0 znajduje si¢ co najwyzej jeden pierwiastek réwnania
f(x)=0". Kluczowe w tym rozdziale jest przedstawienie oraz zilustrowanie na konkre-
tnym przyktadzie metody Sturma w jej klasycznej postaci. Zajaczkowski, po dtugim i ra-
czej nieczytelnym dowodzie twierdzenia Sturma, wyprowadza, jako proste zastosowanie
metody do przedzialu o koncach 0 oraz +co, metod¢ znakéow Descartesa: ,,I108¢ pier-
wiastkéw rzetelnych i dodatnich réwnania f(x)=0 nie moze by¢ wigksza od iloSci
przemian znakéw, zachodzacych w szeregu wspotczynnikéw tego rownania”. Finalnie
zaprezentowana zostata metoda Fouriera—Boudana., ktorej podstawg stanowi tablica:

f(),Df (x),D*(x),.... D" f (x).

Szereg warto$ci przyjmowanych przez tak otrzymane funkcje umozliwia wyznaczenie
w wybranych przedziatach, z doktadnoscia do parzystosci, liczby pierwiastkow réwnania
f(x)=0. W rozdziale X zaprezentowano metod¢ wyznaczenia catkowitych pierwiast-
kéw unormowanego réwnania o calkowitych wspoétczynnikach. Ponadto podano algo-
rytm Newtona, wraz z poprawka Fouriera, wyznaczanie z zalozona doktadnoscia niewy-
miernych pierwiastkéw roéwnania algebraicznego. Rozdziat konczy metoda Hornera''
wyznaczania dowolnych (wymiernych oraz niewymiernych) pierwiastkéw réwnania
algebraicznego; tzw. schemat Hornera dzielenia wielomiandéw jest zaledwie algorytmem
shuzacym do wyznaczania kolejnych réwnan.

' Zajaczkowski odsyta do pracy W.G. Hornera z roku 1819.
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2.5 Rozdzial X1V Zastosowanie teoryi wyznacznikow do rozwiqzania uktadu rownan
algebraicznych

Rozdziat otwiera paragraf o rozwiazywaniu uktadu réwnan stopnia pierwszego. Zajacz-
kowski definiuje uktad rownan stopnia pierwszego, a nast¢pnie informuje, ze ,.,feorya uktadu
rownan 1. stopnia zawarta w dwu twierdzeniach, ktore w najnowszych czasach udowodnit
p. Eugenijusza Rouché”. Zajaczkowski ma na mysli twierdzenie Kroneckera-Capellego'?
jednoznacznie okre$lajace warunki istnienia rozwiazania uktadu rownan liniowych. Jezyk,
ktorym si¢ poshuguje jest jezykiem wyznacznikéw. Definiuje wyznacznik gtéwny prosto-
katnego ukladu mmn elementdow (macierz o m wierszach i nkolumnach), czyli we wspot-
czesnym jezyku minor gtéwny macierzy. Znane twierdzenie o postaci rozwiazania uktadu
n réwnan liniowych o n niewiadomych Zajaczkowski formutuje jako prawidto bedace
szczegblnym przypadkiem, gdy wyznacznik gtéwny ma rzad réwny liczbie niewia-
domych:

., Wartosci niewiadome x, ..., x,, przedstawiajq sie pod postaciq utomkéw o wspolnym

m
mianowniku; mianownik wspélny wartosci na niewiadome Xx,,...,x,, jest wyznacznikiem
gtownym uktadu, a kazdy licznik otrzyma sie, gdy w wyznaczniku gtéwnym, elementy
kolumny tego samego wskaznika, co niewiadoma, zastqpi si¢ przez odpowiednie wyrazy
wiadome.”

Bardziej interesujacy jest drugi paragraf: Uktad dwu rownan stopni wyzszych. Na
wstepie zaprezentowany zostat sposéb Eulera rugowania jednej zmiennej z uktadu dwoch
rownan algebraicznych dwoch zmiennych (o metodzie Eulera w [7]). Zajaczkowski
dodaje uwagg, ze otrzymany w ten sposob rugownik jest identyczny z wyznaczonym za
pomoca funkcji symetrycznych. Zaprezentowana zostala réwniez metoda Sylvestera
rugowania zmiennej — metoda zwana dyalityczng — ktéra daje wynik identyczny z metoda
Eulera. Zwracajac uwagge na niedogodnos¢ metod Eulera i Sylvestera, ktore prowadza do
wyznacznikow wysokich stopni, Zajaczkowski prezentuje metodg Bézouta (mozna o niej
przeczyta¢ w [7] oraz [29]) i ocenia ja bardzo wysoko.

3 Zakonczenie

Wybrano do przedstawienia zaledwie kilka zagadnien poruszonych w wykladzie
algebry Zajaczkowskiego. Kierowano si¢ gléwnie zwiazkiem z teoria eliminacji,
a szczegblnie podstawowym dla niej oraz dla geometrii algebraicznej twierdzeniem
Bézouta. Dodatkowo zwrdcono uwagg na teori¢ rownan algebraicznych. Brak jednak
odniesien, poza podstawowymi, do polskich i zagranicznych dziet z zakresu algebry.
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PREDOHRA K SCHEMAM
JAN CIZMAR

Abstract: A. Grothendieck has declared in his Eléments de géométrie algébrique the
following four disciplines to be preliminaries of his theory of schemes: commutative
algebra, theory of categories, homological algebra and theory of sheaves. The goal of this
paper is to give a short survey of notions and results serving to the construction of the
theory of schemes.

1 Uvod

Zéakladné koncepcie algebrickej geometrie boli v 20. storo¢i v priebehu necelého
polstorocia dvakrat podrobené radikdlnym zmenam, ktoré zretelnejSie nez vo vécSine
ostatnych matematickych disciplin odzrkadl'ovali istii vSeobecnt tendenciu vyvoja. Tato
tendencia sa prejavovala v Usili zapajat’ do Strukturdlnej vystavby disciplin ¢oraz vo
vacSom pocte a rozsahu metody, vysledky a prostriedky nielen blizkych a pribuznych
disciplin, ale neraz aj odborov s podstatne odliSnym predmetom Stadia. Osobitne
vyznamnu ulohu v tomto smere nadobudali nielen odbory, ktoré tvorili tradicnt teo-
reticki a metodologicka zakladiu inych disciplin — ako napr. matematicka analyza
a tedria diferencialnych rovnic pre diferencidlnu geometriu alebo algebra pre algebricka
geometriu — ale aj novo etablujuce sa discipliny vyssej abstraktnej urovne, akymi boli
napr. topolégia v prvych desatroCiach storoCia a tedria kategorii od zacCiatku druhej
polovice 20. storocia.

Charakteristickou ¢rtou vyvoja algebrickej geometrie od polovice 20. rokov do polovice
40. rokov 20. storocia bola postupna zmena jej hlavnej algebrickej bazy z linearnej algebry
a tedrie polynémov nad polom komplexnych ¢isel — metodologického okruhu prizna¢ného
pre taliansku Skolu — na teériu idedlov v okruhu polynémov spravidla nad algebricky
uzavretym pol'om. Tento pristup k formovaniu zakladov algebrickej geometrie v ucebnicove;j
— a v SirSom chapani aj v nducnej — literatiire pretrvaval prinajmensom do r. 1960. Prvym
vrcholom tohto vyvoja bola publikacia klasickej monografie André Weil: Foundations of
algebraic geometry (American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 1946), ktora
na baze tedrie idedlov a d’alSich pokrokov komutativnej algebry vratane najnovsich stidobych
vysledkov z prvej polovice 40. rokov (ku ktorym vydatne prispel aj autor monografie)
transformovala do nového jazyka vsetky dolezité¢ tradicné okruhy algebrickej geometrie
a v inpirativnom nacrte predstavila perspektivy spojenia algebrickej geometrie s metdodami
relativne novych a dynamicky napredujicich oblasti matematiky, ktoré sa stali zdkladom
modernizacie a povznesenia algebrickej geometrie na vyssiu troven abstrakcie v d’alSej etape
jej rozvoja.

Knizna produkcia v oblasti algebrickej geometrie v nasledujicom poldruhadesatToci je
reprezentovand jednak dielami, ktoré paralelne spajaju klasické témy a metédy prameniace
prevazne z talianskej Skoly s novymi metodami idedlovej koncepcie, jednak monografiami
informagného zamerania, ktoré v detailoch spresiiuju a dopinaju Weilovu knihu. K prvému
okruhu patri napr. trojzvizkové metodicky vysoko hodnotné dielo W. V. D. Hodge — D. Pe-
doe: Methods of algebraic geometry (Cambridge, 1. diel 1947, II. diel 1952, III. diel 1953)
alebo prehl'adna kniha M. Baldassary: Algebraic varieties (Springer, Berlin, 1956); k dielam
druhého druhu mozno zaradit' Utlu knizku P. Samuel: Méthodes d’algebre abstraite en
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géométrie algébrique (Springer, Berlin etc., 1955) alebo prehl'adné, rozsahom stru¢né dielo
S. Lang: Introduction to algebraic geometry (Interscience, New York, 1958).

Od zaciatku 50. rokov sa v literatire Casopiseckého charakteru zacali objavovat’ prispevky
svedciace o tendencii zaradit’ do metodologie algebrickej geometrie nové vysledky a metody
vypracované a osvedCené ako uzito¢né a produktivne v niektorych rychlo rozvijajucich sa
disciplinach blizkych aj zdanlivo znacne vzdialenych od algebrickej geometrie. Takymi
odbormi boli napr. tedria diferencovatelnych variet, homologicka algebra, tedria komplex-
nych funkcii niekol’kych premennych, zacinajica sa tedria kategorii a niektoré d’alSie. Bolo
len otazkou ¢asu, kedy spojenie tychto roznorodych prudov najde svoj vyraz v zjednocujuce;j
a zovSeobeciiujucej ucelenej teodrii, ktord na vysSej abstraktnej Urovni fundamentalnych
pojmov a na podstatne odlisnej metodologickej baze predstavi kardinalnu prestavbu zékladov
algebrickej geometrie v 20. storo¢i. Tato grandidzna uloha, triezvym odhadom realizovatel'na
v ramci intenzivneho tvorivého vzopdtia jednou generaciou Spickovych odbornikov, bola
v podstatnych rysoch splnena za polovicu desatrocia jedine¢nou vedeckou osobnostou —
Alexandrom Grothendieckom.

2 Styri zdroje a $tyri zlozky teérie schém

A. Grothendieck (nar. 1928) v uvode k prvému dielu svojej rozsiahlej monografie
Elements de géométrie algébrique, pozostavajiicej z dsmich dielov v trinastich zvizkoch,
za Styri zékladné zdroje svojej tedrie schém oznafuje komutativnu algebru, algebricka
topologiu, teodriu kategorii a tedriu zvazkov. Tieto Styri odbory s rozliénou dobou vzniku
a s rozlicnymi cestami vyvoja sa v Grothendieckovej novej koncepcii zakladov alge-
brickej geometrie stali nielen jej metodologickym zakladom, zdrojom zakladnych
objektov, vysledkov a pracovnych prostriedkov, ale niektoré ich objekty, vlastnosti,
vysledky a postupy vosli po prislusnej nenasilnej adaptacii do vecného obsahu novej
koncepcie algebrickej geometrie. (V pripade algebrickej topologie ide presnejSie skor
o homologicku algebru.)

V nasledujucom texte je uvedeny struény — a zakonite neuplny — prehl'ad délezitych
idei uvedenych Styroch disciplin, ktoré zohrali vyznamnu tlohu pri budovani teérie
schém.

2.1 Komutativna algebra 1920-1960

Korene discipliny, ktora sa vyvinula na komutativnu algebru v chdpani matematiky
20. storocia, tkveju v nemeckej algebre a tedrii ¢isel poslednych dvoch desatroéi 19. sto-
roc¢ia. Prvé kroky k formovaniu nového odvetvia algebry urobili R. Dedekind a L. Kro-
necker pracami o Strukture ciselnych poli. V stvislosti s tymito Struktiirami sa objavili aj
pojmy okruh a idedl. Tuto fazu Gvodneho vyvoja discipliny uzavrel v poslednom
desatro¢i 19. storocia D. Hilbert rozsiahlym traktatom Die Theorie der algebraischen
Zahlkorper (Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 4(1897), 175-546). Definiciu abstraktného
pol'a uviedol ako prvy H. Weber r. 1893. V rozvijani teoérie tychto Struktar pokracovali
v prvom desatro¢i 20. storo¢ia K. Hensel (1908) a E. Steinitz (1910). Prvii ucelent teoériu
idealov v okruhoch polynémov publikoval ¢asopisecky r. 1905 E. Lasker. (Prirodzene,
v tomto ¢lanku budu zmienky len o tych témach komutativnej algebry, ktoré maji priame
uplatnenie v algebrickej geometrii.)
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Prva etapa uspesného rozvoja komutativnej algebry po 1. svetovej vojne je spita
s ucinkovanim E. Noetherovej v Géttingene. Jej algebricky seminar v 20. rokoch spolu so
seminarom E. Artina v Hamburgu od 2. polovice 20. rokov boli strediskami vychovy
talentovanych mladych vedcov, ktori vyrazne prispeli k formovaniu komutativnej algebry
ako samostatnej vetvy algebry. Hlavny smer zamerania vedeckej ¢innosti E. Noetherovej
sa uberal v duchu Hilbertovej metodologie vystavby matematickych disciplin, totiz v usili
postavit’ tedriu konkrétnej oblasti na axiomaticko-deduktivny zaklad. To je u Noetherovej
zretelné v jej rozvijani tedrie komutativhych okruhov a Specidlne v tedrii idealov
v komutativnych okruhoch, osobitne v teorii idedlov v okruhoch polynémov nad komu-
tativnym okruhom, resp. pol'om koeficientov. Na rozdiel od E. Noetherovej, ktora vyklad
svojich prac viedla v striktne algebrickom duchu, jeden z jej prvych a najuspes$nejSich
ziakov, B. L. van der Waerden, hned’ svoj prvy ¢lanok Zur Nullstellentheorie der
Polynomideale (Math. Ann. 96(1926), 183-208) venoval transpozicii Noetherovej alge-
brickych vysledkov do tematiky a jazyka novej koncepcie algebrickej geometrie. V nej
algebricka varieta n-rozmerné¢ho (afinného) priestoru nad polom P je definovana ako
mnozina vSetkych korenov idedlu a v okruhu R = P[xl,...,xn] polynémov n neurcitych
nad polom P, v pripade ireducibilnej variety prvoidealu p. Faktorovy okruh R/p je oblast’
integrity a jej podielové pole ma tvar P(¢,,....&,), kde & = x,(mod p). ,,Bod“ (&,...,&,)
anulujuci vsetky generatory idedlu p (aj vSetky polyndomy idealu p) sa nazyva
vS§eobecnym nulovym bodom idealu p aj v§eobecnym bodom variety M tvorenej vSetkymi
korenmi idedlu p. Kazdy iny ,,bod“ anulujuci vsSetky polyndémy idealu p, majici za
suradnice n-ticu s mensim poctom algebricky nezavislych neurcitych, nez je ich pocet
vmnozine {£....&,}, sa nazyva Specidlnym nulovym bodom idealu p (neskor
Specializaciou nulového bodu (&.....¢,)) aj Specidlnym bodom variety M (neskor

Specializdciou v§eobecného bodu variety M). — V d’alSom vyvoji algebrickej geometrie sa
pojem vseobecného bodu ustalil na termine generujiici bod (angl. generic — Weil, Zariski,
Samuel).

Poslednym zasadnym prinosom van der Waerdenovej prvej prace zameranej na
prestavbu zakladov algebrickej geometrie bolo zavedenie rozmeru (dimenzie) prvoidealu
p (aj variety M vsetkych korenov idealu p) ako stupna transcendentnosti pola P(é,‘1 ,...,é,‘n)

nad polom P. (E. Noetherova zaviedla pojem rozmeru ako maximalnu dizku klesajuceho
retazca prvoidealov okruhu R obsahujtcich prvoideal p.)

V ¢lanku Der Multiplizititsbegriff der algebraischen Geometrie (Math. Ann.
97(1927), 756-774) van der Waerden zaviedol pojem Specializdcie zachovdvajiicej
reldciu (nem. relationstreu) ako prostriedok vyjadrenia nasobnosti podvariety, ktora je
prienikom dvoch variet. Nasobnostou podvariety sa nazyva cislo, ktoré vyjadruje pocet
vyskytov podvariety vo vysledku rieSenia vSeobecného problému, v ktorom neurcité
parametre boli nahradené Specializdciou. Tedria Specializacie a nasobnosti bola exaktne
spracovana vo vys§ie spomenutej Weilovej monografii.

V ¢lanku o zovseobecneni Bézoutovej vety z r. 1928 van der Waerden zaviedol pole
nekonecného stupna transcendentnosti nad zakladnym polom. Neskor toto pole doplnené

poziadavkou algebrickej uzavretosti A. Weil nazval univerzdlnym polom.

Monografia B. L. van der Waerdena Moderne Algebra (Springer, Berlin, 1. diel 1930,
II. diel 1931), hoci aj nebola priruckou komutativnej algebry, obsahovala vsetky pod-
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statné vysledky tedrie idealov, ¢im ciastoCne plnila aj tlohu vhodnej pomocky pre
algebricka geometriu.

V sérii fundamentalnych ¢lankov Zur algebraischen Geometrie v Casopise Mathe-
matische Annalen, z ktorych prvy vysiel r. 1933, predposledny — devétnasty r. 1958
aposledny r. 1971, sa van der Waerden zameriaval prevazne na UplnejSie a presnejSie
rieSenie problémov spractvanych predtym metdédami talianskej skoly.

Medzitym r. 1935 vySla monografia Idealtheorie (Springer, Berlin) W. Krulla, taktiez
ziaka E. Noetherovej a E. Artina, vysoko hodnotna a uzito¢na pre algebricku geometriu
idealovej koncepcie. Zaoberala sa o. i. podrobne metéodou ohodnotenia, ktora O. Zariski
v 40. rokoch rozvinul na mimoriadne U¢inny prostriedok studia algebrickogeometrickych
problémov, S$pecidlne biraciondlnych koreSpondencii. ESte vyznamnejSiu tlohu zohral
pojem lokdlneho okruhu zavedeny Krullom r. 1938, ktory sa v prvom pouziti A. Weilom
a O. Zariskim a v neskorSom hojnom pouziti P. Samuelom osvedc¢il ako vel'mi vhodny
prostriedok stidia lokalnych vlastnosti algebrickych variet a algebrickych Struktur k nim
prislusnych.

V druhej polovici 30. rokov vysli dve vyznamné monografie, ktorych autormi boli
Spickovi predstavitelia komutativnej algebry a algebrickej geometrie. Boli to publikacie
O. Zariski: Algebraic surfaces (Springer, Berlin, 1935) aB. L. van der Waerden:
Einfiihrung in die algebraische Geometrie (Springer, Berlin, 1939). S odstupom c¢asu bez
znalosti motivov a pozadia ich tvorby sa nezdaju jasnymi priiny a dovody, preco sa
obaja autori vyhli pouzitiu idealovej koncepcie spracovania zakladnych objektov
algebrickej geometrie a vlastnosti tychto objektov. Kym u O. Zariského to mozno ospra-
vedlnit’ menSou rozvinutostou bazovej teorie (Krullova Idealtheorie vySla v tom istom
roku vtej istej sérii Ergebnisse der Mathematik vydavatel'stva Springer) a tesnou
spétostou tematiky s talianskou Skolou, u B. L. van der Waerdena ako prvého tvorcu
zakladov idealovej koncepcie algebrickej geometrie je zamerné vyhybanie sa pouzivaniu
idedlov v algebrickej geometrii sotva pochopitel'né a ospravedlnitelné napriek jeho
pokusu o vysvetlenie takéhoto postupu v predhovore k vydaniu knihy. Skér sa mozno
domnievat’ — a silné indicie pre taki domnienku poskytuje aj koreSpondencia van der
Waerdena z toho obdobia — Ze hlavnymi motivmi uprednostnenia metdd talianskej Skoly
v zakladnej koncepcii Einfiihrung bola politicka situacia charakterizovand politickym
a vojenskym zblizovanim nacistického Nemecka a faSistického Talianska a zjavné ci
skryté tlaky oficialnych miest demonstrovat’ spolupracu oboch krajin aj v oblasti vedy,
kultury a d’alsich sfér spolo¢enského zivota. Mozno len l'utovat, Ze z pri¢in cudzich vede
van der Waerden premeskal prilezitost pozdvihnut zaklady algebrickej geometrie
dokladnou aplikaciou tedrie idedlov na vyssi stupen abstrakcie a Specidlne, ze nedospel
k spracovaniu vnutornej geometrie algebrickej variety V v afinnom priestore nad pol'om
k metédou idedlov v suradnicovom okruhu k[V], ¢im by sa bol dostal k predobrazu

afinnej schémy.

Druha polovica 30. rokov a prva polovica 40. rokov nevniesli explicitne z ko-
mutativnej algebry do algebrickej geometrie také zavazné pojmy, akymi sa ukazali vo
van der Waerdenovom predvedeni vSeobecny bod, rozmer a Specializacia. Aritmeticka
teoria poli algebrickych funkcii od H. Hasseho, taktiez jedného z predstavitelov nemec-
kej algebrickej Skoly E. Noetherovej a E. Artina, nevzbudila v ¢ase svojho uverejnenia
r. 1942 taku pozornost’, aka jej z pohladu neskdr odhalenych suvislosti so zakladmi
algebrickej geometrie prindlezala. V turbulentnych rokoch 2. svetovej vojny sa niektori
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Celni predstavitelia komutativnej algebry a algebrickej geometrie — pokial’ im to okolnosti
umoznovali — zaoberali problematikou spresnovania kardinalnych pojmov a rozsirovanim
oblasti potencialneho uplatnenia v algebrickej geometrii. A. Weil za osobného odborného
prispenia a vydatnej moralnej podpory niektorych kolegov, osobitne C. Chevalleyho
a O. Zariského, pripravil r. 1944 do tlace fundamentalne dielo Foundations of algebraic
geometry (vyslo r. 1946 v New Yorku ako Collogium Publi-cation vedeckej spolocnosti
American Mathematical Society), prezentujuce idealova koncepciu zakladov algebrickej
geometrie, zahriiujucu algebrickogeometrick transpo-ziciu podstatnych vysledkov
komutativnej algebry od r. 1920, relevantnych vzhl'adom na obsah algebrickej geometrie.
Diclo bolo vydané tlacou eSte niekolkokrat — naposledy r. 1989 — pricom prvé
revidované a doplnené vydanie, ktoré vyslo r. 1962, bolo rozsirené o najnovsie vysledky
algebrickej geometrie a jej pomocnych disciplin, scasti publikovanych Casopisecky alebo
formou kurzu seminarnych prednasok pripravenych samotnym autorom alebo spolu-
pracovnikmi. Taku formu mal zaznam série A. Weil: Fibre spaces in algebraic geometry
(Notes by A. Wallace, University of Chicago, 1949, 1952), signalizujicej nastup alge-
brickotopologickych metéd do skiimania objektov algebrickej geometrie.

Specifick Glohu v rozvoji komutativnej algebry najmai z aspektu jej aplikovatelnosti
v algebrickej geometrii zohral O. Zariski na jednej strane sériou svojich fundamentalnych
¢lankov v 40. rokoch, zameranych na riesenie dlhodobych kardinalnych problémov alge-
brickej geometrie (nasobnost’, redukcia singularit, exaktné podlozenie parcidlnych teorii
ai.) novymi prostriedkami a metdédami komutativnej algebry, na druhej strane priamym
vstupom do procesu zdokonalovania komutativnej algebry casopiseckou tvorbou a vy-
danim klasického diela Commutative algebra I, II (spoluautor P. Samuel; Van Nostrand,
Princeton, 1. diel 1958, II. diel 1960).

K rozvoju poznania lokalnych vlastnosti algebrickych variet vyrazne prispela roz-
sahom skromna, ale obsahom bohaté knizka P. Samuela Mérhodes d algebre abstraite en
géométrie algébrique (Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Springer,
Berlin etc., 1955), ktorej terminologia zretel'ne dokumentuje pokrok od vydania Weilo-
vych Foundations (siradnicovy okruh, pole raciondlnych funkcii, lokalny okruh bodu
ai.).

Za Standard komutativnej algebry patriaci do prerekvizit tedrie schém mozno bez
zmen$ovania vyznamu inych dobovych priruc¢iek oznacit’ dvojdielnu monografiu O. Za-
riského a P. Samuela. Bola pisana zjavne so zdmerom poskytnit’ uzivatel'ovi dostatocne
obsazné a uplné kompendium komutativnej algebry, potrebné na porozumenie zédkladnym
a stredne naroénym monografidm o algebrickej geometrii. Sam Zariski v predslove
k prvému dielu uvadza, ze koncepcia i detaily diela vznikali pri pisani nikdy nedo-
koncenej anevydanej knihy o algebrickej geometrii, ktora mal pripravit na vydanie
v sérii Colloquium Publications Americkej matematickej spoloCnosti. Preto napisani
monografiu oznacil za ,,diet’a nenarodeného rodica“.

2.2 Teoria kategorii

Zo styroch disciplin, ktoré uviedol Grothendieck ako odbory, z ktorych teoéria schém
Cerpa svoje zédkladné metody a prostriedky, patri tedria kategdrii s tedriou zvézkov
k historicky najmlad$im. Prirodzene, stanovit' okamih zrodu ktorejkol'vek discipliny je
sotva mozné: retrospektivny pohlad nachadza jej zarodky v inych odboroch déavno
predtym, nez sa sformovala ako zjavne odlisna od blizkych predchadzajucich. Pri tedrii
kategorii je uloha sledovat’ proces jej prvotného vyvoja oto zlozitejSia, Zze disciplina
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vznikla arozvijala sa rieSenim problémov, v ktorych sa neoddelitelne preplictali
momenty vSeobecnej topoldgie, algebrickej topologie, homologickej algebry a subezne
vznikajucej teérie zvizkov. Aj pri sledovani neskorSiecho stavu vyvoja vsetkych tychto
disciplin byva casto zlozité odlisit, ¢i pojmy tedrie kategoérii maju svoju motivaciu
a svoje predobrazy v objektoch, relaciach a Strukturach uvedenych odborov, alebo je
poznanie kategorialnej povahy tychto predmetov vysledkom retrospekcie a projekcie
pojmov tedrie kategorii do tychto disciplin. V kazdom pripade je historickym faktom, ze
prvé stranky tedrie kategorii vysli v rokoch 1942—1945 z pera S. Eilenberga a S. Mac
Lana v suvislosti so sledovanim tematiky homologickej algebry.

Algebrickd geometria premrhala svoju historicktl prilezitost byt priekopnikom
a vyznamnym spolutvorcom teérie kategorii prezentovanim svojich pocetnych Struktar
prichl'adne kategorialnej povahy utvaranych na baze idealovej koncepcie. Smer
algebrizacie algebrickogeometrickych objektov a zobrazeni naStartovany van der Waer-
denom mal pri rozvijani do Sirky ahibky Sancu dopracovat’ sa pri systematickom
sledovani zvySovania abstrakcie a zovSeobecnovania ku konkrétnym kategoriam. Jednym
z prikladov je dneSny casto uvadzany jednoduchy a priehladny priklad kategorii
a funktora, ktory ich zvézuje: ide o kategoriu uzavretych mnozin (v Zariského topoldgii)
afinnych priestorov nad algebricky uzavretym polom k (afinnych k-variet), v ktorej
morfizmami st regularne zobrazenia, a kategoriu konecne generovanych k-algebier bez
nilpotentnych prvkov, v ktorej morfizmami si k-homomorfizmy k-algebier. Priradenie
X — k[X] suradnicového okruhu k[ X] ku kazdej uzavretej mnozine X je kontravariantnym
funktorom z prvej z tychto kategoérii do druhej. Jednoduchym preverenim vlastnosti tohto
funktora sa ukaze, ze kategorie su ekvivalentné.

Désledné stadium Struktary podvariet afinnej variety za subezného Stadia Struktary
idealov stradnicového okruhu afinnej variety privadza zakonite algebrickii geometriu na
prah definicie afinnej schémy — pojmu, ktory je zakladnym stavebnym kamenom
Grothendieckovej koncepcie objektov algebrickej geometrie.

2.3 Teoria zvizkov

Zaciatky tedrie zvizkov su spité s osobnostou J. Lerayho, ktory sa pocas pobytu
v nemeckom zajateckom tabore v rokoch 1940-1945 intenzivne zaoberal urCitymi
problémami algebrickej topologie, stivisiacimi s tematikou jeho predvojnovej vedeckej
prace. V prvych povojnovych rokoch 1946-1947 bola o vysledkoch jeho vyskumu
publikovana séria kratkych oznamov v Comptes rendus; podrobnejSie vysledky boli
postupne publikované Casopisecky. Tematika sa tykala abstraktnych komplexov nad za-
kladnym okruhom A a konStrukcie uréitych A-modulov priradenych k uzavretym
mnozinam topologického priestoru. Struktiru v suvislosti s pokrytim priestoru pome-
noval r. 1946 zvizkom (fran. faisceau, angl. sheaf, nem. Garbe, rus. nyyox).

Nevel'mi jasny a malo zrozumitelny Lerayho vyklad novej tedrie v kratkom cCase
upravili a niekol’kymi novymi pojmami doplnili a rozsirili H. Cartan a jeho ziak J.-L. Ko-
szul a na rozhrani 40. a 50. rokov tedriu zvidzkov d’alej rozvinuli A. Borel a J.-P. Serre.
Treba mat’ stale na paméti, ze tedria zvizkov sa minimalne v prvom desatToci svojej
existencie rozvijala v tesnej koexistencii s algebrickou topoldgiou a samu tato svoju
,matersku“ oblast’ obohatila celym radom novych uzitoénych pojmov a procedur.
V modernizacii algebrickej geometrie osobitne vyznamnu tlohu zohral rozsiahly Serrov
¢lanok Faisceaux algébriques cohérents (Ann. of Math. 61(1955), 197-298), prinasajici
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podrobnu tedriu koherentnych zvézkov — o kratky ¢as jedného z klIicovych pojmov
Grothendieckovej koncepcie zakladov algebrickej geometrie.

Pre menej zainteresovaného Citatela je azda vhodné pripomenut zjednodusenu
definiciu (bez pouZitia jazyka tedrie kategorii) predzviizku a zvizku. Aby krajne trividlna
definicia predzvizku, resp. zvizku mnoZin nebola zdrojom skreslenych predstav o tychto
Strukturach, bude v definicii re¢ o predzvazku, resp. zviazku griip.

Definicia 1. Nech X je topologicky priestor, (U ; ),. systém otvorenych mnozin

tvoriacich pokrytie priestoru X. Predzvizkom grap F na priestore X sa nazyva systém
(F (U ; ), Pu.u, ), U, Uic X, kde F(U,) je grupa pre kazdu otvorenti mnozinu U; € X

a oy, - F(U) — F(U)) je homomorfizmus grupy F(U;) do grupy F(U)) pre vnorenie U;

c U, , priCom st splnené podmienky:
0) F(D)=0
) pyy,  F (U,)— F(U,) je identické zobrazenie na F(U;) pre kazdu otvorent

mnozinu U; € X
(2) Ak Urc U;c U;,plati py, = oy y, © Py,

Definicia 2. Predzviazok grip F na topologickom priestore X sa nazyva zvizkom
(grip), ak spina nasledujuce dopliujiice podmienky:

(3) Ak U c X je otvorena mnozina, (V;); — systém otvorenych podmnozin tvoriacich
pokrytie mnoziny Uaf, g € F(U) sa dva prvky tej vlastnosti, ze f lv, = g| Vi
(zGzenie prvkov f, g na V;) pre kazdé i, tak f= g.

(4) Ak U c X je otvorend mnozina, (V;); — systém otvorenych podmnoZin tvoriacich
pokrytie mnoziny U, (s; |s; e F(V;)) — systém prvkov s; z kazdej grupy F(V)) tej
vlastnosti, ze s; | Vinyv,= Sj| Vi N V; (zGiZenie prvkov s; s; na prienik mnozin V; N
V), tak existuje (jediny) prvok s € F(U) tej vlastnosti, Ze s |Vi=s pre kazdé i.
(Unicita prvku s je zaru¢ena uz splnenim podmienky (3).)

V algebrickej geometrii sa pracuje so zvizkami grup, okruhov, ideadlov, modulov,
algebier atd’.

2.4 Homologick4 algebra

Zarodky homologickej algebry sa objavili v druhej polovici 19. storocia v pracach
B. Riemanna a E. Bettiho zavedenim ,,hiomologickych cisel”, ktorym exaktny zaklad dal
ku koncu storocia H. Poincaré. Tematiku posunula na vysSiu uroven abstrakcie
E. Noetherova zavedenim homologickych grup priestoru. Technika numerickych vypoc-
tov sa rozvijala v 30. rokoch 20. storocia. Sporadicky pribudali aj nové fundamentalne
pojmy, akym bol napr. koretazec, definovany r. 1938 H. Whitneym.

V rokoch 1940-1955 bol do homologickej algebry zavedeny cely rad pojmov, ktoré
dnes patria do Standardnej pojmovej sustavy tejto discipliny: funktory Tor a Ext pre
abelovské grupy, homoldgia a kohomoldgia griip a Liecho algebier, homoldgia neaso-
ciativnych algebier. Kohomolégie zvizkov a spektralne postupnosti sa objavili v procese
formovania tedrie zvéizkov.
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V polovici 50. rokov H. Cartan a S. Eilenberg sumarizovali a systemizovali vysledky
tohto vyvoja v monografii H. Cartan — S. Eilenberg: Homologickd algebra (Princeton,
Prin. Univ. Press, 1956). Okrem suhrnu dovtedy znamych vysledkov a metdd uviedli cely
rad tematickych okruhov spracovanych pomocou rozsireného abstraktnejSicho a vy-
konnejSiecho aparatu. Ako silny nastroj sa osvedcili derivacie funktorov definované
pomocou projektivnych a injektivnych rezolvent; ich pouzitim sa podarilo zjednotit’
predchadzajiice ro6znorodé tedrie homoldgii. Derivacie funktorov sa osvedc¢ili ako
produktivne nastroje aj v inych suvislostiach; napr. hl'adanie zakladnych motivov ich
zavedenia viedlo k pojmu abelovskej kategorie, hl'adanie netrividlnych prikladov projek-
tivnych modulov bolo motivom budovania algebrickej K-tedrie. A vSeobecne sa ukazalo,
ze toto nové smerovanie homologickej algebry sa prelinalo s modernizacnym pohybom
v poc¢etnych pribuznych i vzdialenejSich disciplinach, akymi boli algebricka topologia,
vSeobecna topologia, algebricka geometria, tedria zvizkov, tedria projektivnych prie-
storov a d’alSie. Mnohé nové idey a koncepcie v nich tvoria tematickil jednotu pojmov
a metdd niekol’kych disciplin, nerozdelitel'ni na separované zlozky stroho zaraditel'né do
jednotlivych odborov. Motivacna a inSpira¢na funkcia takychto idei a koncepcii je o€i-
vidna, rovnako ako zjednocujici uc¢inok tohto ovplyviiovania a spoluprace, vyustujuci
niekedy zakonite do zrodu novych idei a odborov. Z historicko-filozofického pohl'adu
bude tento proces urc¢ite hodnoteny ako potvrdenie jednoty matematiky, jednoty naru-
Sovanej neustalou tendenciou diferenciacie veducej k vzniku novych matematickych
odborov odhal'ujucich hlbsie, predtym nediferencované stranky matematiky, nasledova-
nej procesom integracie na vyssej urovni abstrakcie, ktorou sa oddelené odbory stretavaju
pod strechou zjednocujticej vSeobecnejsej a abstraktnejsej discipliny.

Pretoze zakladnym motivom pozornosti jednotlivym sledovanym disciplinam je ich
blizsia, v niektorych ohl'adoch znac¢ne tesna stvislost’ s algebrickou geometriou, je rele-
vantné spomenut’ niektoré konkrétnosti vzt'ahu homologickej algebry a algebrickej
geometrie v sledovanom historickom obdobi. Okrem fundamentalneho Serrovho ¢lanku
o koherentnych algebrickych zvédzkoch — spomenutého v predchadzajucej casti 2.3 —
ktory ma vyrazna a podstatni homologickoalgebrickt zlozku, je namieste uviest’ d’alSie
zasadné prispevky k uspesnému vzt'ahu homologickej algebry a algebrickej geometrie.
Zoznam je, prirodzene, krajne kusy bez najmensieho zameru sledovat’ tplnost’ poloziek
a ich vyznamovi hierarchiu. Citované pramene spiiiaju charakteristiku predchadzajtcich
riadkov — odzrkadl'uji komplexny pristup k téme a nemozno ich jednoznacne zaradit’ do
jediného z odborov opisanych v castiach 2.1 — 2.4. Ciel'om citacie je poskytnut’ Citatel'ovi
tituly zékladnej literatiry, v ktorych je nalezite prezentovany vecny obsah tematiky
nacrtnutej v predchadzajiicom texte tohto ¢lanku. Poradie titulov je chronologické.

Zariski O.: Algebraic sheaf theory (Bull. Amer. Math. Soc. 62(1956), 117-141)

Hirzebruch F.: Neue topologische Methoden in der algebraischen Geometrie (Springer,
Berlin, 1956)

Grothendieck A.: Sur quelques points d’algébre homologique (Tokohu Math. J. 9(1957),
119-221)

Grothendieck A.: The cohomology theory of abstract algebraic varieties (Proc. Int. Cong.
Math., Edinburgh, 1958, 103—-118)

Godement R.: Topologie algébrique et théorie des faisceaux (Hermann, Pariz, 1958)
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3 Zaver

Vystavba kompaktnej modernej matematickej tedrie na baze aktudlneho stavu
vedeckého vyvoja v Styroch $pickovych Specidlnych odboroch, navysSe z ktorych dva sa
konstituovali v minulosti tak nedavnej, ze ju zhladiska historickej dimenzie treba
povazovat’ za sucasnost, je jav v historii vedy jav nie prili§ ¢asty a jeho plny vyznam
bude mozné posudit’ az s nalezitym casovym odstupom. Je symbolické, Zze prestavba
zakladov algebrickej geometrie v ponati Grothendiecka — prislu$nika druhej generacie
¢lenov skupiny Bourbaki — sa spaja — ak nie v plnom rozsahu tvorivého prispenia, urcite
v duchu principidlneho usmeriiovania a duchovnej podpory — s menom J. Dieudonného
(1906-1992), jedného z najvyznamnejSich zakladajucich c¢lenov a prislusnika prvej
generacie Ucastnikov tvorivej vedeckej skupiny Bourbaki. Ak nie priamo zavaznej$im
podielom na tvorbe textu diela Eléments, uréite jeho Sirenim, rozsiahlou vecnou
propagaciou a popularizaciou, si Dieudonné ziskal nehynuce prvoradé zasluhy v obozna-
movani zainteresovanych kruhov svetovej matematickej komunity s novou globalnou
koncepciou algebrickej geometrie. Ostatne, osobitna intenzivna propagacna kampan
nového ponatia klasickej discipliny nebola potrebna. Strednd generacia inklinujuca
k predmetu pochopila bez vicSieho vysvetlovania, ze sa v koncepcii zdkladov tohto
predmetu udiala zdsadna zmena, ktora je hodna pozornosti a §tadia, a ak uz tato generacia
sama nezmenila orientaciu svojich vedeckych zaujmov, ¢asto na onl principialnu zmenu
upriamila pozornost’ mladsej generacie za¢inajucich talentovanych vedcov. Hlavne z ich
dielne vysli na konci 60. rokov a v prvej polovici 70. rokov prvé texty explikativneho
charakteru o teorii schém, zamerané zjavne na vyssie stupne univerzitného $tadia. (Podl'a
dnes$nej systemizacie i$lo o magisterské a doktorandské sStadium.) Jedny zprvych
ucebnych textov — proklamovanych ako provizoérne — boli skriptd ¢elnych predstavitel'ov
mladej generacie algebrickych geometrov. ,,Docasné a pomocné uéebné texty Ju. I. Ma-
nin: Lekcii po algebraiceskoj geometrii. Cast 1: Afinnyje schemy (Izdatel'stvo MGU,
Moskva, 1970) a D. Mumford: Introduction to algebraic geometry. Preliminary version
of chapters I-III (Cambridge, Harvard University, Mathematical Department, 1970),
didakticky transponované z monografie Grothendiecka do prijatel'ného jazyka, sa stali
Slabikarom, z ktorého hltali kapitoly novej tedrie Studentské Spic¢ky elitnych svetovych
univerzit, ale sa aj ucili slabikovat’ jej prvé slova Siroké vrstvy zaujemcov rézneho
povodu, rozli¢nej Grovne predbeznej pripravy, mensiecho rozhl'adu v ovladani moderne;j
matematiky a objektivne aj menSej miery talentu na tvoriva pracu v takej naro¢nej
oblasti. S nepatrnym ¢asovym posuvom vysla metodicky vynikajica monografia I. R. Sa-
farevi¢: Osnovy algebraiceskoj geometrii (Nauka, Moskva, 1972), ktora mala charakter
vysokoskolskej ucebnice, harmonicky spajajucej dolezité zaklady algebrickogeo-
metrickych koncepcii predchadzajicich etap vyvoja (talianska Skola, ideadlova koncepcia)
s didakticky majstrovsky podanou tedriou schém. Zamer poskytnut’ ¢o najskor kvali-
fikovanu informaciu SirSiemu okruhu zaujemcov potvrdzuje aj uverejnenie prvych dvoch
kapitol publikdcie v renomovanom a $iroko zndmom a dostupnom casopise Uspechi
matematiceskich nauk priblizne s dvojrocnym predstihom pred vyjdenim knihy. Kvality
monografie vyre¢ne potvrdzuji jej opakované vydania v nemeckom a anglickom pre-
klade.

Safarevi¢ova kniha sa nevenuje homologickym aspektom teérie schém. Tito medzeru
vzornym sposobom vypliiuje monografia R. Hartshorne: Algebraic geometry (Springer,
New York-Heidelberg-Berlin, 1977), spristupiiujica aj niektoré d’alsie tradi¢né a aktualne
okruhy algebrickej geometrie spracované novou technikou Grothendieckovych Eléments.
Z desiatok kniznych publikacii, reflektujucich v rokoch 1965-1980 vstup teodrie schém
ako zakladnej koncepcie do algebrickej geometrie, si z mnohych dévodov zasluhuje
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pozornost’ dvojdielna monografia P. Griffiths, J. Harris: Principles of algebraic geometry
(Wiley & Sons, New York etc., 1978), pozoruhodna doslednou aplikaciou novych metod
na komplexné variety. Toto dielo uz v prvej etape akceptacie idei a metod tedrie schém
ukazalo, ze tato tedria je nielen novym jazykom a technikou, ale aj ve'mi u¢innym a pro-
duktivnym nastrojom skumania klasickych objektov a rozsirovania obzorov ich poznania.

Tento kratky exkurz do etapy ,,krdtko po“ po predchadzajicom stru¢nom vylic¢eni
doby ,,tesne pred‘ chce naznacit’ zlozitost’” pokusov o dokladnu analyzu okolnosti zrodu
novej algebrickej geometrie po roku 1960 a prvého obdobia jej prieniku do systému
matematiky 2. polovice 20. storo¢ia. Vyrok D. Mumforda zo 70. rokov, ktorym oznacil
tiito algebricki geometriu za disciplinu 21. storocia, nezaznamenal ziadnu seridznu
negativhu oponenturu. Kvalifikované posudenie problematiky prispevku, tym viac
problematiky nasledujuceho obdobia vyvoja, ¢aka na povolané osobnosti. Zostava dufat’,
ze s odstupom cCasu sa vynoria.

Nalezity zoznam relevantnej literatury by bol neunosne rozsiahly. Okrem sporadic-
kych poznamok v texte moze zaujemcovi poskytnut’ mnoho vecnych informécii kniha [1]
a pristup historika odboru k parcialnej t¢éme mdze ilustrovat’ polozka [2].

Literatura

[1] Herrmann M., Stammler L., Sterz U.: Geometrie auf Varietiten. VEB — Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1975.

[2] Schappacher N.: A historical sketch of B. L. van der Waerden’s work on algebraic
geometry 1926—1946. In Gray J. J., Parshall K. H.: Episodes to the history of modern
algebra (1800-1950). American Mathematical Society, 2007.
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O ROZNYCH ASPEKTACH DZIALALNOSCI
PROF. J. PUZYNY (1856—1919) WE LWOWIE

STANISEAW DOMORADZKI

Abstract: Bases on the example of activities of mathematician J. Puzyna, the article will
concern university professor activities. These activities included not only the research and
their organisations, they also focused on the education of students and young researchers.
There will be also mentioned Puzyna's impact on the education of high school students,
concern for the fate of the university. There will be used documents that are in the Lvov
Regional Archives. Puzyna, a Lvov mathematician, by means of his monograph Theory
of analytic functions (1899-1900) became a part of the mainstream of the XXth century
mathematics. He showed a close shot of the theory of analytic functions compiled on the
basis of set theory. He is one of the precursors of the Lvov School of Mathematics.

1 Wstep

W artykule, na przyktadzie pracy matematyka J. Puzyny, zostanie ukazana dziatalnos¢
profesora uniwersyteckiego. Obejmowata ona nie tylko badania naukowe, dotyczyta ich orga-
nizacji, skupiala si¢ ona rdwniez na ksztatceniu studentéw i miodszych pracownikow nau-
kowych. Wykorzystane zostana dokumenty, ktore znajduja si¢ w Archiwum Obwodowym we
Lwowie ([9] i [10]). Puzyna zaliczany jest do prekursorow Lwowskiej Szkoty Matematy-
cznej.

1.1 Puzyna w literaturze

Jozef Puzyna (1856—1919) byl matematykiem lwowskim, ktérego wspomina m.in.
K. Kuratowski w [6] jako doskonatego specjalistg z teorii funkcji analitycznych, autora
dwutomowej monografii Teorya funkcyj analitycznych (tom I 1898, tom II 1900). Jego
dokonania, zaréwno naukowe, jak i dydaktyczno-organizacyjne dla rozwoju Polskiej
Szkoty Matematycznej ostatnimi latami zostajq coraz bardziej widoczne (zob. m.in.: [5],

(8], [11, [31, [4D-

Kierowal Katedra Matematyki Uniwersytetu Lwowskiego jako profesor nadzwy-
czajny w latach 1889—1892 i od 1892 roku jako profesor zwyczajny juz do konca zycia.
Byt bardzo dobrym wyktadowca i wykladal wiele roznych dziatow matematyki. Petnit
takze odpowiedzialne funkcje we wladzach uczelni: byt rektorem w r. a. 1904/5 i prorek-
torem w 1905/6, dziekanem Wydziatu Filozoficznego w 1894/95. Dzietem jego zycia by-
ta wspomniana juz Teorya funkcyj analitycznych, w ktorej nie tylko podat wyczerpujacy
wyktad funkcji analitycznych wraz z najnowszymi osiagnigciami w tej dziedzinie, ale
takze wyktad podstaw teorii mnogosci, topologii teoriomnogo$ciowej, teorii grup i teorii
powierzchni (bardziej szczegdtowo, zob.: [1], [3], [4], [7]). Dodajmy, ze juz w 1899 r. (1)
Puzyna prowadzil bezptatny wyktad Studia topologiczne dla studentéw Uniwersytetu
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Lwowskiego. Byl pierwszym prezesem Towarzystwa Matematycznego we Lwowie,
ktore powstatlo w 1917 1., jeszcze przed krakowskim Towarzystwem Matematycznym, to
z 1919 r., ktore zostato przemianowane p6zniej w Polskie Towarzystwo Matematyczne.

1.2 Kilka sléw o zyciu i tworczosci Jozefa Puzyny
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Informacja na jakie wyktady uczgszczat J. Puzyna w r. a. 1876/77 (wedtug kolejnosci
wykladali: W. Zmurko, O. Fabian, O. Fabian, T. Stanecki, T. Stanecki, O. Fabian,
W. Zmurko) ([107])

J. Puzyna byl dlugoletnim profesorem matematyki Uniwersytetu Lwowskiego,
pochodzit z rodziny ksiazecej, wywodzacej si¢ z Kozielska'. Rodzina ksiazeca Puzynow
ufundowata w Kozielsku klasztor skladajacy sig¢ z kilkunastu budynkéw. Puzyna urodzit
si¢ 19 marca 1856 r. w Martynowie Nowym?, w Galicji. Ojciec Wlodzimierz kniaz
Puzyna byl wiladcicielem dobr ziemskich. W 1875 r. ukonczyt stynne Iwowskie
Gimnazjum Franciszka Jozefa we Lwowie, nastgpnie zapisat si¢ na Wydzial Filozoficzny
Uniwersytetu Lwowskiego. Stuchat wyktadéw profesoréw: Zmurki, Czerkawskiego,
Staneckiego, Fabiana i Ochorowicza®. W r. a. 1877/78 stuzyt w wojsku austriackim,
gdzie uzyskat stopien c.k. porucznika rezerwy. W 1882 przystapil do egzaminu nauczy-
cielskiego z zakresu nauczania matematyki i fizyki w gimnazjum. Po pobycie w Uni-
wersytecie w Berlinie* doktoryzowat si¢ w 1883 r. w Uniwersytecie Lwowskim na pod-

! Kozielsk do potowy XIV w. byt ksigstwem udzielnym, nastepnie wszedt w sktad Wielkiego Ksiestwa
Moskiewskiego. W Kozielsku byt jeden z trzech specjalnych obozow NKWD, skad przewieziono polskich
oficerow do Lasu Katynskiego, gdzie dokonano brutalnego mordu na nich strzalem w tyt gtowy. Budynek
klasztoru ufundowanego przez Puzynéw w latach 1939—40 byl miejscem internowania polskich oficerow.

2 Martynéw Nowy — obecnie miejscowosé na Ukrainie (obwod iwanofrankowski).

> W roku 1874 otrzymat tytut doktora na Uniwersytecie w Lipsku po przedstawieniu dysertacji O warunkach
swiadomosci, wspotpracujac z prof. Wilhelmem Wundtem. Od roku 1881 byt docentem na Wydziale Filozo-
ficznym Uniwersytetu Lwowskiego, prowadzit psychologiczne i parapsychologiczne badania empiryczne, byt
prekursorem koncepcji psychologii nieswiadomosci, wyprzedzit w tym zakresie Freuda.

* Studiowal m.in. u Weierstrassa, L. Fuchsa, Kroneckera, J. Knoblaucha, brat udziat w seminariach Weierstrassa
i Kroneckera.
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stawie rozprawy O pozornie dwuwartosciowych okreslonych catkach podwdjnych, za$
w 1885 r. habilitowal si¢ na podstawie rozprawy O zastosowaniu uogdlnionych form
interpolacyjnych Lagrange’a i nastgpnie objat wyktady z matematyki jako docent.

2 Jézef Puzyna mniej znany

2.1 Uczen o Mistrzu

Juz w 1913 r. w Sprawozdaniach szkolnych Il Szkoty Realnej we Lwowie za r. sz.
1912/13 nauczyciel Ludwik Hordynski (1882—1920) (po6zniej pierwszy skarbnik
Polskiego Towarzystwa Matematycznego) w pracy Podstawowe twierdzenia rachunku
catkowego, nie tylko wprowadzit pojgcie calki oznaczonej, podal réwniez jej liczne
zastosowania. Pokazal na przykladzie w jaki sposéb teoria mnogosci wplywa na
zrozumienie i1 pogligbienie pojecia catki oznaczonej. We wstepie jego pracy, co jest wazne
dla historii matematyki w Polsce, czytamy m.in. o roli Jézefa Puzyny i wazno$ci nowe;j
dziedziny matematyki — teorii mnogosci:

W Polsce pierwszym, ktory podstawy tej teoryi (mnogosci), od lat kilku rozpo-
czynajqcy kazdy podrecznik analizy, przedstawil, jest Dr Jozef Puzyna. W dwutomowym
klasycznym dziele ,,Teorya funkcyj analitycznych” (Lwoéw) 1898 daje caly rozdziat
,Z teoryi mnogosci”. Zajmuje sie niemi tez w wysokim stopniu S. Dickstein w dziele
, Pojecia i metody matematyki”(Warszawa 1891). W zesztym roku ukazat sie ,,Zarys
teoryi mnogosci” Dr. Wactawa Sierpinskiego (Warszawa 1912), w ktérym w spo-séb
Scisty jasmy i gruntowny podane jest wszystko, co dotychczas w tej gatezi wiedzy
zrobiono. Brak w tej cennej ksiqzce zastosowan do analizy i geometryi, co ttumaczy autor
w  przedmowie , roznorodnosciq” tychze we wszystkich dziedzinach matematyki.
Zwolennicy teoryi mnogosci, ktérych mnogistami nazwacby mozna dzieki wielkiej
gruntownosci i scistosci, jakq ta nauka wprowadza do analizy i geometryi przeceniajq jej
wartos¢ na niekorzysc tych wszystkich zdobyczy, ktore staty sie udziatem matematyki na
innej drodze. Jak bowiem z jednej strony teorya mnogosci uczynita wiele zagadnien
precyzyjnymi nadata im prawdziwg scistos¢ naukowq tak tez z drugiej strony wieloma
postulatami, ktoremi sie zajmuje, wkracza juz w dziedzine czystej filozofii. A mate-
matyczna teorya mnogosci z czasem ulegnie z pewnosSciq potedze uprzystepniania
i bedzie znowu cegietkami tworczymi jakies wspaniatej budowli matematycznej. To tez
mimo zdobywania coraz szerszego prawa obywatelstwa w dziedzinach matematyki czystej
nie powinna teorya ta potepia¢ na pewnych zaloZeniach opartego, heurystycznego
sposobu poznawania pewnych czesci wiedzy matematycznej; sposobu tego wymaga
ekonomia czasu i wzglad na zastosowania praktyczne. A kazde zagadnienie najdrob-
niejsze tej teoryi moze z czasem przyczynic sie do epokowych odkry¢! Dlatego tez, bedaqc
wyznawcq wielkiej zasady: ,,Nauka dla nauki” w obronie ktorej tak dzielnie kruszyt kopie
genialny mysliciel H. Poincaré (,,Wartos¢ nauki”, przektad Silbersteina, Warszawa
1908). Sadzimy, ze czas by zdobycze teoryi mnogosci w szerszy wsiqkaty ogot.
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2.2 O pogladach dydaktycznych Puzyny

Puzyna w podaniu o dopuszczeniu do habilitacji przedstawil wiele cennych uwag
dotyczacych ksztalcenia studentow w zakresie matematyki. Zauwazyl, ze nie dos¢ jest
podawaé dowody a priori postawionych twierdzen, ale zarazem stawiaé siebie niejako
w potozeniu wynalazcy dochodzqcego do prawd jako do wnioskow. Takie podejécie, zdaniem
Puzyny, bedzie skutkowa¢ w przysztosci proba samodzielnej pracy naukowej. Dodajmy
jeszcze, ze w proponowanych wyktadach Puzynie zalezalo na reprezentacji w dydaktyce
kierunku czysto syntetycznego. Uwzglednitbym [...] zatem éw najnowszy kierunek (naszego
stulecia) traktowania geometryi bez wszelkich srodkow rachunkowych przewaznie na tle dziet
Chasles’a
i Steinera, tworcow takiej metody.

Najwazniesze dla niego bylo podmiotowe traktowanie studenta i odkrywanie przez
niego matematyki. Staratbym si¢ we wszystkich moich wyktadach trzymaé sie metody
otwierajqcej i wskazujqcej stuchaczom droge, po jakiej w kazdej poszczegolnej gatezi w ba-
danich mogliby kroczy¢.

Puzyna zyt w okresie, w ktorym wielu zwrocito si¢ ku dziatalnosci spotecznej pod
hastem pracy organicznej. By¢ moze atmosfera epoki pozwala wyjasni¢ fakt, ze dzieto jego
zycia ukazato si¢ w jezyku polskim, a nie niemieckim. To, ze dzieto si¢ ukazato zawdzigcza-
my przede wszystkim uporowi autora. Wydat je naktadem wtasnym i dzigki zasitkowi z Aka-
demii Umiejetnosci w Krakowie. Nie swiadczy to tylko o szczuplosci srodkow, nalezy
pamigtac tez o niech¢tnej pomocy Ministerstwa w Wiedniu.

) L e
- s
s (&'l o -7} 3 i
2N 4!:/ Rz 4’//:5;-//:9 /;1 S {;.r&-&m{
p e

7 7
2 (:L/!’f{?’(; "fﬁ ‘“t/ Agh}"f///’, /xe T e }ay—h.‘

/;}:('_..:t.w~:y4w/;mr /1» ,,// .;.-.//Lj_.«.g@._at ==
A '({,grw(‘f,éff- eer / f _g,«,,—,f, A 34

7
g i‘f! (( - - .9;‘/ {{/Z PR P, —
/ dére rr v = -!'?/fj-'/‘/ -..;A’(rlrsrzr (,/ci/‘f‘ 7-:::--"— .
d’ﬂ/_} 4{5 Lc/;,,; ,g,-p/z r./frd:‘x r dfp{{ s ;/“—
_,,f:géf_.: A ,,'/u s (/ % / o, @ /er;f_/ o

7{:-774{’ Z
)

% b4 F
: CESIi A ook gz 22 rr“r/(u’ I /L‘/r"

=

;:;’i-:q ST

#Z v

Fragment pisma Ministra Wyznan i O§wiatyz dnia 28 II 1898 r. odmawiajacego zapomogi na
druk dzieta Teorya funkcyj analitycznych ([9])

Za czasébw dziatalnoSci Puzyny na Wydziale Filozoficznym Uniwersytetu
Lwowskiego (od r. a. 1893/94) zaczglo funkcjonowaé seminarium matematyczne z dwoma
oddziatami nizszym 1 wyzszym. W oddziale nizszym stuchacze otrzymywali pewne
zagadnienia do opracowania samodzielnie, badz po dyskusji z profesorem. W oddziale
wyzszym realizowane byly tematy obszerniejsze, na przyklad w ramach pracy seminarium
wyzszego powstala praca wspomnianego juz wyzej L. Hordynskiego — O wyznacznikach
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czesciowo przetworzonych (Wiadomosci Matematyczne 8(1904)). Z posiedzen seminarium
prowadzona byta kronika.

Dokumenty z teczki osobowej Puzyny potwierdzaja zaangazowanie Puzyny w jako$¢
ksztatcenia. Np. Kasa Krajowa Namiestnictwa we Lwowie wyptacita J. Rajewskiemu i J. Pu-
zynie po 200 koron w 1904 roku za kierowanie seminarium matematycznym na Wydziale
Filozoficznym. Warto podkresli¢, ze 8 stuchaczom seminarium matematycznego Kasa
Krajowa postanowita przyznaé stypendia na kontynuowanie rozpoczgtych prac. Profesorom
zalezalo na ksztalceniu mlodej kadry i skutecznie pozyskiwali na ten cel kwoty, ktoére z pew-
noscig nie byly odpowiednie w stosunku dla potrzeb. Wiele zachowanych dokumentow
ukazuje duzy wysilek organizacyjny, ktory nalezalo poswigci¢ w funkcjonowanie semina-
rium, jak rowniez duza troske profesoréw o prawidtowy rozwoj studenta.

Jozef Puzyna byl niezwykle oddany sprawom zwigzanym z nauczaniem matematyki.
Pisywatl recenzje podrecznikéw szkolnych i artykutow publikowanych w Sprawozdaniach
Szkolnych, co podnosito ich rangg. Po ukazaniu si¢ podrgcznika Placyda Dziwinskiego z alge-
bry’ stwierdzil, ze ostatnio ukazaly sie dwie bardzo cenne pozycje: Zasady i pojecia
matematyki Samuela Dicksteina i Zasady algebry dla gimnazyow i szkol realnych P. Dzi-
winskiego. Jego zdaniem matematyka poczynita ogromne postepy dzigki matematykom tej
miary co Weierstrass, Cantor, Hankel, Kronecker, Dedekind i inni, a nauczanie matematyki
nie powinno odbiegaé¢ od nowych teorii, tresci za§ powinny by¢ tak zestawione w pod-
reczniku, aby uczen i pézniejszy student dowiedziat si¢ o nieprzerwanym zwiqzku z tym co
poznej ustyszq. U Dziwinskiego, zdaniem Puzyny, wazna rolg odgrywaja oznaczenia, dzigki
ktérym w podreczniku zostaly uproszczone dowody dotyczace wlasnosci odejmowania
i dzielenia. Zar6wno autor, jak tez i recenzent duza rol¢ w nauczaniu przypisywali ogdlnym
regutom, np. rownolegle omawiaja wlasnosci dzielenia liczb catkowitych i wielomiany. Re-
cenzja jest wnikliwa, dotyczy m.in. takich zagadnien jak: szeregi, zbieznoSci szeregow
geometrycznych i ich zastosowania w zagadnieniach ekonomicznych, kombinatoryki, ra-
chunku prawdopodobienstwa, wyznacznikow, zastosowania liczb zespolonych do zagadnien
geometrycznych, elementéw historii matematyki. Jak zauwaza recenzent — foz i w matematyce
nie powinni mu [uczniowi] by¢ nieznani ci, co wiekami sktadali sie na to, bysmy te
umiejetnos¢ mieli w tej znakomitej, wygodnej i ogolnej formie, jakq sie dzis cieszymy.

Innym przykladem rzetelnosci Puzyny jest jego recenzja® z 1892 r. publikacji
nauczyciela gimnazjalnego Jana Korczynskiego pt. Elementarna teorya wyznacznikow, ktora
ukazata w Sprawozdaniu Dyrektora Gimnazyum $w. Jacka w Krakowie.

Puzyna zauwaza, ze jesli tak elementarna praca o wyznacznikach ukazataby si¢ w lite-
raturze francuskiej czy niemieckiej, to trzeba by zapytac quousqe tandem? W polskiej niezbyt
rozleglej literaturze taka praca jest jednak bardzo pozyteczna dla uczniow, ktorzy stana sig
w niedlugim czasie studentami i bgda umieli obliczaé wyznaczniki stopnia 2 i 3. Krytycznie

5 We Lwowie w 1891 r. nakladem Towarzystwa Nauczycieli Szk6! Wyzszych ukazat si¢ podrecznik

P. Dziwinskiego Zasady algebry dla wyzszych klas gimnazyow i szkét realnych, stron 384 1 XI, do 1912 bylo
pig¢ wydan dostosowanych do programéw zatwierdzonych przez Radg Szkolna Krajowa.
® Muzeum 8(1892).
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zauwazyl wszakze: niekorzystnem wydaje mi si¢ to, ze autor tak wazne twierdzenie jak
rozwijanie wyznacznika podtug wyrazow jednego wiersza lub jednej kolumny przy n > 3
pozostawia bez dowodu i daje tylko wskazowke, mowiqc ,,zupetnie takim samym sposobem
mozna uporzqdkowacé wyznaczniki rzedow wyzszych”. Puzynie zalezalo, aby nie cedowac na
ucznidéw tresci trudniejszych, ponad ich mozliwosci. W dalszej czg$ci recenzji zwrocit uwage
na sprawy zwiazane z rekurencyjna definicja wyznacznika. W konkluzji podnosi walory, tej
jak to nazywa, rozprawki.

Puzyna jako profesor zawsze zachgcat swoich studentow do samodzielnej pracy
i chetnie wspieral ich rada oraz wskazowkami. Przystepno$¢, zyczliwos¢ i inne osobiste
zalety sprawiaty, ze przebywajac w jego obecnosci, odnosito si¢ wrazenie obcowania ze
starszym kolega, a nie profesorem badz przelozonym. W blizszym zetknigciu si¢ z Pu-
zyna dopiero odkrywalo si¢ bogactwo jego natury. Prostota i uczynnos$¢, ktore sa
wlasciwe umystom glebokim sprawiaty, ze przede wszystkim byl blisko swoich stu-
chaczy. Jego wyklady, ktére zawsze szczegdtowo, precyzyjnie i starannie przygoto-
wywal, przyciagaty wielu studentéw. Warto tutaj zacytowaé wspomnienie lwowskich
profesoréw matematyki: Antoniego Lomickiego i Stanistawa Ruziewicza:

Kto zas stuchat tych wyktadow wie doskonale, ze byty one przygotowane nadzwyczaj
starannie, Zze Puzyna umial wybraé z obfitego materiatu rzeczy istotne a interesujqce i ze
wygtaszat swe wyktady w szacie wytwornej, niemal poetycznej, przejmujqc stuchaczy swem
umitowaniem przedmiotu.” Dydaktyka zajmowata wazna, moze i pierwszoplanowa role
w profesorskiej dziatalno$ci Puzyny. W latach 1885—1910 opracowat blisko trzydziesci wy-
ktadow z roéznych dziedzin matematyki, m.in. z historii matematyki, teorii liczb, algebry,
szeroko rozumianej analizy matematycznej i geometrii. Najbardziej jednak fascynowata go
teoria funkcji analitycznych, ktorej rowniez poswigcit wiele wyktadow. Interesowat sig
rowniez historia, filozofia, a takze muzyka. Byl fanatycznym wielbicielem muzyki Wagnera,
z pamigci grywal na fortepianie cale fragmenty oper wagnerowskich.

Puzyna w 1907 roku uczestniczyl w pracach zwiazanych z ankieta przeprowadzona
wsrod wszystkich profesoréw matematyki uniwersytetow Monarchii, byt liczacym si¢
i znanym profesorem matematyki w Monarchii. Celem tej ankiety bylo opracowanie
memorialu, ktéry zostal przedtozony Ministrowi Wyznan i Oswiaty w Wiedniu. W me-
moriale wykazano, m.in., konieczno$¢ zwigkszania liczby katedr matematyki w uni-
wersytetach Monarchii Austro-Wegierskiej.

Jako$¢ ksztalcenia, pozyskiwanie srodkéw na zakup dziet z zakresu matematyki i fi-
zyki bylo w krggu zainteresowan profesorow uniwersyteckich. W Archiwum Obwodo-
wym Lwowa zachowato si¢ m.in. pismo Ministerstwa Wyznan i Oswiaty z 1907 r. infor-
mujace profesorow Puzyng i Smoluchowskiego o przyznaniu dotacji specjalnej na zakup
dziet dla biblioteki seminarium matematycznego.

Dziatalno$¢ seminarium matematycznego wymagala statej troski, studenci otrzy-
mywali tez stypendia, o ktore staral si¢ Puzyna.

" A. Lomicki, S. Ruziewicz: Jozef Puzyna (1856—1919), Wiadomosci Matematyczne 25(1921), 113-119.
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3 Zakonczenie

Dydaktyka zajmowala wazna, moze i pierwszoplanowa role¢ w profesorskiej dzia-
falnosci Puzyny. Podkreslmy raz jeszcze, ze w latach 1885—1910 opracowat blisko trzydziesci
wyktadéw z réznych dziedzin matematyki. Dzigki Puzynie w 1908 r. zaczal pracowaé we
Lwowie W. Sierpinski, ten z kolei zaprosit Z. Janiszewskiego, ktory habilitowat si¢ we
Lwowie w 1913 r. Doktoryzowali si¢ za czaséw Puzyny S. Mazurkiewicz i S. Ruziewicz, byt
ich formalnym promotorem. Dodajmy, ze w 1917 r. habilitowal si¢ rowniez wspottworca
Lwowskiej Szkoty Matematycznej H. Steinhaus. Dziatania Puzyny przyczynity si¢ do
rozwoju matematyki i do osiagnigcia sukcesow przez matematykow polskich po odzyskaniu
niepodleglosci.

Puzyna byt niezwykle zatroskany funkcjonowaniem Uniwersytetu Lwowskiego. M.in.
swoja bogata biblioteke i r¢kopisy licznych wykladéw pozostawil w darze dla Seminarium
Matematycznego we Lwowie.
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POCET GRAFICKY A GRAFICKO-MECHANICKY
VACLAVA LASKY A VACLAVA HRUSKY

HELENA DURNOVA

Abstract: In the contribution, we first introduce two Czech representatives of practical
mathematics, Vaclav Laska and Vaclav Hruska and their plan for a set of textbooks of
practical mathematics. We will in particular focus on the methodology of computation
with the help of drawing, i.e. graphical and graphico-mechanical calculus, a method that
may seem obsolete, but is worth the historian’s attention.

1 Uvod

Pocet graficky, graficko-mechanicky a nomografie byly v prvni poloviné 20. stoleti
nedilnou soucasti matematické pripravy inZenyri.' Pomoci pfesného rysovani dovolovaly
tyto metody rychle dospét ke kyzenému vysledku. Jako velmi jednoduchy ptiklad muze
poslouzit urceni délky uhlopticky ve ¢tverci: misto pocitani podle Pythagorovy véty Ctve-
rec narysujeme a jeji délku zméfime. Graficky se da i derivovat, integrovat nebo fesit di-
ferencialni rovnice.

S rozvojem vypocetni techniky ztratily tyto metody na dtleZitosti. V tomto pfispévku
naznac¢ime na prikladu prvni ¢eské souhrnné ucebnice grafického a graficko-mechanic-
kého poctu, jaké misto zaujima tato nauka ve vyvoji matematiky. Nejprve vsak predstavi-
me autory této prace a zasadime jeji vydani do SirSiho kontextu.

2 Vaclav Laska (1862-1943)

Od svého mladi projevoval Vaclav Laska zajem o matematiku, fyziku a astronomii,
znamy je vSak predev$im svymi pracemi z jinych obord: geodézie, geofyziky, meteoro-
logie, seismologie a kartografie. Svoji kariéru zapocal brzy po zahdjeni studii na prazské
némecké univerzité jako dobrovolnik hvézdarny v Klementinu. Roku 1887 ziskal dokto-
rat z matematiky a o tfi roky pozd¢ji se habilitoval pro vyssi geodézii a stal se asistentem
astronomického ustavu. V roce 1895 odesel na polytechniku do Lvova, kde piisobil jako
profesor astronomie a vyssi geodézie. Ve Lvové nejen prednasel, ale také vedl mistni
astronomicko-meteorologickou observatot. Pozdé&ji prevzal i vedeni mistni seismologické
stanice a pravé v seismologii ziskal mezinarodni v&hlas. Do Prahy se vratil v roce 1911
jako adny profesor aplikované matematiky ¢eské univerzity. Po vzniku Ceskoslovenska
pusobil v ¢etnych komisich a radach. Byl prvnim feditelem Statniho ustavu geofyzikalni-
ho a podilel se mimo jiné na vzniku Arlasu republiky Ceskoslovenské [6].

3 Viaclav HruSka (1888-1954)

Dalsim z ¢eskych matematikii, ktefi se v dobé mezivalecné vénovali aplikované mate-
matice, byl Vaclav Hruska. Pivodné studoval matematiku a deskriptivni geometrii na
Ceské technice a univerzité v Praze s cilem stat se ucitelem téchto pfedmétii na stedni

' Vyuka matematickych pfedméti na technickych VS sestavala zejména z matematické analyzy a deskriptivni
geometrie. (Viz [13].)
% Vice informaci o Véclavu Laskovi Ize nalézt v &lancich [2, 9, 14], z nichz Cerpa tento strucny odstavec.
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skole. Po statni zkousce v roce 1910 byl kandidatem ugitelstvi® na vyssi realce v Praze,
ale jiz od roku 1911 byl navic i asistentem matematiky na prazské technice. Na této skole
ziskal v roce 1914 doktorsky titul a v roce 1919 se habilitoval pro matematiku. Od roku
1921 ptednasel grafické pocetni metody (viz [8]), od roku 1928 jako mimofadny a od ro-
ku 1931 jako tadny profesor. Na poli grafického poctu zacal Vaclav Hruska spolupraco-
vat s Vaclavem Laskou. Diky zajmu o numerické pocitani Vaclav Hruska po 2. svétové
valce zahy pochopil vyznam pocitacich stroji pro vypoctovou matematiku a svym osob-
nim nasazenim pfispél k etablovani oboru matematickych stroji u nas (blize viz [2]).

4 Strucné k historii grafického poctu a nomografie

Graficky pocet l1ze rozdélit (viz [5]) na graficky pocet v uz§im slova smyslu, tj. nauku
o grafickém provadeéni operaci v aritmetice, algebife a analyze (neboli zptsob, jak videt
a zm¢éfit feSeni pomoci narysovaného obrazku, viz [3], str. 192) a nomografii, tedy nauku
o sestrojovani a uzivani grafickych tabulek funkciondlnich vztahi mezi vice proménny-
mi. O graficko-mechanickém poc¢tu mluvime v pfipad€, ze k méfeni vysledku pouzivame
mechanické pomicky, které dovoluji dosahovat vétsi pfesnosti nez samotné rysovani.

Systematické vyuziti grafickych metod je spjato s rozvojem techniky, zejména se
stavbou Zeleznic ve Francii v 19. stoleti. Za zakladatele nomografie je povazovan fran-
couzsky duistojnik Maurice d’Ocagne (1862—1938), jehoz prvni souborna prace o nomo-
grafii vysla v roce 1891. Nomografie se déale rozvijela predevsim na pfelomu 19. a 20.
stoleti (blize viz [3, 7]). V prvni poloviné 20. stoleti byly graficky pocet a nomografie po-
vazovany za nezbytnou pomucku inZenyra jako soucast tzv. praktické matematiky, dnes
nazyvané Castéji matematikou aplikovanou nebo numerickou. V €eskych zemich se no-
mografii zabyvali zejména V. Laska a V. Hruska. Po 2. svétové valce v souvislosti s roz-
vojem vypo&etni techniky vyznam této vypo&etni metody behem t¥i desetileti pominul.*

5 Planované ucebnice praktického poctu

V. Laska a V. Hruska planovali vydani ucebnic praktického poctu ve tech dilech. Po-
Cet graficky a graficko-mechanicky, ktery vysel v roce 1923, byl prvnim z nich. Nasledo-
vat mély Pocet numericky a mechanicky (pocitact stroje) a Nauka o hleddni empirickych
formuli, svétlo svéta vSak spatfila (v roce 1934) pouze Teorie a prakse numerického poci-
tani. Ta se po valce (v roce 1952) dockala zasluhou V. Hrusky vyrazného prepracovani
a rozsifeni. Rozsah nového vydani byl oproti pfedchozimu n€kolikanasobny. Obratme
nyni pozornost k ptivodnimu vydani Poctu grafického a graficko-mechanického.’

5.1 Pocet graficky a graficko-mechanicky (1923)

V Gvodnim oddile své knihy poskytuji V. Laska a V. Hruska rady tykajici se nezbyt-
nych predpokladii k uspésnému pouzivani grafického poctu. Autofi nabadaji Ctenare
k pfesnému rysovani a radi mu, na jaky papir ma rysovat a jakou ma tuzku zvolit. V ne-
posledni fad€ autofi popisuji, jak zajistit pfesnot pfi rysovani: ,,Pii kresleni Cary dle pra-
vitka jest tuzku odkloniti ponékud ze svislé polohy a sice hornim koncem od pravitka,
aby hrot tuzky byl presné veden hranou pravitka.” (Viz [5], str. 1.) Dale podavaji praktic-
ké informace ohledné volby tzv. modulu (jednotky méfeni), od niz je odvozeno méfitko

* Po statni zkousce z pfedmétu musel budouci ugitel absolvovat jesté rok praxe na piislusné skole. Vice viz [10].
* Ugebnice nomografie vychézely jesté v 80. letech 20. stoleti; viz www.jib.cz.

° V dobg, kdy tento dil vy3el, bylo napiiklad v néméin& pouze jedno dostupné dilo o nomografii, totiz shrnuti
d’Ocagnovy knihy z konce 19. stoleti. (Viz [11].)
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pro rysovani. Je totiz zfejmé, Ze ¢im veétsi bude narysovany obrazek, tim presnéji se nam
podafii zmétit pozadovanou délku. Za tim Gicelem je mozné si sestrojit libovolné méfitko
napriklad na prouzku papiru tak, ze naneseme nékolikrat za sebe zvoleny modul rozd¢le-
ny na vhodny pocet stejnych dilkt, pficemz jednotlivé dilky by z praktickych divodi mé-
ly byt nejméné pil milimetru Siroké. Takové méfitko bylo pro nékteré moduly mozno za-
koupit, avSak misto nékolika dfevénych pravitek urCenych pro rysovani podle riznych
meéfitek doporucuji autofi pouzit papirové proporcionelni meritko: ,,Promitneme-li z bo-
du néjaké metitko, na pt. o modulu 4 = 25 cm, svazkem paprski, mizeme patrné obdrze-
ti méfitko o libovolném modulu mensim tim, ze papir pfelozime dle vhodné rovnobézky
s ptvodnim métitkem.” (Viz [5], str. 3.)

Ve druhém oddile, nazvaném ,,Graficka arithmetika a algebra®, autofi pojednavaji
o nejjednodussich konstrukcich. Predstavuji v ni grafické provedeni Ctyt zakladnich ope-
raci, grafické feSeni systémi linearnich rovnic, feSeni algebraickych rovnic, schémata
mnohodlenti a grafy souctu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkeci.

Ve zbyvajicich dvou oddilech jsou vyloZzeny metody spadajici do nomografie jako ta-
kové. Vyklad zac¢ina pojednanim o funkcionalnich stupnicich. Funkcionalni stupnice maji
podobnou roli jako graf funkce, nebot’ z nich, podobné jako z grafu funkce, mizeme ode-
¢itat funk¢ni hodnoty v jednotlivych bodech. Nékteré hojné uzivané stupnice maji i své
jméno: projektivni (pro funkce racionalni lomené), reciproké (pro nepifimou umeérnost)
a logaritmické. Spojenim dvou logaritmickych stupnic tak, aby se jednou dalo posouvat
po-dél druhé, vznika jednoduchy prostiedek pro rychlé piiblizné vypocty, logaritmické
pra-vitko.® Dal§imi prostiedky grafického pocitani, jejichZ konstrukce je v tomto oddile
vylo-Zena, jsou grafické papiry a priusecikové a spojnicové nomogramy. Cela kniha
vrcholi od-dilem o grafickém derivovani, integrovani a feseni diferencialnich rovnic.

Kniha je doplnéna nazornymi ukazkami rysovani véetné métreni. Velmi cenné z hle-
diska vyvoje vypoctové matematiky jsou i uvahy autord tykajici se piesnosti a rychlosti
vypoctd. Autofi napiiklad upozoriiuji, Ze pro fadu oblasti praktickych vypocti postaci
presnost na dvé az tii desetinna mista, jiz Ize u grafickych metod dosahnout vhodnou vol-
bou jednotky méteni. (Viz [5], str. iii.)

Vyhodou grafického poc¢tu byla mensi nachylnost této metody k chybam, nez tomu
bylo v pripad¢ numerickych vypoctd, a nesrovnateln€ vétsi rychlost. Grafické metody by-
ly proto pouzivéany i pro odhad pocatecnich hodnot pii pouziti itera¢nich metod. V pfipa-
d¢ grafickych metod nejde o zjednoduseni ¢i vizualizaci, ale doslova o vypocet. Jak pisi
Vaclav Laska a Vaclav Hruska v predmluvé ke knize Pocet graficky a graficko-mecha-
nicky [5], v nékterych praktickych pripadech neslo jen o samotné provedeni vypoctu, ale
také o to, aby vysledky byly jesté pouzitelné: naptiklad v letectvi, potiebujeme-li navést
letadlo na pfistavaci drahu, mame pro vypocet pouze omezeny cas.

6 Zavér
Z dnesniho pohledu by se mohlo zdat, ze je Laskova a Hruskova kniha o grafickém
poctu pouhou historickou kuriozitou, nebot’ popisuje metody, které s rozvojem vypocetni

techniky ztratily na vyznamu, a fada lidi jiz nevi, co nomografie byla. Kouzlo této knihy
vSak spociva pravé vtom, Ze s metodami grafického pocCtu seznamuje Ctenaie, ktery

¢ Zaklady manipulace s logaritmickym pravitkem se vyu¢ovaly na ZS jesté v 80. letech 20. stoleti.
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s podobnou metodou nema zadné nebo jen velmi malé praktické zkuSenosti (viz Pied-
mluva k [5]), procez jsou praktické problémy souvisejici s grafickym poctem peclivé
vysvétleny.

Diky tomu, ze je Laskav a Hrusklv Pocet graficky a graficko-mechanicky orientovan
prakticky, dava tém dneSnim Ctenaiim, ktefi se ve skole neucili zachéazet ani s logaritmic-
kym pravitkem, nahlédnout do souvislosti spojenych s vypoctovou matematikou v dobé
tésné pred bouflivym rozvojem vypocetni techniky. Dalsi vhled do problematiky grafic-
kého a graficko-mechanického poctu lze ziskat studiem knihy mladsiho z autord, Kon-
strukce omezenymi prostredky [4], v niZz se dozvime napftiklad to, jak je tfeba postupovat,
nestaci-li k narysovani pozadovaného vztahu rozmér pouzitého papiru. V neposledni radé
poskytuje prace Vaclava Lasky a Vaclava Hrusky cenné svédectvi o zavérecné fazi pie-
chodu od ru¢niho pocitani k pocitani na pocitacich strojich.
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KURT HENSEL A p-ADICKA CiSLA

MAGDALENA HYKSOVA

Abstract: The contribution recalls the personality of Kurt Hensel and discusses his most
famous mathematical result, the introduction of p-adic numbers. His primary motivation
was to use methods of mathematical analysis for the simplification of the theory of alge-
braic numbers. Throughout the 20th century, p-adic numbers found interesting applica-
tions also outside pure mathematics, e.g., in physics, probability theory or modeling.

1 Kurt Hensel (1861-1941)

Kurt Hensel se narodil 29. prosince 1861 ve vychodopruském Kralovci v dobie
situované Zidovské roding Sebastiana Hensela' a jeho Zeny Julie, dcery obchodnika
Jacoba Ludwiga von Adelsona. KdyZ bylo Kurtovi devét let, piestéhovala se rodina do
Berlina, kde se jeho otec stal feditelem konstrukéni firmy. Od roku 1880 studoval Kurt
Hensel matematiku a ¢astecné také fyziku a filosofii na univerzité v Berliné a v Bonnu.
Mezi jeho ucitele patfili napiiklad Carl Borchardt, Hermann von Helmholtz, Gustav
Kirchhoff, Rudolf Lipschitz, Karl Weierstrass ¢i Leopold Kronecker, pod jehoz vedenim
Hensel napsal disertacni praci Arithmetische Untersuchungen iiber Diskriminaten und
ihre ausserwesentlichen Teiler, kterou obhdjil v roce 1884 na berlinské univerzité. O dva
roky pozdéji se Hensel na téze univerzité habilitoval a byl jmenovan soukromym
docentem. V roce 1887 se ozenil s Gertrudou Hahnovou; v jejich manzelstvi se narodilo
celkem pét déti — jeden syn a ¢tyfi dcery. V roce 1890 byl Hensel jmenovan mimoradnym
profesorem na univerzité¢ v Berling, o jedenact let pozd¢€ji ziskal misto fadného profesora
na univerzit¢ v Marburku, kde pak pusobil az do svého penzionovani v roce 1930. Kurt
Hensel zemfel 1. Gervna 1941 v Marburku.?

Patrné nejvétsi vliv na Henselovo odborné zaméieni v matematice mél jeho ucitel
Leopold Kronecker, ktery byl zakem Ernsta Eduarda Kummera. Pfipomenme, Zze
Kummer vybudoval aritmetiku pro cela cyklotomicka ¢isla, tj. pro ¢isla z okruhu Z[ ],
kde ae C, a*=1, a#1. Jako prvni upozornil na skute¢nost, ze ireducibilni prvek okruhu
Z[ o] nemusi byt zaroven prvoéinitelem v dne$nim smyslu; aby tento problém odstranil,
rozs§ifil okruh Z[ ] o ,,idedlni ¢isla”, jez umoznila rozlozit takovy ,,nevhodny prvek” na
sou¢in prvociniteld. Leopold Kronecker pak byl vedle Richarda Dedekinda a Egora
Ivanovice Zolotareva jednim z matematiku, ktefi riznymi zptisoby vybudovali aritmetiku
pro obecny pfipad, tj. pro okruh celych algebraickych Cisla z jistého télesa Q(«), kde
ae C je kofenem n&jakého polynomu s racionalnimi koeficienty.”

Kurt Hensel vénoval mnoho ¢asu soubornému vydani Kroneckerova dila; v letech
1895-1930 vydal celkem pét svazki. Cenil si rovnéz dila E. E. Kummera, coz vedle
ruznych citaci dokladaji i pojednani [10] a [11]. V oblasti teorie algebraickych Cisel
pritom sam dosahl originalnich a pozoruhodnych vysledki.

! Poznamenejme, 7e Sebastianova matka Fanny byla stari sestrou hudebniho skladatele Felixe Mendelssohna-
Bartholdyho, ktera sama hrala vyborné na klavir a komponovala; celkem napsala vice nez 500 skladeb.

? Podrobné informace o Zivoté a dile K. Hensela lze nalézt naptiklad v disertaéni praci [17] B. Petri.

? Okruh celych &isel tlesa Q(a) je tvofen t&mi prvky, jeZ jsou zéroved kofeny n&jakého monického polynomu
s koeficienty v Z. Podrobnéji viz napf. autor¢inu publikaci [15].
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2 p-adicka ¢isla
2.1 Motivace

Hensel se intenzivné vénoval teorii algebraickych funkci — viz napt. knihu [14],
kterou vydal spolecné s Georgem Landsbergem. A pravé metody teorie funkci se snazil
pouzit ke zjednoduSeni teorie algebraickych &isel.* Zakladni myslenku lze struéné
vyjadrit nasledujicim zptsobem. Pro libovolnou racionalni funkci komplexni proménné
muzeme uvazovat jeji rozvoj se stfedem v libovolném bodé are C, resp. v nekonecnu:

f(D)=Ya(z-a), kdene Z, resp. f(z)=3 %, kde ne Z.
i=n i=n <
Diky tomu, ze mame k dispozici rozvoj dané funkce v riznych bodech, mame velmi
dobrou piedstavu o jeji povaze. Rada omezeni v dosavadni teorii algebraickych &isel je
podle Hensela dana tim, Ze Cisla jsou tradi¢né reprezentovana jedinym zptsobem, totiz
dekadickym rozvojem. Kdybychom pro funkce méli k dispozici rozvoj naptiklad jen
v nule nebo v nekonecnu, narazili bychom i zde na podobnd omezeni jako v teorii
algebraickych ¢isel. Henselovym cilem proto bylo ziskat pro algebraicka ¢isla nekonecné
mnoho alternativnich reprezentaci, z nichz kazda by prinesla novy pohled na vztah
daného cisla k urc¢itému ptirozenému cislu.

Pro libovolné prirozené ¢islo g Hensel uvazoval formalni nekonecné fady tvaru

A=Y ag', kde ne Z, a;€ {0,1, ..., g~1} pro viechna i€ Z, i n, (1)
které nazyval g-adickymi Cisly. Poprvé tyto objekty (pro prvociselny zaklad p) predstavil
v pfednasce pronesené vroce 1897 na shromazdéni jednoty némeckych matematikii
DMV (Deutsche Mathematiker-Vereinigung) v Brauschweigu a otisténé o dva roky
pozd&ji pod nazvem Uber cine neue Begriindung der Theorie der algebraischen
Zahlen [3]. Z dalsich Henselovych publikaci na toto téma zde uved'me pojednani [4]—[7]
z let 1901—-1907. Vysledky své prace na poli teorie algebraickych cisel Hensel shrnul
v dodnes casto citované monografii Theorie der algebraischen Zahlen I [8] z roku 1908.
V roce 1913 vysla monografie Zahlentheorie [12], vénovana obecnéji okruhtim g-adic-
kych ¢isel pro slozené Cislo g.

Henselovo zavedeni g-adickych Cisel a jeho teorie Cisel algebraickych jsou podrobné
popsany v autor&iné monografii [15].° Na tomto mistd jen poznamenejme, Ze pro fady
tvaru (1) Hensel definoval rovnost a pocetni operace pomoci k-tych aproximaci

AP =g, g+ apn g™+ -+ argh

a dokazal, ze pro slozené Cislo g tvofi g-adicka Cisla komutativni okruh (viz [12]).
Specialné v pripadé prvociselného zakladu, tj. g=p, Hensel dokazal, ze p-adicka cisla
tvori téleso, které se dnes obvykle znaci symbolem Q,. Zaroven tak Hensel podal priklad
zcela nového télesa, odlisného od dosud obvyklych ciselnych téles, popf. téles
racionalnich funkci (viz napft. [1]).

* Poznamenejme, 7e Richard Dedekind a Heinrich Weber pouzili v &lanku [2] o algebraickych funkcich
myslenky ptivodné uplatnéné v teorii algebraickych ¢isel. Hensel se vydal opa¢nym smérem.
* Kniha je k dispozici na strankach Ceské digitalni matematické knihovny DML (http://www.dml.cz/).
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2.2 Vlastnosti télesa p-adickych cisel

Podivejme se nyni v kratkosti na nékteré zajimavé vlastnosti télesa Qp, kde p je libo-
volné prvocislo. Dnes se toto téleso zavadi obvykle jako zuplnéni télesa raciondlnich
&isel vzhledem k p-adické normé ||, definované na Q nasledujicim zptisobem.® Uvazuj-
me libovolné nenulové xe Q. Toto ¢islo lze vyjadrit ve tvaru xzpﬂ ul/v, kde u,v, fe Z,
Cisla u, v jsou nesoud€lna s p. Polozme

0 prox=0,
1], =
_Ib’ .o k
p " jinak.

Uvédomme si, Ze norma ||, je nearchimedovskd, neboli pro libovolnéd x, ye Q plati

tzv. ultrametrickd nerovnost:
|x+yl, <max(|x|,, |y],),

zatimco ,,obycejna” absolutni hodnota je archimedovskd (ultrametricka nerovnost pro ni
neplati). Lze dokazat, ze kazda netrividlni norma na Q je ekvivalentni bud’ s nékterou
p-adickou normou, anebo s ,,oby¢ejnou” absolutni hodnotou (v pfipadé, Ze je rovnéz
archimedovska).” Vzhledem k tomu, Ze ekvivalentni normy vedou k isomorfnim
zuplnénim, jsou az na isomorfismus jedinymi tplnymi uzavéry télesa racionalnich cisel
téleso ¢isel redlnych a télesa Cisel p-adickych pro riizna prvocisla p.

3 Dalsi vyvoj ve 20. stoleti

Jak jsme vidéli vySe, prvotni Henselovou motivaci byla snaha o vyuziti metod
matematické analyzy pro vytvoreni uspokojivé teorie algebraickych cisel. V prubéhu
20. stoleti se p-adicka cisla stala dualezitou soucasti moderni teorie Cisel a dnes se
pouzivaji napfiklad ke zlomeni Sifrovacich algoritmii postavenych na eliptickych
ktivkach nebo k aproximaci Riemannovy zeta funkce. Postupné vsak p-adicka Cisla nasla
zajimavé aplikace i mimo ,,Cistou matematiku”, napfiklad v kvantové fyzice (viz [19]) ¢i
teorii pravdépodobnosti. Poznamenejme, Ze prvni teorie p-adické pravdépodobnosti byla
Cetnostni, zalozend na jednoduché myslence: relativni cCetnosti jsou prvky télesa
racionalnich Cisel. Jejich chovani mizeme studovat nejen v redlné topologii na Q, ale
také v riznych p-adickych topologiich. Jinymi slovy, limity mizeme uvazovat nejen v R,
ale i v libovolném télese Q,. Pozd¢ji byla vytvofena abstraktni teorie nearchimedovské
miry (viz [18]), na jejimz zakladé¢ bylo mozné¢ vybudovat axiomatickou teorii
pravdépodobnosti, analogickou s teorii Kolmogorovovou (viz [16]).

Na zavér dodejme, ze p-adické metody piedstavuji také dilezity nastroj pro modelo-
vani slozitych dynamickych systému s vyuzitim mj. v biologii a spole¢enskych védach.
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NAUCZANIE GEOMETRII ANALITYCZNEJ
W KRAKOWSKICH GIMNAZJACH
NA PRZEL.OMIE XIX I XX WIEKU

KATARZYNA JEDYNAK

Abstract This article is devoted to teaching analytic geometry in secondary-schools (called
Gymnasium) in Krakéw in the late 19th and early 20th century. The analytic geometry curricu-
lum has been presented. The chapter with analytic geometry in the book by F. Mo¢nik: Geo-
metrya dla klas wyzszych szkot srednich [3] has been discussed. The article also includes
exercises solved during the Matura examination.

1 Wstep

Na przetomie XIX i XX wieku Krakéw znajdowat si¢ w Imperium Austriacko-
Wegierskim, w czgsci ktora nazywano Krolestwem Galicji i Lodomerii. W tym okresie
od 1870 silnie rozwijalo si¢ szkolnictwo gimnazjalne w Krakowie. Wladza ustawo-
dawcza i wykonawcza dla szkol na terenie Galicji byta Rada Szkolna Krajowa z siedziba
we Lwowie. W corocznych sprawozdaniach Rady opisywany byl stan szkolnictwa.
W Sprawozdaniu c. k. Rady szkolnej krajowej o stanie szkot srednich galicyjskich [9]
zroku 1875 w Krakowie zostaly wymienione dwa gimnazja oraz jedna wyzsza szkola
realna. W sprawozdaniu za rok szkolny 1909/1910 wymieniono juz sze$¢ gimnazjow
pafistwowych (w tym jedno gimnazjum realne' i jedna filia), dwie wyzsze szkoly realne,
trzy prywatne gimnazja meskie oraz trzy prywatne gimnazja zenskie.

Najstarsza szkota w Krakowie, dziatajaca rowniez w XIX wieku, byto Gimnazjum
$w. Anny. Gimnazjum to zostato utworzone w 1588 roku, jako Gimnazjum Nowodwor-
skie, obecnie jest to I Liceum Ogdlnoksztalcace im. B. Nowodworskiego. W 1857 roku
powstato Gimnazjum $w. Jacka. Do tradycji tej szkoty odwotuje si¢ dzisiejsze VI Liceum
Ogolnoksztatcace, ktore powstato w 1902 roku jako filia Gimnazjum $§w. Jacka. Pierwsza
Wyzsza Szkota Realna zostata otwarta w 1871 roku, obecnie jest to V Liceum Ogdlno-
sztatcace im. A. Witkowskiego. Do roku 1910 zostaly otwarte kolejne cztery panstwowe
gimnazja: 1883r. — im. Krola Jana Sobieskiego, 1900 r. — IV Panstwowe Gimnazjum,
1906 r. — V Panstwowe Gimnazjum, 1892 r. — Gimnazjum w Podgoérzu oraz 1899 r. —
Il yzsza Szkota Realna. Ponadto w tym okresie powstawaly liczne prywatne gimnazja:
Prywatna Szkota Zenska — 1896 r., Gimnazjum Zenskie im. Krolowej Jadwigi — 1905 r.,
szkota Heleny Strazynskiej — z prawami szkoty publicznej w roku szkolnym 1905/6,
Gimnazjum Realne ss. Urszulanek — 1910 r., Prywatne Gimnazjum prof. S. Jaworskiego

! Réznica pomiedzy gimnazjami klasycznymi, a realnymi polegata gtéwnie na liczbie godzin przeznaczonych na
nauke poszczeg6lnych przedmiotéw. W gimnazjach klasycznych wigcej godzin lekcyjnych poswigcano na nauke
faciny oraz greki. W gimnazjum realnym dodatkowym przedmiotem byla geometria wykreslna. Gimnazja byly
o$mioklasowe, za§ Wyzsze Szkoly Realne byly siedmioklasowe. Dodatkowymi przedmiotami w tych szkotach
byly rysunki geometryczne, ktore w starszych klas zamieniano na geometri¢ wykreslna, nie wyktadano w nich
faciny i greki.
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— 1908 r., Prywatne Gimnazjum Realne oo. Pijarow — 1909r. oraz Szkota Heleny
Kaplinskiej — 1909 r.

W rozwijajacych sig¢ szkotach czgsto uczyli wybitni nauczyciele, ktoérzy publikowali prace
w sprawozdaniach oraz czasopismach pedagogicznych. Wszystkie zadania maturalne zapisy-
wano w specjalnych protokotach. Tak obszerne materialty zachowane do dnia dzisiejszego
sprawily, iz nauczanie w gimnazjach stalo si¢ przedmiotem zainteresowan historykéw. Po-
wstalo wiele prac poswigconych m.in. nauczaniu matematyki w gimnazjach galicyjskich oraz
przygotowaniu nauczycieli matematyki. W ponizszym artykule chciatabym przyblizy¢ temat
nauczania geometrii analitycznej w gimnazjach krakowskich.

2 Geometria analityczna

2.1  Program nauczania

Od roku 1851 w Monarchii Austro-Wegierskiej dyrektorzy szkot byli zobowiazani do
wydawania Sprawozdan szkolnych. W sprawozdaniach podsumowany byl caly rok pracy
w szkole. Sprawozdania zawieraly czg$¢ naukowa, w ktérej nauczyciele publikowali pra-
ce oraz cze$¢ urzedowa zawierajaca informacje o nauczycielach, uczniach, sprawach
organizacyjnych dotyczacych danej placéwki, a takze o planie nauki (zwykle tylko sche-
matycznym).

Geometria analityczna zar6wno w gimnazjach, jak i w szkolach realnych byta
wymieniana w programie klasy siddmej. Na matematyke w siddmej klasie gimnazjum
byly przeznaczone 3 albo 4 godziny (zmienialo si¢ to w réznych latach nauczania),
w szkole realnej za$ 4 albo 5 godzin. Byly to lekcje przeznaczone nie tylko na nauczanie
geometrii analitycznej. W zamieszczonych ponizej fragmentach sprawozdan wymienione
sa rowniez inne zagadnienia, ktére uczniowie realizowali w sidbdmej klasie. W gimnaz-
jach program nauczania matematyki (zob.

Rysunek 1) obejmowal réwniez zagadnienia z algebry, z rachunkow praktycznych
(np. procenty, renty) oraz kombinatoryki. Na-tomiast w szkotach realnych (zob.

Rysunek 2) zagadnienia z arytmetyki oraz geometrii.

Matematyla, tyg. godz. 3, Algebra: Réwnania II stopria 1 wyg.
szych, réwnania praestepne i niecznaczone stopnia I, pﬁstu‘pf;
rachunek procentu zloZonego i rachunek rent, knmbinur_;r}_:
wzir Newtona. Geometrya, T 'yeonometrya i gmmun:;,-n

angalityczna w plaszczyinie, Zadanie Jak w kL V.

Rysunek 1: Plan nauki matematyki w klasie VII.
Sprawozdanie Dyrektora C. K. Gimnazyum sw. Jacka w Krakowie za rok 1901.

Na przetomie XIX i XX wieku szkolnictwo w Galicji, podobnie jak teraz, poddane
byto wielu reformom. Nowy plan nauki gimnazjalnej zostat ogloszony 23 lutego 1900
roku. Jednak znaczne zmiany w podejsciu do nauczania matematyki w Polsce zostaty
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wprowadzone dopiero wskutek realizacji postulatow Programu Merariskiego*. W Galicji
w roku 1909 zostaly wprowadzone nowe plany nauczania dla szkét $rednich, ktore
zostaly opracowane w duchu Programu Meranskiego. Znalazty si¢ w nich nastgpujace
zagadnienia z geometrii analitycznej:

Nawiqzujqc do dokonanych juz dotqd geograficznych (!) przedstawien poszcze-
golnych funkcyi, stosowac¢ w dalszem nastepstwie metody analityczne o linii pierwszego
i dru-giego stopnia, przy czem okolicznosciowo wskazywaé planimetryczne traktowanie
tych samych utworéw i stosunkow.

Przedstawianie za pomocq stosunku rozniczkowego wspotczynnikow kierunkowych
gtownie linii krzywych, uwzglednianych w toku nauki. Przyblizone rozwiqzywanie meto-
dami graficznemi rownan algebraicznych (i nastreczajqcych sie przy tym sposobnosci
przestepnych). (zob. [6])

Matematyka: (4 godziny na lycdzics). Arytmetyka -ngdlna: Zasa
nauki o poljezeniach. Dwumian Newlona dia wykladnik¢
calkowilych i dodatnich, Zassdy nauki o prawdopodobienstwic

Ge-:_mmi‘r‘;ra: Trygonometrya sferyesna, NajwaZniej
1|.!i:l*a£sm:|$«3| Iréjkata sferycznego, jego powierzchnia, Na,jwal:
niejsze wzory do rozwigzywania réjkgléw sferyeznych pros
i ukegnokainych. Zesiésowanic Irygonometryi sferyeznej
slereomelryi i najprostszych zagadnien aslronomicznych. Geo
lmelryu_ analityezna: Geomelryn analilyezna proslej i k
1 praecieé stozkowych na plaszezyinie na podstawie £h
rzgdnyeh  prostokatnych, a w niektorych wainiejszych pray-
padkach takie spélrzednych biegunowych., Wiasnosei przecies
stap#:knwych ze wigledu na ognisko, styezne, normalne i &ee
dnice. Kwadratura clipsy i paraboli. — Powtdrzenic ealego

maleryalu naukowego klas wyiszych na providadach od
wiednio dobieranych. ¥ EoR g

Rysunek 2: Plan nauki matematyki w klasie VII.
Sprawozdanie Dyrekcyi C. K. Wyzszej Szkoty Realnej w Krakowie za rok 1901.

2 Program Meranski, to program nauczania matematyki w szkotach érednich, ktéry zostat uchwalony w roku
1905 w Meranie przez Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte. Jego glownym pomystodawca byt
Feliks Klein. Symbolem Programu Meranskiego stata si¢ funkcja, ktora miata integrowa¢ wszystkie przedmioty
matematyczne i by¢ podstawowym narzgdziem zastosowan matematyki (zob. [5]).
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Matematyka ; (5 godzin tygodniowo). Arytmetyka : Nejprostsze rodzaje
permutacyi, wearyacyi i kombinacyi. Dwumian Newiona
o calkowilych wyldadnikach dodatnich. Zasadnicze pojecis
rachunku prawdopodobiefislwa 2 zaslosowaniem do bardzo
tatwych zagadnien 2 zakvesu ubezpieczenia Zyciowego.

Geometrya analityczna: Na =nanych juz graficznych
preedslawieniach poszezegdlnyeh funkeyi oparie zastosowanie
metody eanslitycznej do linfi rzedn pierwseego i drugiego
wraz z okolicznodciowem przypomnieniem raktowanis tyclul
utwordw i zwigzkéw w planimelryi.

Wypracowywanie zastosowai najprostsrego réfniezko-
wania i calkowania, ktore nadarzyly sig w dolychcmwefl
nance malymalyki i flzyki. Preyblizone regwigzywanie mefo=
dami graficznemi réwnani slgebraicanych (i naslreczajgeychl
sig okolicznoeiowo najlatwicjszyeh praestepnych). {

Zakotezenie | powlérzenie nanki szkolnej 7 calego ze|
kresn nauki malematyki, szezegdlnie réwnan i smgregéw_]
slercometryi, trygonomelryi i geometryi analityczoej. Roz-
szerzenie | poglebienie w Poszezegdlnych miejscach, Zamigsl
zadan wylgeznie formalislycznych zaslosowanie do rofnyol
deiedzin nauki szkolnej i Zycia prakiycznego.

Uwagi i wnioski ze slanowiska historyi rozwoju mate-
malyki i filozofi.

Rysunek 3: Plan nauki matematyki w klasie VII.
Sprawozdanie Dyrekcyi C. K. 1. Wyzszej Szkoty Realnej w Krakowie za rok 1910.

Takie same rozporzadzenia dotyczace geometrii analitycznej byly w planie nauki dla
gimnazjum klasycznego, realnego oraz szkoly realnej. Na koncu programu nauczania
matematyki znalazty si¢ dodatkowe uwagi odno$nie do nauczania geometrii analitycznej [6]:

Geometrye analityczng nalezy wydatnie przygotowywac przez poprzednie graficzne
unaocznienia funcyi tak, ze z poczqtku chodzi¢ bedzie gtownie tylko o zestawienia. Tem
wiekszq przeto uwage mozna Iwroci¢ na przeciecia stozka tem bardziej, Ze juz nastre-
czaty do tego sposobnosci graficzne.

W zamieszczonym fragmencie sprawozdania (zob. Rysunek 3) mozna zauwazy¢, jak zostaty
zrealizowane zalecenia nowego planu nauczania w I Wyzszej Szkoty Realnej w Krakowie.

2.2 Podrecznik

W XIX wieku korzystano z podrecznika Franca Mocnika®: Geometrya dla klas
wyzszych szkot Srednich przetozonego na jezyk polski przez T. Staneckiego, w p6zniej-
szym okresie korzystano z przekladu G. Maryniaka [3]. Do roku 1916 byt to jedyny

? Franc Mo¢nik (1814-1892) byt stowenskim matematykiem. Po ukoficzeniu gimnazjum i liceum w Lublanie
studiowat do 1836 r. teologi¢ w Gorycji (Wtochy). Nastgpnie studiowat filozofi¢ na Uniwersytecie w Grazu.
W 1839 r. opublikowal w Wiedniu swoja teori¢ rownan numerycznych z jedna niewiadoma; w 1840 r. zostat
doktorem filozofii. Od roku 1840, opublikowal okoto 70 podrgcznikow i tablic logarytmicznych. Uwzgledniajac
liczne przedruki, opracowania i przektady znamy ponad 1200 réznych wydan jego pism.
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podrecznik wymieniany w Sprawozdaniach szkolnych, z ktérego uczono geometrii
analitycznej. W Sprawozdaniu Dyrekcyi C. K. I. Wyzszej Szkoty Realnej w Krakowie za
rok 1916 [16] po raz pierwszy zostaje podany podrgcznik Antoniego fomnickiego
Geometrja: podrecznik dla szkot Srednich, ktory w sprawozdaniach z gimnazjéw nie byt
wyszczegolniony.

Geometria analityczna zawarta jest w czwartej czgsci podrgcznika F. Mocnika. Autor
rozpoczyna ta cz¢$¢ od podania definicji:

Geometrya analityczna (analitische Geometrie) ma za zadanie zbadaé utwory
przestrzenne za pomocq rachunku analizy. (zob. [3])

Po krotkim wstgpie zostaje wprowadzony podzial na dziewig¢ rozdziatow: Punkt,
Rownania o dwdch zmiennych i miejsca geometryczne tych rownan, Linia prosta, Koo,
Elipsa, Hiperbola, Parabola, Styczne i normalne, Ogdlne wtasnosci krzywych stopnia
drugiego. W pierwszym rozdziale autor podaje podstawowe definicje prostokatnego
uktadu wspotrzednych, ukosnokatnego uktadu wspotrzednych oraz biegunowego uktadu
wspoétrzednych. Wyprowadza wzoér na odlegtos¢ dwoch punktéw, warunek jedzno-
znacznie okre$lajacy kiedy trzy punkty leza na jednej prostej. Nastgpnie przedstawia
wzor na wspdlrzedne punktu, ktére dziela dany odcinek w stosunku m : n oraz na pole
powierzchni trojkata, jezeli dane sa wspotrzedne jego wierzchotkéw. Kolejny paragraf
dotyczy transformacji wspotrzednych prostokatnego uktadu wspoétrzednych na wspot-
rz¢dne innego typu. Podany przyktad to zastapienie prostokatnego uktadu wspotrzednych
przez biegunowy uktad wspotrzednych, w przypadku, gdy biegunem jest poczatek uktadu
wspotrzednych, a o biegunowa lezy na osi OX.

Drugi rozdzial autor rozpoczyna od wprowadzenia definicji stafej oraz zmiennej,
W tym zmiennej zaleznej 1 zmiennej niezaleznej. Nastgpnie, poprzez przyklady oraz zada-
nia, w ktorych nalezy wykresli¢ krzywe okreslone rownaniami kwadratowymi, autor po-
kazuje, ze miejsca geometryczne punktow wyznaczonych na plaszczyznie przez row-
nanie kwadratowe moga mie¢ rézne ksztalty. Piszac o rownaniach kwadratowych autor
ma na mysli rOwnanie postaci:

A2 B, T Ty
Ax "+ Bav+Cv™ + Dx +

]

. J—
- =

Iy

]

gdzie A.5.C, D, E.F sa liczbami rzeczywistymi. Miejscem geometrycznym nazywany
jest zbidr wszystkich punktow ptaszczyzny speiiajacych dane réwnanie. Podany jest
rowniez przyktad sinusoidy, jako linii krzywej wyrazonej rownaniem ¥ = sinx. Zwigzek
jaki zachodzi migdzy = a y autor nazywa rownaniem tej linii. ROwnanie migdzy dwoma
zmiennymi jest zatem analitycznym przedstawieniem tej linii, 1 na odwr6t linia jest
geometrycznym przedstawieniem danego rownania.

Trzeci rozdziat dotyczy linii prostej. Autor wyprowadza ogdlne rownanie proste;j
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a nastgpnie przeprowadza dyskusj¢ rownania ¥ =ax +E Kolejno wymienia
wlasnosci: do wyznaczenia pewnej prostej potrzebne sa dwa warunki; wspotczynnik
moze by¢ dodatni lub ujemny w zalezno$ci od kata, jaki tworzy prosta z osia OX, znak
stalej b zalezy od tego, czy prosta przecina o$ rzednych powyzej, czy ponizej osi
odcigtych; nastgpnie przeksztalca rownanie prostej, tak aby byto mozna odczytaé¢ z niego
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punkty przecigcia z osiami uktadu wspélrzednych; podaje roéwnanie prostej
przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych oraz jej potozenie w przypadkach,
gdy = = &% Autor dowodzi réwniez twierdzenia: Miejscem geometrycznym réwnania
stopnia pierwszego miedzy dwiema zmiennymi jest linia prosta. Nastgpnie omawia
zagadnienia: wykreslenie prostej, ktorej roOwnanie jest dane; rOwnanie prostej, ktora
przechod21 przez dany punkt {x.¥;}, rOwnanie prostej, ktora przechodzi przez dwa dane
punkty {x;, %3 {x;,3.} rownanie normalnej prostej, odlegto$¢ punktu od prostej;
roOwnanie biegunowe prostej; punkt przecigcia si¢ dwoch prostych; potozenie prostej
wzglegdem drugiej prostej; rownania dwusiecznej kata, ktorego ramiona sa dane za
pomoca swoich réwnan; warunek pod ktéorym trzy proste przecinaja si¢ w jednym
punkcie. Ostatni paragraf to zastosowanie podanych twierdzen do udowadniania wybra-
nych twierdzen o trdjkatach prostokreslnych, czyli trojkatach ograniczonych prostymi.
Znajdziemy tu analityczne dowody nastgpujacych twierdzen: dwusieczne katow we-
wngtrznych trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie; dwusieczna kata zewngtrznego
trojkata 1 dwusieczne dwoch katow wewngtrznych trojkata, ktore nie sa przylegte temu
zewngtrznemu, przecinaja si¢ w jednym punkcie; dwusieczne katow zewngtrznych
trojkata przecinaja przedtuzenia jego przeciwleglych bokéw w trzech punktach, ktore
leza na jednej prostej; srodkowe trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Czwarty rozdzial zatytulowany jest Kofo. Korzystajac z wlasnosci, ze wszystkie
punkty linii kotowej sa rowno odlegie od Je_] srodka. Autor wyprowadza réwnanie okrggu
zwane réwnaniem ogolnym kola {(x — ) + (v — 4)* =+°. Réwnaniem normalnym kota
nazywa réwnanie {x —p)+ {v—g}* —r> =0. Nastgpnic podaje definicje potegi
punktu wzgledem kota oraz stwierdza, ze lewa strona réwnanie normalnego kota prze-
dstawia potege punktu (x, ¥} wzgledem tego kota. Réwnaniem wierzchotkowym kota
nazywa rowname .“-s +3® = 2Zrx .. Autor wyrdznia takze réwnanie $rodkowe kota
postaci x* + v =7 Kolejny paragraf poswiecony jest dyskusji réwnania Srodkowego
kota. Naste;pme autor wyprowadza réwnanie biegunowe kota oraz podaje warunki, pod
ktorymi dwa okregi przecinaja sig, sa styczne. W dwoch ostatnich paragrafach autor
znajduje réwnanie linii potegowej dwoch kot oraz udowadnia nastgpujace twierdzenie:

Linie potegowe trzech kot przecinajq sie w jednym punkcie. (zob. [3])

Punkt wspolny trzech linii potggowych trzech két nazywa srodkiem potegowym trzech
kot.

Piaty rozdzial rozpoczyna si¢ od zdefiniowanie elipsy, jako linii krzywej na
plaszczyznie majacej t¢ wlasnosé, ze suma odleglosci kazdego jej punktu od dwodch
danych punktéw jest stala. Nastgpnie autor wprowadza definicje ogniska, promieni
wodzqcych oraz wyprowadza wzor na dlugo$¢ promieni wodzacych. Kolejno wypro-
wadza réwnanie elipsy:

Il
] | ]
L&} [ ]
|
-
I "J

O
[F]

[

Autor przeprowadza dyskusje rOéwnania & x* + vy a® =a b~ ktére nazywa
rownaniem Srodkowem elipsy, a poczatek ukladu wspodlrzednych nazywa srodkiem
elipsy. W kolejnych punktach wyznacza: zmienne ¥ oraz x z rO6wnania elipsy, punkty
przecigcia z osiami uktadu wspotrzednych, najwigksze wartodci, jakie osiaga elipsa.
Definiuje os wielkq 1 os matq elipsy oraz pokazuje, ze suma promieni wodzacych
kazdego punktu elipsy jest rowna jej osi wielkiej. W dalszej czgéci podane sa definicje
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linijnego mimosrodu oraz mimosrodu numerycznego, autor pokazuje, ze jezeli na wielkiej
osi elipsy jako $rednicy zakreslimy koto, to rzgdne elipsy i kota odpowiadajace tej samej
odcigtej] maja si¢ tak do siebie, jak potowa osi matej do potowy osi wielkiej. Autor
udowadnia twierdzenie:

Powierzchnia elipsy rowna si¢ iloczynowi z potowy osi wielkiej i potowy osi matej
i z liczby 7. (zob. [3])

Na koniec wyprowadza rdwnania wierzchotkowe i biegunowe elipsy.

W széstym rozdziale autor definiuje hiperbolg, jako krzywa na plaszczyznie, ktorej
roznica odlegtosci kazdego punktu od dwdch danych punktéw jest stala oraz wyprowadza
réwnanie hiperboli:

przeprowadza dyskusje rownania 5°x® —y®a® =a®b? ktére nazywa réwnaniem
srodkowem hiperboli oraz podaje wzor na dlugos¢ promieni wodzacych. W kolejnych
punktach wyznacza: zmienne ¥ oraz x z réwnania hiperboli, punkty przecigcia z osia
odcigtych oraz pokazuje, ze hiperbola nie przecina osi rzgdnych w punktach rzeczy-
wistych. Podane sa definicje ognisk i wierzchotkéw hiperboli, osi rzeczywistej, osi
urojonej (inaczej zwanej poboczng), linijnego mimosrodu, mimosrodu numerycznego
parametru oraz asymptot hiperboli. Hiperbolg, ktorej rownanie jest postaci: ¥~ — ¥° = a*

nazywa hiperbolq rownoramienngq. Na koniec podane sa rOwniez wzory na rOwnania
wierzchotkowe i biegunowe hiperboli.

Sidédmy rozdziat dotyczy paraboli, ktora definiuje jako krzywa na plaszczyznie, ktorej
kazdy punkt jest rownoodlegly od statlego punktu i od statej prostej oraz wyprowadza
rownanie paraboli:

-
ar=
¥

= px,
ktore w dalszej czg$ci nazywa rownaniem wierzchotkowym paraboli. Autor przepro-
wadza dyskusj¢ rownania paraboli, wyznacza: zmienne ¥ oraz * z rGwnania paraboli oraz
punkt przecigcia z osiami uktadu wspotrzednych. Ponadto definiuje ognisko, kierownice,
promien wodzqcy oraz parametr paraboli. Udowodnia réwniez nastgpujace twierdzenie:

Powierzchnia plaszczyzny, ograniczonej spotrzednemi ktoregokolwiek punktu para-
boli i jej tukiem jest rowna 2/3 czesciom iloczynu tych spotrzednych. (zob. [3])

Na koniec wyprowadzony jest rowniez wzor na rOwnania biegunowe paraboli.

Przedostatni rozdziat dotyczy stycznych i normalnych. Na poczatku podana jest
definicja stycznej, podstycznej, normalnej oraz podnormalnej. Styczna zdefiniowana jest
jako dtugos¢ linii stycznych od punktu stycznosci do punktu przecigcia si¢ z osia odcig-
tych. Podstyczna, to rzut stycznej na o$ odcigtych. Normalng autor definiuje jako dtugosé
prostopadtej do stycznej zawartej migdzy punktem stycznosci a osia odcigtych, zas
podnormalna jest jej rzutem na o$ odcigtych. W nastgpnych paragrafach autor postugujac
si¢ rachunkiem rézniczkowym, podaje rownanie stycznych i normalnych do omawianych
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we wczesniejszych rozdziatach krzywych oraz wzory na obliczanie dlugosci stycznej,
podstycznej, normalnej oraz podnormalnej.

W ostatnim rozdziale omdéwione sa ogdélne wilasnosci krzywych drugiego stopnia.
Przeprowadzona jest dyskusja ogdélnego rownanie krzywej drugiego stopnia:

T | ~d

gdzie A.B.C.D. E. F sa liczbami rzeczywistymi. Charakter krzywej zalezy od warto$ci

roznicy: £ “t. ktora autor nazywa dwumianem charakterystycznym. Autor pokazuje,
ze w przypadku, gdy dwumian charakterystyczny jest ujemny, to krzywa wyraza elipsg,
ktéra w poszczegodlnych przypadkach staje si¢ kolem lub punktem. Jesli roznica jest
dodatnia, to otrzymujemy réwnanie hiperboli, a w przypadku gdy jest réwna zeru
rownanie paraboli lub dwoéch prostych réwnoleglych do osi odcigtych. W kolejnym
paragrafie autor prezentuje rozwigzanie problemu:

Znalezé miejsce geometryczne wszystkich takich punktow, ktorych odlegtosci od
danego punktu i od danej prostej pozostajq do siebie w statym stosunku.

Rozdziat konczy paragraf, w ktorym autor pokazuje, w jaki sposob otrzymaé krzywe
drugiego stopnia z przecigcia powierzchni bocznej stozka plaszczyzna.

Pomimo obszernego materialu i wielu trudnych pojg¢, ktére autor wprowadza, dziat
jest opracowany w sposob jasny i spojny. Dzigki zamieszczonym rysunkom i od-
powiednio dobranym przyktadom, uczen moze lepiej zrozumie¢ nowe zagadnienia. Na
koncu kazdego rozdziatu zamieszczone sq zadania o zréznicowanym poziomie trudnosci,
ktore pozwalaja powtorzy¢ i utrwali¢ przyswojone wiadomosci.

2.3 Zadania maturalne

Po ukonczeniu gimnazjum uczniowie przystgpowali do egzaminu dojrzatosci.
Egzamin pisemny z matematyki polegal na rozwiazywaniu zadan zawierajacych podsta-
wowe zasady poszczegolnych dzialéw, rozwiazywanie pojedynczych rownan pierwszego
stopnia z jedna niewiadoma lub z wieloma niewiadomymi, drugiego stopnia z jedna
niewiadoma, logarytmy i zadania z zastosowaniem gtownych zasad arytmetyki, algebry
oraz twierdzen z trygonometrii, planimetrii i geometrii analitycznej. Czg$¢ pisemna egza-
minu to wypracowanie matematyczne, ktore uczniowie pisali przez 4 godziny. W Spra-
wozdaniach szkolnych znajdziemy tresci zadan z pisemnego egzaminu maturalnego.
Wsrdd licznych zadan z réznych dziatow matematyki bardzo czgsto wystepowaty zadania
z geometrii analitycznej.

3) Obliczy¢ powierzchnig obu cgedci kola (x — 1)* -} y*=9
ps jakie je dzieli parabola y*=4x. (Przyja¢ cm. za jednostke
fagodei).

Rysunek 4: Zadanie z pisemnego egzaminu dojrzatosci.
Gimnazjum $§w. Anny, 1907.
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2. Do elipsy 256x* - 100y*® = 2500 wykreslic w punktach,
ktérych odcigte sa 6 i — 8, styczne, napisué ich réwna-
nia i réwnanie prostej, przechodzgcej przez &rodek eli-
psy i punkt przeciecia stycznych.

Rysunek 5: Zadanie z pisemnego egzaminu dojrzatosci.
Gimnazjum im. Kréla Jana Sobieskiego, 1907.

Uczniowie zdawali rowniez matematyke¢ na egzaminie ustnym. Wszystkie zadania
byly zapisywane w Protokotach z egzaminu dojrzatosci [19], ktére zachowaty sig. W pro-
tokotach odnotowane byly rowniez oceny uczniéw z dwoch ostatnich semestrow nauki.
Poréwnujac zadania réznych uczniéw z ich stopniami, mozna zauwazy¢, ze im wyzsze
stopnie uczen otrzymywal w poprzednich semestrach nauki, tym zadania byly trud-
niejsze. W dalszej czgsci, jako przyktady podawane sg zadania z protokoléw roznych
szkoét z roku 1910. Zadania z geometrii analitycznej bardzo czgsto pojawiaty podczas
egzaminu ustnego. Mozna wsrdd nich znalez¢ zaréwno zadania rachunkowe, jak i teo-
retyczne. Proste zadania otrzymywali zwykle uczniowie z ocena dostateczng lub dobra.
Oto kilka wybranych przykltadow takich zadan (zostat zachowany oryginalny zapis):

Zwiqzek miedzy powierzchniq kota a elipsy, jesli promien kota jest potowe wiekszy.
Utozy¢ rownanie, ktorej os gtowna=6, kqt miedzy asymptotami 60.

5

Obliczy¢ powierzchnie elipsy 4x? +%y? = 3é i utoZy¢ rownanie kot stykajqcych sie

z niqg w obu punktach przeciecia sie z osiami.
Styczna do paraboli w punktach majqcych te samq odcietq przecinajqcq sie na osi X.

Znalez¢ miejsce geometryczne takich punktow, ktorych styczne przeprowadzone do
hiperboli (srodkowej) tworzq z niq kqt prosty.

v2 = 8x. W punkcie (8. =2} wykresli¢ do tej krzywej normalng.
Obliczy¢ odlegtosé ogniska od asymptoty paraboli.

Zadania trudniejsze pojawialy sig rzadziej, otrzymywali je uczniowie, ktorzy w dwoch
ostatnich semestrach nauki mieli wyzsze stopnie z matematyki. Oto kilka przykladow
takich zadan:

Powierzchnia elipsy rachunkiem catkowym.

Biegunowe rownanie krzywych drugiego rzedu.

Styczne do paraboli z punktu lezqcego na kierownicy sq prostopadte.
Powierzchnia miedzy tukiem i stycznymi paraboli.

Na szczeg6lna uwage zastuguja zadania, ktére otrzymywali uczniowie, ktérzy

w dwoch ostatnich semestrach nauki otrzymali oceng bardzo dobra lub bardzo dobra
z odznaczeniem. Byli to uczniowie szczegdlnie zdolni. Jednym z takich uczniow byt

173



Edmund Wilczkiewicz4, ktory w 1910 roku ukonczyt I Wyzsza Szkote Realna w Kra-
kowie. Na egzaminie ustnym z matematyki otrzymat nast¢pujace polecenie:

Dyskusja ogdlnego réwnania stopnia drugiego ¥ = fix}, styczna do krzywej w pun-
kcie 3 {x, v,

Na egzaminie ustnym z matematyki Stefana Banacha, ktory w 1910 roku ukonczyt IV
Gimnazjum w Krakowie, otrzymat nastgpujace polecenie:

Utozy¢ réwnania  wszystkich linij  krzywych — przechodzqcych —przez — punkty

-

4,33,B(—4,33,C(—4, —33,D{4, -3} i zbadac stosunek prostejy :55{ do kazdej z nich

A
S

=

(przeglad ogolny).

Matematyka \

Rysunek 6: Protokét ustnego egzaminu dojrzatosci, IV Gimnazjum w Krakowie, 1910.
Zadanie, ktore otrzymat na egzaminie Stefan Banach.

Zastanéwmy si¢ nad rozwigzaniem tego zadania. Zakladamy, Ze przez stwierdzenie
rownanie wszystkich liniy krzywych rozumiano réownania dowolnych krzywych drugiego
stopnia. Wstawiajac wspotrzedne podanych punktéw do réwnania ogdlnego krzywej drugiego
stopnia otrzymujemy uktad réwnan:

16A+12B+9C+4D+3E+F =0
16A-12B+9C—-4D+3E+F =0
16A-12B+9C+4D—-3E+F =0
16A+12B+9C—-4D-3E+F =0,

ktoéry ma nastgpujace rozwigzanie:

16A+9C+F =0
B=D=E=0.

* E. Wilczkiewicz (1891-1946) — geodeta, profesor Politechniki Lwowskiej, dziekan Wydziatu Inzynierii.
Dziekan Wydziatu Katedry Budowy Przyrzadéw Geodezyjnych i Fotogrametrii Lwowskiego Instytutu Polite-
chnicznego. Wyktadat na Staatliche Fachkurse Lemberg. Po wojnie organizowat wydziaty politechniczne PK,
byt dziekanem tworzonego Wydziatu Inzynierii Odznaczony krzyzem Virtuti Militari.
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Zatem rownanie krzywej przyjmuje postac:
Ax* +Cy* +F =0, gdzie F=—-16A-9C, A,CcR (1)

Dwumian charakterystyczny tego réwnania ma postac:—4A-C i moze zatem by¢ zatem
liczba dodatnia, ujemng lub réwna zeru. Rownanie (1) wyraza rodzing elips dla A-C >0
zob.

i(ysunek 7). W szczegolnym przypadku dla A =Celipsa staje si¢ okrggiem. Prosta
4x -3y =0 przecina te krzywe w dwoch punktach. Gdy A-C <0 dane réwnanie wyraza
rodzing hiperbol (zob. Rysunek 8) lub pare prostych, o réwnaniu9x> —16y° =0 przeci-
najacych si¢ w poczatku uktadu wspolrzednych. Prosta 4x—3y =0 przecina te hiperbole
w dwoch punktach lub nie przecina hiperboli w zadnym punkcie, gdyz dla hiperboli o row-
naniu 16x> —9y* =175 prosta o réwnaniu 4x—3y =0 jest asymptota. W przypadku gdy
dwumian charakterystyczny jest réwny zero, to C =0 lub A=0.Dla C =0 réwnanie (1) ma
posta¢ x* =16 i wyraza dwie proste rownolegte do osi OY . Dla A =0 réwnanie (1) ma
postaé y> =9 i wyraza dwie proste réwnolegte do osi OX . W obu przypadkach prosta
4x -3y =0 przecina kazda z prostych w jednym punkcie.
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Rysunek 8: Wybrane hiperbole przechodzaca przez punkty

Jak wida¢ poziom trudnos$ci zadan na egzaminie ustnym byl bardzo zréznicowany.
Dwa ostatnie zadania wymagaja bardzo dobrej znajomosci catosci materiatu z geometrii
analitycznej. Niezbedne do rozwiazania tych zadan jest opanowanie ostatnich tematow
z tego dziatu.

Na koniec dwa bardzo ciekawe zadania, w ktorych opisana zostata realna sytuacja.
Uczen za pomoca poje¢ matematycznych musial zbudowa¢ modele matematyczny tych
sytuacji.: Ulica sw. Jana przedstawia os Y, ulica Szewska oS X; obliczy¢ pole rynku
krakowskiego iedzqc, ze Jjest czworobokiem o wierzchotkach

A{-95m,100 m), B{100,100), 00, —120), D{—95,—120). Oraz Szyny tramwajowe na

wylocze ulicy Siennej ( X) do rynku (YY) tworzq osie wspotrzednych. Znalez¢ w tym
uktadzie rownanie ul cy Starowislnej, wiedzqc, ze przechodzi ona obok poczty gtownej
przez punkt {150 m,—20m] i przecina si¢ z ulicq Dietlowskq w punkcie {210 m,—140m).

Jak Starowisina jest do Siennej nachylona?

Zadania te pojawily si¢ na egzaminie ustnym w Gimnazjum $§w. Anny w roku 1910,
w tresci zadan pojawiaja si¢ krakowskie ulice, ktorymi uczniowie codziennie przechod-
zili idac do swojej szkoty. Warto rowniez zwroci¢ uwage na zapis, jaki stosowano w za-
daniach, gdyz znacznie rozni si¢ on od wspodlczesnej notacji.

3 Podsumowanie

Z terazniejszego punktu widzenia, poziom nauczania geometrii analitycznej na
przetomie XIX i XX wieku byt bardzo wysoki. Plan nauczania geometrii analitycznej byt
konkretny i logicznie spojny. Nabyta wiedza oraz umiejgtnosci byly konsekwentnie
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sprawdzane podczas nauki oraz egzaminow dojrzalosci. W podstawie programowej
podpisanej przez Ministra Edukacji Narodowej 27 sierpnia 2007 roku znajduje si¢ punkt:
geometria na plaszczyznie kartezjanskiej, ktora w zakresie podstawowym obejmuje has-
Ya: Rownanie prostej na ptaszczyznie, Interpretacja geometryczna uktadu réwnan li-
niowych, Odlegtos¢ punktow w uktadzie wspotrzednych, Rownanie okregu. Ponadto w za-
kresie rozszerzonym obejmuje hasta: Interpretacja geometryczna uktadu nieréwnosci
liniowych, Odlegtos¢ punktow w uktadzie wspotrzednych, rownanie okregu, opis kota za
pomocq nierownosci, Punkty wspolne prostych i okregow, Wektory na plaszczyznie
kartezjanskiej, Dodawanie wektorow i mnozenie wektora przez liczbe, Interpretacja
geometryczna dziatan na wektorach. Program nauczania geometrii analitycznej, ktory
realizujemy dzisiaj w szkole dzieli olbrzymia przepas¢ od programoéw nauczania geo-
metrii analitycznej sprzed stu lat. Obecnie uczniowie poznaja zaledwie podstawowe
pojecia, ktore na przetomie XIX i XX wieku byly omawiane i znacznie poszerzone juz
w czasie pierwszych lekcji geometrii analitycznej. Terazniejszy program nie obejmuje
obiektow: elipsa, hiperbola, parabola, styczna oraz normalna. Mimo tak wielu réznic,
mozna doszuka¢ si¢ podobienstwa w zadaniach maturalnych. Na przyktad na egzamine
ustnym w1910 zadano:

Przez punkt (3.2} przeprowadzi¢ koto styczne do osi uktadu.

Bardzo podobne zadanie pojawito si¢ w arkuszu ¢wiczeniowym (zakres podstawowy)
z roku 2012:

Wyznacz réwnanie okregu przechodzqcego przez punkt A = {2,

i} i stycznego do obu

osi uktadu wspotrzednych. Rozwaz wszystkie przypadki.

Problem, przed ktorym postawiony jest uczen, w obu przypadkach jest taki sam,
jednak w drugim wariancie podkreslona jest konieczno$¢ rozwazenia wszystkich
przypadkow. Réznicg mozna takze zauwazy¢é w zapisie, ktory w drugim zadaniu jest
duzo bardziej formalny.
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KVADRATURA CYKLOIDY DLE ROBERVALA

ANNA KALOUSOVA

Abstract: In the 17th century, several outstanding mathematicians were interested in
studying the cycloid. They examined its properties and found out some remarkable
results. In this paper, we describe Roberval's solution of cycloid's quadrature and his
construction of the tangent to a cycloid.

1 Uvod

Cykloida je rovinna kiivka, kterou opisuje pevné zvoleny bod na obvodu kruhu
kotalejiciho se (bez klouzani) po pfimce. Nazev cykloida pochazi od Galilea Galilei
(1564-1642), kiivku ale jako prvni popsal jiz francouzsky filosof, teolog a matematik
Charles de Bovelles (1479-1566). V 17. stoleti se cykloidou zabyvalo hodné¢ znamych
matematikd, zkoumali jeji vlastnosti, snazili se urcit obsah plochy omezené obloukem
cykloidy nebo né&jakou jeho ¢asti, objem télesa vzniklého rotaci cykloidy kolem jeji osy,
délku jednoho oblouku cykloidy a podobné. Pfitom objevili dalsi zajimavé vlastnosti této
kfivky. Christiaan Huygens (1629-1695) si v§iml isochronie cykloidy, tedy toho, ze
hmotny bod pohybujici se na (obracené) cykloidé bez tfeni vykonava periodicky pohyb,
jehoz perioda je nezavisla na pocatecni pozici, a zkonstruoval hodiny, jejichz kyvadlo se
pohybovalo po cykloidé. Johann (1667—1748) a Jacob (1655-1705) Bernoulliovi ukazali,
ze cykloida je brachistochronou, tedy kiivkou spojujici body A a B, po které se hmotny
bod dostane zbodu A do bodu B pouze plisobenim gravitaéniho pole v nejkrat$im
mozném case.

Cykloidu studoval i Gilles Personne de Roberval, ktery jako prvni urc¢il obsah plochy
omezené jednim jejim obloukem. Jeho postup zde popiSeme a ukdzeme také jeho
konstrukei te¢ny k cykloidé v libovolném jejim bode¢.

2 Gilles Personne de Roberval

2.1 Zivot

Gilles Personne de Roberval byl synem Pierra Personne a Jeanne Le Dru, drobnych
zemedélcl hospodaticich ve vesnici Roberval v departementu Oise v Pikardii. Narodil se
9. 8. 1602 v blizkosti Noé&l-Saint-Martin. Bylo to v obdobi sklizn¢, matka ho porodila
pfimo na poli. Nasledujiciho dne byl pokitén jako Gilles Personne, ptizvisko de Roberval
ptipojil az v dospélosti, musel pozadat o svoleni pana Robervalu. Mél nékolik bratrii
a sester, ale jemu jedinému se dostalo vzdélani, kdyz si jeho nadprimérné inteligence
vS§iml farat ze sousedni farnosti v Rhuis. Vzdélaval ho v matematice, latin€ a pravde-
podobné i v fectiné. Pozd¢ji (nejsou doklady o tom, kdy to bylo) opustil rodnou vesnici
a cestoval po Francii. Na zivobyti si vydélaval tim, ze ucil matematiku. Zaroven
v nav§tivenych méstech diskutoval o matematickych problémech s universitnimi
profesory. V Bordeaux se setkal s Pierrem de Fermat (asi 1601-1665), se kterym
udrzoval pravidelnou korespondenci i pozdé&ji. V roce 1627 se zucastnil obléhani La
Rochelle, stfediska hugenotského odporu, a mél zde pfrilezitost studovat konstrukci
opevnéni a také balistiku.
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V roce 1628 ptisel Roberval do Patize, kde zahy zacal navstévovat schiizky skupiny
kolem Marina Mersena (1588—-1648). V roce 1632 ziskal katedru filosofie na Collége de
maitre Gervais a naSel si bydleni nedaleko odtud; tam bydlel az do své smrti. V roce
1634 uspél v konkurzu na Raméeho katedru matematiky na Collége royal. Toto misto ale
nebylo trvalé, Roberval se musel v nasledujicich letech kazdé 3 roky znovu tcastnit kon-
kurz( na tuto katedru. To byl mozna jeden z diivodi, pro¢ vysledky své védecké prace
malokdy publikoval. Ztratil by tak totiz vyhodu, kterou mél proti svym konkurenttm.
Meélo to vsak i své nevyhody, protoZe se pak ¢asto dostaval se svymi soucasniky do sport
o prvenstvi v nékterém objevu. V roce 1655 ziskal na College royal katedru po Pierru
Gassendim (1592—1655). Od té doby byl financné zabezpecen, protoze na této katedie se
konkurzy nekonaly.

22. prosince 1666 se konala v Kralovské knihovné ustavujici schiize Académie royal
des sciences. Francouzsky ministr financi Jean-Baptiste Colbert (1619—-1683) na ni poz-
val sedm vyznamnych francouzskych védct, jednim z nich byl i Roberval. Jako jeden ze
zakladajicich ¢lent se Roberval zucastnil fady debat a Cetl také né€kolik pojednani. Na za-
sedani 21. 8. 1669 predstavil akademikiim svlij vynalez — rovnoramenné vahy, u nichz
byly misky umistény nad vahadlem (dfivéjsi vahy mély vzdy misky pod vahadlem).

Gilles Personne de Roberval zemiel ve svém byté 27. 9. 1675. Byl pohiben v kostele
sv. Severina v Pafizi. Nikdy se neozenil, své prace odkazal Académie royal des sciences,
ktera jich ¢ast vydala v roce 1693 v [2].

2.2 Védecka prace

Gilles Personne de Roberval byl vynikajicim matematikem a fyzikem. Zptesnil
definici pojmu sila, odvodil pravidlo pro skladani sil a opravil definici pojmu réZiste.
Jeho matematické vysledky jsou tzce spjaty s fyzikou. Pouzival metodu indivisibilii,
kterou vypracoval nezavisle na Cavalierim, pro vypocet ploch ohrani¢enych kiivkami
a pro vypocet objemu téles vzniklych rotaci téchto kiivek. Vymyslel také jednoduchou
a obecnou metodu nalezeni rychlosti pomoci tecen ke kiivce. Tato metoda je podobna
Newtonoveé metode fluxi.

Cykloida

2.3 Obsah plochy pod obloukem cykloidy

V roce 1615 vyzval Marin Mersenne vaZzené matematiky, aby prozkoumali vlastnosti
cykloidy, zejména spocitali obsah plochy pod obloukém cykloidy a zkonstruovali tecnu
v libovolném bodé cykloidy. Oba problémy vyftesil Gilles Personne de Roberval v roce
1635, feSeni ale bylo publikovéano az po jeho smrti v [2].

Roberval uvazuje polovinu oblouku cykloidy, tedy cast, kde se bod A premisti do
bodu D. Pohyb po cykloidé rozklada na dva pohyby. Jednim je rovnomérny piimocary
pohyb celého kruhu ve vodorovném sméru (posunuti rovnobézné se zakladnou cykloidy),
druhym je otaceni (rotace) generujiciho kruhu kolem svého stfedu. Roberval pise, Ze se
pramér AB pohybuje jako by byl posouvan jinym t&lesem, az dorazi do CD'. Zaroven se
bod A pohybuje po oblouku AEFGB a dorazi do bodu B. Délka oblouku AEFGB je stejna

' ... le diametre AB du cercle AEFGB se meut parallelement & soy-mesme, comme s'il étoit emporté par
quelqu'autre corps, jusques a ce qu'il soit parvenu en CD ...
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jako délka tise¢ky AC (je rovna 7zp, kde p je polomér generujiciho kruhu). Useku AC lze
rozd¢lit na nekonec¢né malé ¢asti stejné délky (na obrazku jsou délicimi body M, N, O, P,
O, R, S, T) a podobn¢ lze rozdélit oblouk AGB (délicimi body jsou E, F, G, H, I, J, K, L).
Na originalnim obrazku nejsou popsany vSechny body, nékteré jsou oznaceny Cisly,
pficemz cisla 1, 2, ..., 7 jsou pouzita pro dva typy bodu, pro prehlednost pouzijeme
obrazek, kde jsou tyto body rozliseny.

Lo

o

R

Ved'me body M, N, ..., T kolmice k tiseCce AC a body E, F, ..., L rovnhob&ZKy s touto
useckou. Pruseciky odpovidajicich pfimek oznac¢ime m, n, ..., t, priseCiky rovnobézek
s useCkou AB oznaéime e, f, ..., I. Oznaéme m' bod na Gsedce Em takovy, Ze |mm'|=|Ee|.
Analogicky ziskame body n', o, ..., t'. Kdyz se pfi kruhovém pohybu bod A ptesune do
bodu E, posune se ve vodorovném sméru o vzdalenost |[Ee| = p-sin a a ve svislém
o vzdalenost |Ae| = p:(1 — cos @), kde p je polomér generujiciho kruhu a a je thel, o ktery
se kruh otocil. Pfi pohybu celého kruhu ve vodorovném sméru se zaroven bod A presune
do bodu M. Pohyb po cykloid¢ je slozenim téchto dvou pohybi, bod A se zfejmé presune
do bodu m' (ktery tedy lezi na cykloid¢). Kdyz se pfi kruhovém pohybu bod A piesune do
bodu F, posune se ve vodorovném sméru o vzdalenost |Ff| = p-sin 2a a ve svislém sméru
o vzdalenost |Af] = p'(1 — cos 2a). Pfi pohybu celého kruhu ve vodorovném sméru se
zaroven bod A presune do bodu N. Slozenim té€chto dvou pohybii dostavame pohyb po
cykloidé, zifejmée se bod A presune do bodu n'. Podobné pro dalsi body. Plati tedy, ze
kiivka prochazejici body m’, n', ..., t' je cykloida. Kiivka, ktera prochazi body m, n, ..., t
(doprovodna kiivka), zjevné déli obdélnik ACDB na poloviny. Parametrické vyjadreni
této kiivky jex = ptay = p-(1 — cos t).

Plocha pod cykloidou se sklada z dvou casti. Jednou je plocha pod doprovodnou
kiivkou, druhou je plocha mezi doprovodnou kfivkou a cykloidou. Ta prvni mé obsah
roven poloving obsahu obdélnika ACDB, tedy Y2'mp2p = m°p?, coz je obsah generujiciho
kruhu. Obsah plochy mezi cykloidou a doprovodnou kfivkou je roven obsahu poloviny
generujiciho kruhu. Jak je vidét na obrazku, maji oba tyto obrazce stejnou vysku, totiz 2p,
a v libovolné vysce maji také stejnou $iiku (|Ee|=|mm’|, |Ff|=|nn|, ..., |LI|=|#t]). Obsah
plochy pod polovinou oblouku cykloidy je souc¢tem obsaht téch dvou ploch, tedy 3/2-7zp>.
Obsah plochy pod celym jednim obloukem cykloidy je potom 3-7mp? je tedy roven
trojnasobku obsahu generujiciho kruhu.
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2.4 Tecna k cykloidé

K nalezeni te¢ny k cykloid€ pouzil Roberval obecnou metodu, kterou sam vypracoval
a vyuzil také tfeba ke konstrukcei te¢ny k elipse ¢i parabole. Vyuzil opét toho, Zze pohyb
po cykloidé se skldda ze dvou pohybd, jednim je posunuti (translace) ve vodorovném
- sméru (rovnobézné se zakladnou
B A o cykloidy) a druhym rotace kolem
L sttedu generujiciho kruhu. P¥i kon-
strukci te¢ny v (libovolném) bodé
r' postupoval takto: Sestrojil te¢nu
ke kruznici (s polomérem p a pro-
‘ . chézejici bodem r’) v bodé r' (rota-
: ce), dale tusecku r'r (translace),
L doplnil na kosodtverec a uvedl, Ze
' ' uhlopiicka v tomto koso&tverci je
AN te¢nou k cykloidé. Ze toto plati, je
e AN Ve ziejmé, kdyz si uvédomime, Ze
— T / (okamzita) rychlost rotace je smé-
€ rovym vektorem te¢ny ke kruznici
a (okamzita) rychlost translace je smerovy vektor usecky r'7. Rychlost translace a rych-
lost rotace jsou stejné, proto maji tyto vektory stejnou velikost. Rychlost pohybu po
cykloide¢, tedy smérovy vektor te¢ny k cykloidé, je potom souctem téchto dvou vektoru.

Pyl

3 Jiné konstrukce te¢ny

Ve stejné dobé jako Roberval zkonstruovali tecnu k cykloidé také Pierre de Fermat
a René Descartes (1596—1650). Descartes vedl tecnym bodem (napt. r') rovnobézku se
zékladnou cykloidy a naSel prisecik (ozn. tfeba r*) této pfimky s generujicim kruhem
umisténym az do poloviny oblouku cykloidy (kdy se bod A pfesunul do bodu D a bod B
do bodu C). Spojnice tohoto priseciku s bodem C je normalou k cykloid€ v bodé¢ ', tecna
je k ni kolma. Odtud je jen krok k dal§i konstrukci, kdy je tecna sestrojena jako
rovnobézka se spojnici bodu r* s bodem D. Tato konstrukce je popsana napt. v [1].
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O PRZENIKANIU NOWYCH TEORII DO
KSZTALCENIA SZKOLNEGO W TORUNSKIEJ
SZKOLE REALNEJ W XIX WIEKU

KAROLINA KARPINSKA

Abstract: The implementation of new scientific ideas to school education often took place
very quickly. In the article this problem will be discussed as based on the content of
mathematics material taught at the Real School functioning within the Torun Gymnasium.

Gimnazjum Torunskie zostalo zatozone w 1568 roku i do potowy XIX wieku
funkcjonowato jako szkota stricte humanistyczna. W 1855 roku zaczgto wdraza¢ tam reformg,
na skutek ktorej juz pig¢ lat pdzniej obok Gimnazjum Klasycznego funkcjonowata citero-
klasowa Szkota Realna. Istota szkot realnych byt duzy nacisk na nauczanie przedmiotow
matematyczno-przyrodniczych, dlatego tez dwczesny dyrektor szkoty torunskiej zdecydowat
si¢ zatrudni¢ specjalist¢ od nauczania przedmiotéow S$cistych w klasach realnych. Zostat nim
Eduard Fassbender'.

Fassbender przez ponad 20 lat pracy w Gimnazjum Torunskim opierat lekcje matematyki
na podregczniku Anfangsgriinde der reinen Mathematik fiir der Schul- und Selbst-Unterricht
[Podstawy matematyki czystej dla studiow szkolnych i wiasnych] Karla Koppego,
sktadajacym si¢ z czterech czeSci: Arithmetik und Algebra [Arytmetyka i Algebra] ([7]),
Planimetrie [Planimetria] ([8]), Stereometrie [Stereometria] ([9]), Ebene Trigonometrie
[Trygonometria ptaska]. Tre$ci zawarte w dwoch z nich: Planimetrii oraz Stereometrii, byty
$cisle uwarunkowane przez odkrycia naukowe 6wczesnego §wiata matematycznego. W arty-
kule zostanie zaprezentowana analiza czg$ci planimetrycznej i stereometrycznej podrgeznika
Anfangsgriinde der reinen Mathematik fiir der Schul- und Selbst-Unterricht Karla Koppego
pod katem wspomnianych nowosci naukowych.

" Eduard Fassbender urodzit si¢ 18 lutego 1816 roku w miejscowosci Burg an der Wupper w okregu Lennep. Po
ukonczeniu Gimnazjum w Soest rozpoczal studia na uniwersytecie w Bonn. Po zdaniu egzamindw pro facultate
docendi z matematyki i fizyki, na ,,§w. Michata” 1839 roku rozpoczat roczny staz w Gimnazjum w Elberfeld
([12], s. 39). Pig¢ kolejnych lat spedzit w ,,hoheren Stadtschule® (wyzszej szkole miejskiej) w Iserlohn, a w la-
tach 1845—1856 pracowatl w Szkole Realnej w Barmen ([5]). Na Wielkanoc 1856 roku otrzymal stanowisko
trzeciego nauczyciela wyzszego w Gimnazjum Torunskim, a w 1860 roku awansowat na profesora. W 1865 roku
mianowano go pierwszym profesorem, czyli pierwszym nauczycielem wyzszym, i pozostat nim az do przejscia
na emeryturg. Glownymi przedmiotami wyktadanymi przez Fassbendera byty: matematyka, fizyka i przyroda.
Rzadziej prowadzil zajgcia z historii (w roku szkolnym 1861/62), jezyka francuskiego (w roku szkolnym
1863/64) i chemii (w roku szkolnym 1870/71). Byt doktorem filozofii. Po tym, jak 3 sierpnia 1864 roku zmart
owczesny dyrektor Gimnazjum Torunskiego Wilhelm Arthur Passow, Fassbender zostal poproszony o spra-
wowanie funkcji zarzadcy szkoty. Pelnit ja do 22 kwietnia 1865 ([4], 1865, s. 29-31), czyli do momentu
zatrudnienia nowego dyrektora. Na emerytur¢ odszedl 29 wrzesnia 1883 roku. Zmart 3 kwietnia 1892 roku.
W programach Gimnazjum w Barmen opublikowal m. in. nastgpujace eseje o tematyce matematycznej: Uber
einige Analogien des korperlichen und sphdrischen Dreiecks mit dem ebenen [O pewnych analogiach trojkatow
brytowych i sferycznych z ptaskimi] (1846) ([15], s. 33) oraz Mémoire sur les triangles inscrits maxima et les
triangles circonscrits de [’ellipse [Wspomnienie o maksymalnych trdjkatach wpisanych w elipsg i trojkatach
opisanych na elipsie] (1853) ([15], s. 34).
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1 Analiza podre¢cznika Karla Koppego
1.1  Planimetria

1.1.1 Tresci zawarte w podreczniku

Czgs$¢ planimetryczna podrecznika Anfangsgriinde der Reiner Mathematik fiir Schul-
und Selbst-Unterricht Karla Koppego ma jeden nurt przewodni — poréwnywanie
obiektoéw plaskich: dtugosci odcinkow, miar katow, czy tez ksztaltdw 1 pol figur ptaskich.
Obiektami, ktore najtatwiej mozna poréwnac sa odcinki linii prostych i katy, dlatego
autor poswigcit im dwa pierwsze rozdziaty podrgcznika. Twierdzenia dotyczace katow
mozna S$cisle powiazaé z twierdzeniami o liniach rownoleglych, co autor uczynit w roz-
dziale 3. Dwa kolejne rozdziaty, to doktadne omoéwienie wielokatow (ze szczegodlna
uwaga poswigcong trojkatom i czworokatom). Autor analizuje w nich, kiedy wielokaty sa
przystajace. W rozdziale sz6stym rozszerza to o twierdzenia dotyczace kot.

Do tej pory autor odpowiadal na pytanie, czy dwa obiekty ptaskie sa sobie réwne pod
wzgledem ksztattu i wielkosci, czy nie. W rozdziatach 8. i 9. skupia si¢ na ich réznosci —
omawia stosunki i proporcjonalno$¢ linii, a nastgpnie figur plaskich. Na tym konczy sig
zasadnicza czg$¢ podrecznika. Dalsze rozdziaty (11-14) zawieraja jedynie rozszerzenia i uzu-
peienia poprzednich.

Zatrzymajmy si¢ na chwilg przy zagadnieniu rownowaznego przeksztatcania figur.

1.1.2 Réwnowazne przeksztalcanie figur

Pojecie to autor wprowadza w rozdziale 7. Podaje, iz dana figurg przeksztatlcimy w sposob
rownowazny, gdy zbudujemy figur¢ o innym ksztalcie niz wyjSciowa, ale o takim samym
polu powierzchni. Ta druga figura nazywa si¢ wowczas ,,przeksztatceniem* figury pierwszej
Iub figura ,,rownowazna™ figurze pierwszej. Koppe pokazuje tutaj m. in., w jaki sposob trojkat
mozna rownowaznie przeksztalci¢ w prostokat, czy jak dowolny wielokat przeksztatci¢
w inny o mniejszej liczbie katow. Te rozwazania uznaje za obowiazkowe dla wszystkich
uczniéw.

W rozdziale 12 zglgbia temat rownowaznos$ci figur o twierdzenia dotyczace poréwnywania
ich obwoddéw, np.
1. Sposréd wszystkich tréjkqtow rownowaznych o réwnych podstawach, trojkat
réwnoramienny ma najmniejszy obwad ([8], s. 138).
2. Sposrod dwoch réownowaznych wielokqtow foremnych, ten o wiekszej liczbie
bokéw, ma mniejszy obwod ([8], s. 142).

Analizuje tez sytuacj¢ odwrotng — czy majac wielokaty o takich samych obwodach jestesmy
w stanie poréwnac ich pola? Okazuje sig, ze tak. Przyktadowo:
3. Sposrod wszystkich wielokqtow o takiej samej liczbie bokow i jednakowych
obwodach, najwieksze pole powierzchni ma wielokqt foremny ([8], s. 140).
4. Sposrod dwdoch wielokqtow foremnych o jednakowych obwodach, ten o wigkszej
liczbie bokow, ma wieksze pole ([8], s. 142).

Powyzsze rozwazania, autor opart na artykule Sur le maximum et le minimum des figures

dans le plan, sur la sphére et dans ’espace en general J. Steinera opublikowanym w 1842
roku w Journal fiir die reine und angewandte Mathematik ([13]). Koppe z artykutlu Steinera
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wybral jedynie takie rezultaty, ktorych dowody, jego zdaniem, nie sprawityby trudnosci
uczniom® i jednoczeénie nie wykraczalyby poza ustalone przez autora ramy tematyczne
podregcznika.

Zauwazmy, ze w tym przypadku absorpcja nowo$ci matematycznych do nauczania
szkolnego na poziomie $rednim byla niezwykle szybka. Doktadnie 10 lat po opublikowaniu
artykutu Steinera, tre§ci w nim zawarte, dostosowane do wiedzy i umiejgtnosci uczniow,
znalazly si¢ w podrgczniku szkolnym. Z pewnoscia duzy wpltyw na taka sytuacj¢ miato
owczesne, bardzo duze zainteresowanie $wiata matematycznego zagadnieniami réwno-
waznosci figur. Swiadczy o tym chociazby to, ze w latach 1832 i 1833 dwaj matematycy
Farkas Bolyai i Paul Herwin, niezaleznie od siebie, udowodnili twierdzenie: Kazde dwa
wielokqty o réwnych polach sq réwnowazne przez rozcinanie ([11], s. 9). Dzisiaj twierdzenie
to nosi nazwg: twierdzenia Bolyai-Herwina.

1.2 Stereometria

1.2.1 Tresci zawarte w podreczniku

Karl Koppe widziat w stereometrii nauke, ktora ma spelnia¢ dwa podstawowe zadania,
mianowicie: ma budowac twierdzenia dotyczace wzajemnego potozenia linii i plaszczyzn
W przestrzeni oraz mierzy¢ objetosci bryt przestrzennych. Te dwa zadania stanowig bazg dla
catego podrecznika. Pierwsze cztery rozdziaty, to przede wszystkim realizacja pierwszego
zadania, a kolejne cztery — drugiego.

Pojgcie wieloscianu autor wprowadzil juz w rozdziale drugim. Jednakze, zanim mogt
rozpocza¢ doktadne omawianie wielo§cianow, musiat wyjasni¢: jak wykona¢ rysunek wielo-
$cianu? Z pomoca przyszly mu wowczas wielokaty sferyczne (rozdziat III), rzuty prosto-
katne® oraz perspektywa geometryczna (rozdziat IV).

W rozdziatach: piatym i szostym, autor omawia kolejno: bryty wieloscienne (w tym: wie-
losciany foremne, graniastostupy, ostrostupy® i obeliski) oraz bryly o powierzchniach
zakrzywionych (cylindry, stozki® i kule). Ich objeto$ciami zajmuje si¢ w rozdziale siodmym,
aw O6smym — rozwiazuje zadania stereometryczno-algebraiczne, polegajace m. in. na obli-
czeniu dtugosci krawedzi, wysokosci i objetosci bryt.

Stereometria zostala wzbogacona o dodatek, zawierajacy obliczanie po6l powierzchni
i objetosci beczki i elipsoidy oraz objgtosci paraboloidy, hiperboloidy i hiperboloidy eliptycz-
nej’.
W opisie tresci zawartych w Stereometrii uwage zwracaja obeliski. Koppe nazywa tak
wielo$ciany, ktorych:
e podstawy sa dwoma réwnolegtymi wielokatami’
e $ciany boczne sa trapezami®.

2 Pominat np. twierdzenie: Kazdy wielokqt wypukly mozna przeksztatci¢ w sposéb réwnowazny w inny wielokqt
o mniejszym obwodzie i wigkszej liczbie bokow ([13], s. 207).

* Omawia tez tutaj rzuty ortograficzne, stereograficzne oraz rzuty Mercatora ([9], s. 39—-40).

* W tym, ostrostupy: proste, pochyle i §cigte.

> W tym, stozki: proste, pochyte i $cigte.

® Dodatek ten zostat napisany w oparciu o Ein neuer Lehrsatz der Stereometrie [Nowe twierdzenie stereometrii]
K. Koppego ([10]) oraz Anfangsgriinde der beschreibenden Geometrie, der analytischen Geometrie, der Kegel-
schnitte und der einfachen Reihen [Podstawy geometrii wykreslnej, geometrii analitycznej, teorii stozkowych
i prostych ciagéw] E. Fassbendera ([1]).

7 Oznacza to, ze znajduja sig one na dwoch plaszczyznach réwnolegtych.
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Skad sig¢ wzigla nazwa ,,0belisk“? Jak obliczano objgtos¢ tego wieloscianu? Jak to sig
stato, ze obliczanie objgtosci obeliskéw znalazto si¢ w podrgcznikach przeznaczonych dla
szkot na poziomie $rednim? Postaramy si¢ teraz odpowiedzie¢ na te pytania. Okazuje sig, ze
kluczem jest tutaj nazwisko: Karl Koppe.

1.2.2  Obeliski i stozki $ciete

Obliczaniem objgtosci przerdéznych bryl wielo§ciennych zajmowat sig juz na poczatku XIX
wieku Meier Hirsch. Swoje wyniki opublikowat w 1807 roku w Sammlung geometrischer
Aufgaben [Zbiorze zadan geometrycznych] ([2]). Opierajac si¢ na trygonometrii i teorii
rzutow, udowodnit wowczas twierdzenie:

Niech dany bedzie wieloscian, ktérego podstawy 2 oraz & sq dwoma réwnolegtymi
wielokqtami o takiej samej liczbie bokow (boki podstaw oznaczmy odpowiednio: a.a:.a-....
oraz b, . ), a Sciany boczne — trapezami (scian bocznych jest tyle, ile bokéw ma kazda

z podstaw). Oznaczmy wysokosS¢ tego wieloscianu przez . Wowczas jego objetosé jest réwna:

Hirsch w Sammlung geometrischer Aufgaben nie zajmowat si¢ brytlami ograniczonymi
przez powierzchnie krzywe, jednakze temat ten zainteresowal innych matematykow.
Pojawiaty si¢ nowe odkrycia, m. in. w 1835 roku Schweins wyprowadzitl wzdér na objgtosé
stozka $cigtego:

gdzie = oraz = sa promieniami podstaw: dolnej i gornej, a ¥ jest wysokoscia bryty ([14],
s. 278).

¥ Koppe definiuje trapez jako czworokat, ktory ma pare bokow réwnolegtych ([9], s. 47). Zgodnie z ta definicja,
szczegdlnym rodzajem trapezu jest rOwnolegtobok.

Przyktadami obeliskow sa nastepujace wielosciany:

A/

Szczegblnym rodzajem obeliskow sa ostrostupy $cigte. W tym przypadku, podstawy sa wielokatami rowno-
legtymi i jednoczesnie podobnymi.
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Pomigdzy odkryciami Hirscha i Schweinsa nie byto wida¢ zaleznosci. Skoro jednak koto
mozna traktowaé jako wielokat foremny o nieskonczenie wielu i nieskonczenie matych
bokach, ktérego promien maty i duzy’ sa sobie rowne, to powinna mie¢ miejsce zalezno$é
migdzy objgtosciami: wieloScianu rozwazanego przez Hirscha i stozka $cigtego. Zaleznosci
tej zaczat szuka¢ Karl Koppe. W rezultacie, w 1838 roku, opierajac si¢ na rachunku
catkowym, sformutowat twierdzenie:

Objetos¢ bryty, ktorej podstawami sq dwa rownolegte wielokqty, a scianami bocznymi sq
trapezy, jest rowna objetosci graniastostupa, ktérego:
® wysokos¢ jest odlegtosciq rownolegtych podstaw wyjsciowej bryty,
® podstawa jest wielokqtem, powstatym przez poprowadzenie ptaszczyzny réwno-
legtej do podstaw bryty wyjsciowej przechodzqcej przez srodek odlegtosci
miedzy nimi, i ograniczonym przez boki wyjsciowej bryty,
pomniejszonej o dwunastq czes¢ pola powierzchni wielokqta, ktorego kqty sq rowne odpo-
wiednim kqtom podstaw bryty wyjsciowej, a kazdy z bokow jest roznicq odpowiadajqcych mu
bokéw obu podstaw.

Okazato sig, ze prostymi wnioskami z tego twierdzenia sa wzory na objgtosci m. in.: stozka
Scigtego, $cigtego stozka eliptycznego, ostrostupa $cigtego o podstawie prostokatnej. Wszy-
stkie te rezultaty, co godne jest podkreslenia, Koppe opublikowat w Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik ([6]).

Okoto pét roku pdzniej, wystosowal prosbg do Berlina, aby wieloscian, ktorego
podstawami sa dwa réwnolegle wielokaty, a §cianami bocznymi — trapezy, nazwac obe-
liskiem. Do prosby dotaczyt swoj artykut. Odpowiedz, ktéra otrzymat przekroczyta jego
oczekiwania. Nazwa obelisk zostata zatwierdzona, a Koppe zostal zobowiazany do przed-
stawienia dowodu sformutowanego przez niego twierdzenia w sposob na tyle elementarny,
aby mogt on sig znalez¢ w podrecznikach szkolnych.

Na skutek tego, w 1843 roku Koppe opublikowatl Ein neuer Lehrsatz der Stereometrie —
Eine Beilage zu allen stereometrischen Lehrbiichern [Nowe twierdzenie stereometrii —
dodatek do wszystkich podrecznikow stereometrycznych] ([10]). Dokladnie opisal tutaj
wlasnos$ci obeliskdw, po czym skupil si¢ na twierdzeniu dotyczacym ich objgtosci. Zgodnie
z tym, co zapowiedzial w przedmowie, zaprezentowany przez niego dowod byl na tyle ele-
mentarny, aby bez trudu mogli go zrozumie¢ uczniowie gimnazjow, szkot realnych i szkot
zawodowych. Od tego momentu obeliski na state zagoscily w programach nauczania szko6t na
poziomie $rednim, a rezultat Koppego umieszczany byt we wszystkich nowo wydawanych
podrecznikach stereometrycznych ([10]).

Zauwazmy, ze w tym przypadku decyzja o transmisji nowego twierdzenia matema-
tycznego do nauczania szkolnego byla niemalze natychmiastowa, a jej realizacja zajgla
niespelna pig¢ lat.
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HRDINOU PROTI SVE VULI?
VENOVANO FRANTISKU CURIKOVI

JAN KOTULEK

Abstract: In this paper we commemorate the life story of Frantisek Cuiik (born 1876),
professor of mathematics and descriptive geometry at the Mining University in Pfibram,
graduated mechanical engineer and ardent teacher, who took his own life 70 years ago,
i.e., in 1944 — during the time of Nazi rule over the destroyed Czechoslovakia.

1 Rodinné poméry

Frantisek Cufik se narodil do rodiny Josefa Cufika, ifednika na okresnim hejtmanstvi

na Smichové, a jeho Zeny Aloisie, roz. Havrankové. Jelikoz mu jiz v mladi zemfeli ro-
.y , .. , r ™ . .1
dice, vychovaval jej jeho stryc Karel Havranek, faratr ve Slivenci.

Frantisek Cutik byl dlouho svobodny, oZenil se az v 51 letech (roku 1927), a to se
Stépankou Kolatikovou, roz. Kropagovou, o sedm let mladsi vdovou.” S ni vychovaval
dceru Stépanku,’ kterd se ve 30. letech provdala za profesora geotechniky na CVUT
Zdetika J. Bazanta (1908-2001), syna profesora stavebni mechaniky na CVUT Zdetika
Bazanta (1879-1954). Ten byl Cuiikovym byvalym kolegou a pozdg&jsim spolupracovni-
kem, napt. na knize [2].

2 Studium a kariéra za Rakouska-Uherska

V roce 1895, po maturité na realném gymnaziu v P¥ibrami, se Frantiek Cuiik zapsal
ke studiu na Ceskou vysokou $kolu technickou v Praze, a to na 3. odbor (stavba stroji).*
Béhem studia absolvoval vojenskou sluzbu’ a pied slozenim druhé statni zkousky v roce
1904 jiz pracoval v praxi, napt. u firmy Elektrotechnickéd akciova spolecnost, diive Kol-
ben a spol.®

Od roku 1903 pusobil na mist¢ asistenta pfi ustavu matematiky na Ceské technice
v Praze, u profesora Augustina Panka.” Od roku 1907/8 byl Cutik povéien suplovanim
jeho prednasek z vyssi matematiky.® V t& dob& studoval matematiku a deskriptivni geo-

! Archiv hl. m. Prahy, f. Sbirka matrik, sign. SM N20, fol. 72.

? Cufikova manzelka Stépanka byla Gsp&ina podnikatelka a majitelka firmy Mechanickd tovarna na hadice
afemeny, Kolaiika Antonina vdova, Zengerova ulice v Ceskych Budgjovicich. Archiv VSB-TU Ostrava,
f. Rektorat Vysoké $koly bafiské (dale VSB), inv. &. 394, Personalni zalezitosti zam&stnancti VSB, sign. 1/C,
kart. 153.

* Adoptoval ji v zati 1927. Stépanka Cutikova-Kolatikova (narozena 4. 12. 1912) vystudovala sociologii a v roce
1936 byla dokonce promovéana doktorkou sociologie za dizertaci Sociologicka studie ucitelstva, viz Archiv Uni-
verzity Karlovy, f. Matriky UK, inv. ¢. 9, Matrika doktorti Univerzity Karlovy IX., fol. 4350.

4 Archiv CVUT, f. Ceska vysoké kola technickd v Praze, katalogy posluchai, protokoly o 1. a II. statnich
zkouskach.

® Vojensky historicky archiv Praha, f. Sbirka kmenovych listii, osobni spis.

® Viz [8], kde je ale jméno firmy uvedeno nepresng.

7 Narodni archiv Praha, f. Ministerstvo kultu a vyucovani Viden MKV/R, inv. ¢. 88, sign. 7 Assistenten Prag,
kart. 263.

¥ Archiv CVUT, Program c. k. &eské vysoké koly technické v Praze na studijni rok 1907-1908, &ast I1, s. 90.
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metrii na Karlo-Ferdinandové univerzité v Praze, prosel zkouskou ucitelské zptisobilosti
a obhajil dizertadni praci Bernoulliho theorem o poctu pravdépodobnosti.’

K 1. zafi 1910 byl jmenovan profesorem na Statni primyslové skole v Praze 1., kde
vyucoval matematiku a rysovani. Pfitom si podrZel pfednasky na technice,'® napsal prvni
matematické studie pro Casopis pro péstovini mathematiky a fysiky a vydal prvni dil

Vv

ucebnice Zdklady vyssi matematiky [1].

3 Cufikovy uéebnice matematiky

Zdklady vyssi matematiky [1] byly prvni Ceskou ucebnici psanou s ohledem na po-
tieby inzenyrské praxe. Technici dilo vesmés chvalili, oviem Cuiik se musel vyrovnat
s velmi kritickou recenzi Matyase Lercha (1860-1922)."' | Uvolnény sloh* Cuiikovy
prvotiny, ktery mél zpfistupnit naro¢nou latku inzenyrskému pohledu, ovSem podle
Lercha vedl k neptfesnostem ve formulacich, a ty byly Lerchovou nejcastéjsi vytkou.

V tomto sméru byla Lerchova kritika opravnéna, jedna volné&jsi formulace zptisobila
nedorozumeéni jesté témeétr po sto letech: Karel Lepka (viz [5], s.290) nerozkddoval
z Cutikova zkratkovitého vykladu'? o funkci y=x-sin(1/ x), Ze autor dodefinoval funkci
tak, ze

.1
x-sin— prox#0,
foy= x
0 prox =0,
¢imz ziskal funkci, ktera je na celém svém defini¢nim oboru D = R spojita, nebot’

. 1
limx-sin—=0.
x—0 X

Koneéné je tieba dodat, 7e Frantiiek Cuiik se ke kritice postavil Eelem a ve druhém
vydani knihu velmi zevrubné prepracoval a vétSinu vytykanych nepfesnosti opravil.'?
Stale viak povazuji sloh Cuiikovy knihy za velmi naroény. Mozna &étenafe neodrazoval
svou formalnosti, na druhou stranu od néj ale vyzadoval maximalni soustfedéni a pro-
mysleni a propocitani v§ech popisovanych tivah.

Jako autor udebnic a piiruéek se Frantisek Cuiik prezentoval az do konce kariéry:
v roce 1918 nasledoval druhy dil Zdkladit vyssi matematiky (integralni pocet), za prvni
republiky pak vyklad o matematice do Technického privodce (1921), ucebnice Poctu
vyrovndvaciho, tedy metody nejmensich ¢tverct a jiz zminované druhé vydani Zdkladi
vy$$i matematiky (1. dil 1923, 2. dil 1930). Koncem 30. let pridal do Technického pru-
vodce Matematické a statické tabulky a v praci na priruckach neptestal ani za protekto-
ratu.

® Archiv CVUT, f. Ceska vysoka §kola technicka v Praze, disertace, sign. 110.

10 Archiv hl. m. Prahy, f. Vyro&ni zpravy, inv. & 132, sign. 827, Primyslova $kola v Praze I (1. statni).

" Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 46(1917), 52—59, srov. také [5]. Proti Lerchové negativni
recenzi se ohradil napf. i Lerchiiv kolega z brnénské techniky, profesor elektrotechniky Vladimir List (1877—
1971), a to &lankem Technickd mathematika, viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 46(1917), 206—
210.

"2 Pryni vydani knihy [1], s. 55. Srov. [5], s. 289-290.

3 Ve druhém vydani [1] je vyse zmingné misto (s. 37) formulovano mnohem obratn&ji a hlavng piesn&ji, takze
k nedorozumeéni snad jiz dojit nemtze.
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4 Profesorem Vysoké skoly banské v Piibrami

Po vzniku prvni Ceskoslovenské republiky byl kratce spravcem pramyslové $koly
v Banské Bystrici. Jesté v roce 1919 se vSak prihlasil do konkursu na misto profesora
matematiky a deskriptivni geometrie na VSB v Piibrami. Tato $kola progla po vzniku
CSR velkou reorganizaci a volné misto vzniklo rozdélenim Gstavu matematiky a fyziky
na dva ustavy, viz [3], s. 60.

Kromé nesporné kvalifikace jak pro matematiku, tak i pro deskriptivu a vyrovnavaci
pocet, byla nakonec rozhodujici ,,jeho velika praxe ucitelska a jeho osvédcené piisobeni
pfi vychové dorostu inzenyrského.“'* Frantisek Cuiik konkurs vyhral,'> 25. ledna 1920
byl jmenovan mimofadnym a 18. &ervence 1921 fadnym profesorem,'® a rychle se zapojil
do védeckého Zivota v Piibrami: pracoval v mnoha akademickych spolcich (jako byla
napt. Akademicka mensa, Studentsky domov, Masarykiv podptrny spolek pro nemajetné
posluchage VSB; byl také &estnym &lenem Prokopa nebo Spolku asistentti VSB).

V Cervenci 1922 mu Ministerstvo Skolstvi a narodni osvéty povolilo podporu 6000 K¢
na studijni cestu po Némecku,'” pisobil také jako predseda komise pro 1. statni zkousku,
srov. [8].

Zakratko byl navic zvolen rektorem, poprvé jiz pro Skolni rok 1924/25. V této funkci
se musel vypotadat s organizaci oslav 75. vyroéi zalozeni VSB a udéleni ¢estného dokto-
ratu presidentu Masarykovi.'® Snazil se této prilezitosti vyuZit k prosazeni dlouhodobych
pozadavkia profesorského sboru, zejména prestéhovani Skoly do Prahy. Tento tkol se
viak nepodatilo prosadit ani dal§im rektorim VSB po celou dobu prvni republiky, srov.
[3],s. 61.

5 Valec¢né osudy

Po okupaci a vzniku protektoratu se FrantiSek Cuiik odhlasil z pobytu v Praze a stéhl
se do ustrani. V listopadu 1939 byly nacistickymi okupanty uzavieny ceské vysoké Skoly,
tedy i VSB v Piibrami, jejich profesofi byli poslani na dovolenou s ¢ekatelnym a proti
vudcim studentskych spolkd zacaly tvrdé represe, srov. [3], s. 62.

Frantisek Cuiik se od roku 1940 vénoval, podobné jako dalsi profesofi na nucené do-
volené, psani knih. Ve spolupraci s FrantiSkem Kloknerem (1861-1972) a Zdenkem Ba-
zantem (1879-1954) pracoval na druhém vydani Technického privodce, a to svazku €. 1
o matematice a svazku €. 19, jimz byly matematické a statické tabulky.

' Zapis ze zasedani profesorského sboru Vysoké skoly baiské z 24. 9. 1919, Archiv VSB-TU Ostrava,
f. Rektorat VSB, inv. & 361, Korespondence, kart. 78.

15 Krom& Cuiika se do konkursu piihlasili Véaclav Hruka (1888—1954), pozdgji profesor aplikované matema-
tiky na CVUT a Frantisek Nachtikal (1874-1939), pozd&jsi profesor fyziky na VUT v Brné a CVUT v Praze.
Nachtikal nebyl doporucen kvili malé vyucovaci praxi v deskriptivé, Hruska byl lepsi védecky, ale pro misto
profesora byl pry ptili§ mlady. Viz vyse citovany zapis ze zasedani prof. sboru VSB z 24. 9. 1919.

' Archiv kancelafe prezidenta republiky, f. KPR — protokol P, sign. P 23/20 a P 778/21.

17 Za u&elem navitévy vysokych skol a opatfeni védeckého materialu pro chystanou ugebnici matematiky.« Slo
o druhé vydani jeho knihy Zdklady vyssi matematiky [1]. Vyroéni zprava za rok 1921/22, Archiv VSB-TU Ostra-
va, f. Rektorat VSB, inv. &. 34.

'8 Archiv VSB-TU Ostrava, f. Rektorat VSB, Zépisy ze zasedani prof. sboru za rok 1924, inv. &. 10.
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Jiz od roku 1938 byla profesorim postupné snizovana vékova hranice pro odchod do
diichodu."” Na zakladg tohoto nafizeni byl Frantisek Cuiik k 30. zaF 1940 (tedy ve svych
64 letech) dan do trvalé vysluzby. Z finan¢niho hlediska si tim ovSem polepsil, jeho
penze byla (na rozdil od ¢ekatelného) rovna 100% ptivodniho platu.

Cutikiv Zivot skonéil tragicky. Za nevyjasnénych okolnosti se 7. éervna 1944 obésil.
Podle nejcastéji tradované verze ,,na vyzvu, aby spolupracoval na vypoctech raket V-2 ve
spolecnosti Waffen-Union, odpovédél radéji tak, Ze zvolil dobrovolnou smrt.“*" P¥{b&h
vznikl asi v okruhu profesort VSB, ktefi chtéli snad vzdat hold mrtvému kolegovi, kte-
rého némecka okupace pripravila o klidny konec kariéry a neptimo také o zivot, nebo se
jim hodil jako kryci historka omlouvajici jejich vlastni spolupraci s nacisty, srov. [4].
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ROBERVALOVA REKTIFIKACE CYKLOIDY

LIBOR KOUDELA

Abstract: The first published solution to the problem of rectification of a curve appeared
in Blaise Pascal's treatise on the history of the cycloid (1658). The length of its arc was
found by Christopher Wren by means of the method of exhaustion; details of his
calculation were described in John Wallis' Tractatus duo (1659). The result was allegedly
known to Roberval already in 1640's; however, he did not publish his solution and his
treatise on the cycloid, which contained also its rectification, appeared in print as late as
1693. Regardless of the question of priority, Roberval's solution is an interesting example
of the application of the method of indivisibles and using the idea of motion in geometry.

1 Rektifikace cykloidy

Na zacatku druhé poloviny 17. stoleti se problém rektifikace, tedy urceni délky
oblouku kiivky, stal prestizni zalezitosti a fada pfednich matematikd té doby na ng&j
zaméfila svou pozornost. Historicky prvni rektifikovanou kiivkou byla logaritmicka
spirala, ale prvni publikovany vysledek v této oblasti se tykal délky oblouku cykloidy.
Blaise Pascal se ve své Histoire de la Roulette (1658) zminuje o dopise Christophera
Wrena, ktery obsahoval tvrzeni, ze délka zakladniho oblouku cykloidy je rovna Ctyi-
nasobku primeéru tvorici kruznice. Na stejném misté Pascal uvadi, ze k témuz zavéru
dospél udajné jesté diive jeho krajan Gilles Personne de Roberval (viz [4, s. 204-205]).

Robervalovo pojednani De Trochoide obsahujici i feSeni problému rektifikace
cykloidy vyslo az roku 1693 spolu s dal$imi pracemi jeho samého i jinych autorQ.
Roberval zde pise (viz [5, s. 276]), Zze délku oblouku spolu s fadou dalSich poznatkl
o cykloidé odvodil jiz v letech 1635-1640; svij objev vSak nepublikoval, nebot
povazoval pouzitou metodu za natolik univerzalni, Ze s jeji pomoci chtél vyftesit i fadu
jinych problémi — predevsim kvadratur.

2 Robervaliv postup

Ramec Robervalova feseni tvofi kinematické pojeti kiivky jako drahy pohybujiciho se
bodu a metoda indivisibilii. Predstava skladani jednoduchych pohyba poslouzila
Robervalovi k urceni tecny cykloidy, které je pro feSeni problému rektifikace podstatné.
Oblouk cykloidy nahrazuje Roberval syst¢émem nekonecné kratkych usekil tecen. Ve
svém odvozeni pracuje s pfedstavou vyjadfeni poméru systému ,,vSech linii“ obsazenych
v n&jakém obrazci pomérem délek jednotlivych tsecek nebo obloukd.

Roberval nejprve dokazuje pomocné tvrzeni (v textu oznacované jako ,lemma“),
které nicméné ma samostatny vyznam: Pomér souctu délek vsech kolmic spusSténych
z oblouku FG kruznice s polomérem r na useCku AB a souctu odpovidajiciho poctu
polomért kruznice je roven pomeéru délky usecky CD a oblouku FG (obr. 1). Rozdéli
oblouk FG na n stejnych ¢asti pomoci bodid F =F,, P, P,, ..., G = P, a t¢mito body vede

kolmice k priméru AB, které protdhne az do bodd P, P/, P,, ..., P/ Na kruZnici sestroji
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Obr. 1. K odvozeni pomocného tvrzeni (upraveno podle [5, s. 257])

dale bod S tak, aby oblouk AS byl stejny jako oblouk P,P,. Spoji pak body P,P,, PP, ...,
lezici na opacénych stranach tisecky AB, takze vzniknou pravouhlé trojuhelniky
., PO R (oznacujeme C = Q,). Tyto trojuhelniky a trojuhelnik BSA

Rl’*an
PO’QORI’ PIQIRI’ b
jsou podobné, takze
PO, _|pol| _|Ro| _ [P _|BS|
R | |RQ| |QR,] R,0,| |AS|”
a odtud
PO/Q0‘+‘PIQI‘+‘P]/Q]‘+.+ PnQn — ‘PO/QO‘+‘PIPIW+‘P2P2/‘+.+ I)n—lpn/—l + I)nQn :@
R0, CcD| |AS|

O,R |+|RQ,|+|Q\R, |+ +
Je tedy pomér souctu délek vsech tétiv PP/, i=1,...,n—1, spolu s polovinou délek obou
krajnich tétiv, a délky usecky BS roven poméru délek usecek CD a AS. Nechame-li pocet tétiv

rist nade vSechny meze, bude se |BS| blizit priméru kruhu a délku Gsecky AS (ktera je
rovna|P_ P|, i=1,...,n) bude mozné nahradit délkou oblouku AS (oblouk zna¢ime stejn¢
jako usecku jen pomoci koncovych bodil; vyznam symbolu bude z kontextu ziejmy). Zaroven
pii tom miZeme zanedbat oba krajni ¢leny P,Q, a P,Q, . Bude tedy (pro n — o)
2|[Po.| _|ep)
r ‘AS ‘
a také
PQ;| |CD
Slrel _leol o
nr ‘F G‘
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Uvazujme nyni oblouk cykloidy, jejiz tvofici kruznice mé polomeér 7, stied S a primeér
IH. Necht' F je n&jaky bod cykloidy, FH tecna k cykloidé a FG tecna k tvotici kruznici
(obr. 2). Bod M necht lezi uprostted oblouku /F kruznice. Sestrojime tétivu FR tvorici
kruznice rovnobéznou se zakladnou AB; te¢na FH pak bude osou thlu ZGFR.

C G H D

Obr. 2. K Robervalové rektifikaci cykloidy (upraveno podle [5, s. 274])

Podle tvrzeni 32 knihy III Eukleidovych Zdkladii (viz [2, s. 120]) jsou si uhly ZGFR
a ZFIR rovny. Totéz plati i o thlech ZGFH a ZFIS a rovnoramenné trojuhelniky GFH
a SF1I jsou tedy podobné. Je potom |FH| : |FG| = |IF| : |FS|, tj. [IF| : r.

Rozdé¢lime oblouk IMF na n stejnych dilti pomoci bodt I = Jy, Ji, Jo, ..., F = J,a odpo-
vidajicim zpisobem oblouk cykloidy AF pomoci bodii A = Ay Ay, Az, ..., F = A,. Délku
oblouku cykloidy i kruznice aproximujeme souctem délek usekd tecen obou kiivek
v délicich bodech. Bodem I vedeme tétivy ke kazdému z délicich boda Jy, Jo, ..., Jy.
Roberval s odvolanim na tvrzeni 24 knihy V Eukleidovych Zdkladii (viz [3, s. 89]) uvadi,
ze pomer souctu délek vsech té€chto tétiv a souctu délek odpovidajich poloméra SJ;,
i=1, ..., nje roven poméru souctu délek usekil te¢en cykloidy mezi body A a F a usekd
teCen kruznice mezi body I a F, tj. (pro n — o)

2|2

nr Z

Ai*lAi
T,

_ |AF|

~mE| @

Nyni rozdélime oblouk IM opét na n stejnych dili pomoci bodt I = My, My, M», ...,
M = M,,. Kazdym z d€licich bodd M;, i = 1, ..., n vedeme tétivu kruznice rovnob&znou se
zakladnou AB, ktera protne useCku IS v bodé Q,. Protoze pro kazdé¢ i = 1, ..., n je
2|M,Q,| = |I.],,| bude
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Dm0,

_2w,

= ) 3
M| \IMF ¢
Z diive dokazaného lemmatu zaroven plyne, ze
2> |m,0,| 210
Y020 "
nr ‘IM ‘
Protoze 2|IQ|:|IM|=4|IQ|:|IMF|, dostaneme srovnénim s (2) 4/IQ|:|IMF|=|AF|:|IMF|,

a tedy \F G\ = 4‘ IQ\ . Délka oblouku cykloidy mezi body A a F je tedy rovna ¢tyfnasobku délky

usecky 1Q; specialné délka oblouku mezi body A a D je rovna Ctyinasobku poloméru tvorici
kruznice.

3 Srovnani

Roberval se v komentafi ke svému odvozeni zmifuje i o Wrenovée rektifikaci, kterou
hodnoti s uznanim. Dokazuje, ze i kdyzZ Wren uzil zcela jinou metodu, jsou oba vysledky
ekvivalentni. Wrenlv zavér uvadi Roberval v tomto znéni: délka oblouku cykloidy mezi body
F a D je rovna dvojnasobku délky tecny k cykloidé mezi body F a H (viz [5, s. 277)]).
Robervaliiv postup zalozeny na metod¢ indivisibilii spiSe odpovida Huygensovu feseni t¢hoz
problému (viz [6, s.77-82]). Huygens se pfitom opiral o limitni podobu tvrzeni 22
Archimédovy knihy O kouli a vdlci (viz [1, s. 29-30]), jejiz modifikovanou verzi je lemma,
na némz zalozil sviij dikaz Roberval.
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FREGE AKO TVORCA FORMALNEJ LOGIKY

LADISLAV KVASZ

Abstract: The aim of the paper is to analyze the main conceptual obstacles that had to be
overcome by the founders of modern mathematical logic. It focuses on George Boole and
Gottlob Frege and tries to identify the basic linguistic innovations that they introduced.

1 Uvod

Logika sa ako filozofickd disciplina zrodila v starovekom Grécku, zhruba v Case, kedy
sa konstituovala matematika ako deduktivna veda, teda v trefom storo¢i pred nasim
letopotom. Zo staroveku sa nam dochovali dva logické systémy — aristotelovska
sylogistickd logika a stoickd vyrokova logika. Ich tvorcami boli Aristoteles zo
Stageiry, Diodoros Kronos a Chrysippos zo Soloi (pozri [6]). Trvalo v§ak d’alSich takmer
dvetisic rokov, kym v diele Georga Boolea, Gottloba Fregeho a Giuseppa Peana doslo
k premene logiky na matematicki disciplinu. Pristupy Boolea, Fregeho a Peana k logike
sa sice od seba znacne odliSovali, ale vysledna syntéza, ktorti vytvorili Alfred North
Whitehead a Bertrand Russell, priniesla skibenie myslienok uvedenych autorov.

Pri analyze premeny logiky na matematicku disciplinu je mozné rozlisit' dve etapy.
Prva, iniciovana Georgom Booleom, je znama ako algebra logiky. Jej vyvrcholenim boli
trojzvizkové Vorlesungen iiber die Algebra der Logik Ernsta Schrodera vydané medzi
rokmi 1890 a 1905. Naprieck mnohym nespochybnitelnym tspechom algebra logiky
nevyustila v si€asni formalnu logiku. To sa podarilo az v druhej etape, iniciovanej
dielom Gottloba Fregeho, pod nazvom predikdtovy pocet. Cielom tohto prispevku je
pokusit’ sa objasnit’, preco je vznik logiky ako filozofickej discipliny oddeleny od vzniku
matematickej logiky takym dlhym obdobim. Logika musela na ceste k formalizacii prejst
radom zasadnych zmien a oslobodit’ sa od viacerych hlboko zakorenenych predsudkov.

Momenty braniace formalizacii logiky rozdelime do dvoch skupin. Prvii z nich tvoria
nedostatky prekonané uz Booleom, ktory sa tak stal zakladatelom variantu formalnej
logiky, nazyvaného algebra logiky. Booleov projekt formalizacie logiky vSak neviedol
k matematickej logike, ako ju pozname dnes. Boolea od matematickej logiky oddeloval
rad d’alsich nedostatkov, ktoré tvoria predmet tretej Casti tejto state. Metdda analyzy
vyvinu matematiky, ktoru pouzivame, nadvizuje na stat’ [8]. Nasim cielom je nevnimat’
matematické tedrie ako subory tvrdeni, ale pokusit sa porozumiet’ im ako urcitym
vedecko-vyskumnym programom, ktoré reaguju na nedostatky predchadzajicich teorii,
pri¢om niektoré z nich odstraniuji. Pojem nedostatku nechapeme negativne. Povazujeme
ho za epistemologicku kategodriu, ktord opisuje vyzvy, motivujice rast matematiky.

2 Nedostatky tradi¢nej logiky prekonané Booleom

Aj ked pokusov zblizit’ logiku s matematikou bolo niekol'ko (sta¢i spomenut’ Leibniza
¢i Eulera), zda sa, ze Boole bol prvy, komu sa podarilo vytvorit' dostatone bohaty
kalkul, na zaklade ktorého bolo mozné vytvorit' novii matematicka disciplinu — algebru
logiky. Na ceste k svojmu kalkulu, ktory dnes nazyvame Booleova algebra aktory
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priptista tri interpretacie (vyrokové logika, mnozinova algebra, poéet pravdepodobnosti)’,
musel Boole prekonat’ niekol’ko zdsadnych nedostatkov tradi¢ne;j filozofickej logiky.

2.1 Oddelenost’ logiky od matematiky

Aj ked tedriu sylogizmov rozpracovani v [1] mozno povazovat za jednu z prvych
axiomatickych tedrii v dejinach, a teda z moderného pohladu je to tedria matematicka,
aristotelovska logika sa stala sti€ast'ou filozofie a vyvijala sa oddelene od matematiky ako
jedna zo zakladnych filozofickych disciplin (pozri [6]). Filozofi povazovali aristotelovsku
logiku za Cosi zasadne odlisného od matematiky a podobného nazoru boli aj matematici.
Euklides napisal (dnes stratené) pojednanie o optike a od Archimeda sa zachoval spis
o rovnovahe na pake. Nie je vSak zname, Ze by niektory anticky matematik bol napisal
nieco o logike. Fyzika bola za ¢ias antiky k matematike blizSie nez logika. Hlavnou
zéasluhou Boolea (ako aj Fregeho, Peana a Russella) bolo prekonanie tohto predsudku,
oddel'ujuceho matematiku od logiky. Vytvoril ur¢iti variantu formalnej logiky, ktora
bola mil'nikom na ceste premeny logiky v Standardnti matematicku disciplinu.

2.2 Psychologizmus

Novoveka logika v obdobi pred Fregem, Peanom a Russellom bola spravidla chapana
ako opis spravneho myslenia, ako opis toho, ako by mal empiricky subjekt redlne
uvazovat. Takéto chapanie logiku zblizovalo z epistemoldégiou a psycholégiou, ale
sucasne ju vzdalovalo od matematiky. Takto rozumel logike dokonca eSte aj Boole,
jeden zo zakladatel'ov formélnej logiky.” Bol to az Frege, kto pochopil, Ze logika sa ma
zaoberat’ vztahmi vyplyvania medzi propoziciami, teda objektivnymi vzt’ahmi medzi
abstraktnymi objektmi, nezavislymi od akéhokol'vek subjektu.

2.3 Uzke chapanie predmetu logiky

Tradi¢na logika, pestovana na vicSine stredovekych a ranne novovekych univerzit,
predstavuje iba fragment systému formalnej logiky. Tento fragment mozno oznalit
terminom monadickd logika — logika pripistajuca jednoargumentové predikaty. Prv nez
mohla vzniknut' formalna logika, bolo nutné zasadne rozsirit’ ramec toho, ¢o do logiky
zahfmame — o logiku relacii, o tedriu logickych spojok a o polyadicku kvantifikaciu.

Pierce, Frege a Peano priniesli rozsirenie predmetu logiky, ked’ zacali metédami
logiky zapisovat matematické dokazy (pozri [11]). Ukazali, ze formy usudzovania
pouzivané v matematike od Euklida prekracujii medze aristotelovskej logiky. Pomocou
sylogizmov nie je mozné formalizovat’ takmer ziadny matematicky dokaz. Aj ked” Boole
svoj kalkul nepouzil priamo na analyzu matematickych dokazov, a tak nedospel ani

! Pri prvej interpretacii je A . B konjunkcia vyrokov A a B, A + B je ich disjunkcia, 1 je pravda a 0 je nepravda.
Pri druhej interpretacii je A . B prienik mnozin A a B, A + B je ich zjednotenie, | je univerzalna mnozina a 0 je
prazdna mnozina. Pri tretej interpretacii je A . B stiCasné nastanie udalosti A a B, A + B je nastanie jednej alebo
druhej udalosti, 1 je ista udalost’ a 0 je nemozna udalost’. Pri kazdej z tychto interpretacii plati, Ze x . x = x, ¢o je
identita, ktort Boole povazoval za zakladnt identitu svojho kalkulu: konjunkcia vyroku so sebou samym je
ekvivalentna povodnému vyroku, prienik mnoziny so sebou samou je rovny pdvodnej mnozine a nastanie
udalosti sucasne so sebou samou ma rovnaku pravdepodobnost’ ako pdvodna udalost’ (pozri [2]).

2 Formalny systém, ktory Boole vytvoril, je od psychologického chéapania logiky nezavisly. Preto v praktickej
rovine sa Boole od psychologizmu dokazal odputat,, aj ked” verbalne sa k nemu hlasil.
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k logike relacii, ani k teorii logickych spojok ¢i k polyadickej kvantifikacii, jeho kalkul je
predsalen bohatsi nez tradi¢na logika, a tak ho moZno povazovat za jeden z prvych
krokov na ceste k rozsireniu predmetu tradi¢nej logiky.

3 Nedostatky tradicnej logiky prekonané azZ Fregem

Napriek nepopieratelnému prinosu Booleom iniciovanej algebry logiky jej program nebol
dostato¢ne radikalny. Boole v zasade akceptoval, Ze predmet logiky je vymedzeny rozsahom
tradi¢nej logiky tak, ako bola vyu¢ovana na univerzitdch v rameci filozofickej pripravy. Jeho
cielom bolo iba aristotelovské sylogizmy prepisat prostriedkami jazyka algebry. Tym
priniesol logiku do kontaktu s matematikou a pri rozvijani svojho kalkulu sa postupne
odputaval od psychologizmu aj od priliz izkeho pojatia logiky, neprekonal vSak cely rad
dalsich problematickych aspektov tradi¢nej logiky, ktoré odstranil az Frege (pozri [3] a [4]).

3.1 Naviazanost’ logiky na problémy formulované filozofickou tradiciou

Uzke pojatie predmetu logiky, ktoré sme spominali v bode 2.3, stvisi s naviazanostou
tradi¢nej logiky na prirodzeny jazyk. Aristotelovska tedéria vyroku a z nej vyplyvajica
tedria sylogizmov su do istej miery predurfené stavbou vety v prirodzenom jazyku (jej
zloZenia z mennej a slovesnej frazy). Pre zrod formalnej logiky bolo rozhodujuce, ze sa
logika od tejto zavislosti na prirodzenom jazyku oslobodila. Tento krok bol do velkej
miery zasluhou Fregeho a Peana, ktori priniesli v chapani vztahu logiky a matematiky
zasadni zmenu. Kym Boole pouzival jazyk matematiky (algebru) ako nastroj na presné
uchopenie logického usudzovania (jeho redukciu na upravovanie algebraickych rovnic),
ako predmet svojho zaujmu, teda problémy, ktoré pomocou svojho matematického
nastroja skumal, plne akceptoval sylogizmy tradi¢nej aristotelovskej logiky. Inovacia,
ktoru oproti Booleovi priniesli Frege a Peano, spocivala v tom, Za aj za predmet, ktory
sktimali, zvolili tvrdenia matematiky. Takze matematicky bol nielen néstroj, pomocou
ktorého vyjadrovali logické usudky a argumenty, ale matematika bola aj predmetom,
ktory analyzovali. Tym logiku vymanili z podrucdia prirodzeného jazyka.

3.2 Subjekt-predikatové chapanie propozicie

Klasicka logika bola v zajati aristotelovskej tézy, podl'a ktorej je sid spojenie subjektu
s predikatom. Samozrejme, tato téza je iba dosledkom vSeobecnejSej Aristotelovej tedrie
formy a latky, kde v logike ulohu formy prebera predikat a ulohu latky subjekt. Formalna
logika je vd’aka Fregemu zalozend na omnoho §ir§om a vSeobecnejSom chapani sudu,
podla ktorého sud vznikd spojenim funkcie ajej argumentov. Ukazalo sa, Ze to, ¢o
Aristoteles povazoval za elementarnu formu stdu, je z hl'adiska Fregeho formalizacie
zlozeny vyrok. Veta Kazdy clovek je smrtelny je z pohl'adu Fregeho logiky implikacia.

3.3 Poutzitie prostriedkov uz existujicej matematiky

Booleove prace, z ktorych vyrastla tradicia algebraickej logiky, tvorili koncepciu
bezprostredne predchadzajiucu Fregeho logiku. Boole zdiel'al Fregeho ciel’ matematizacie
logiky. Prijal vSak aristotelovské chapanie logiky a na jej matematizaciu sa snazil pouzit’
uz existujicu matematiku — algebru. Booleovym zamerom tak bolo iba prostriedkami
algebry zapisat’ aristotelovsku logiku presnej$im spésobom. Frege na rozdiel od toho
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odmietol aristotelovsky ramec, ¢im radikalne rozsiril oblast’ logiky. Aby tato oblast’
matematizoval, vytvoril Gplne novia matematicku teoriu, predikatovy pocet.

4 Zaver

Vykladu réznych aspektov Fregeho diela je v literatire venovana zna¢na pozornost’
(pozri [5], [7] alebo [10]). Nasim cielom nebolo porovnanie technickych prvkov
logickych systémov Aristotela, Boolea a Fregeho. ISlo nam o porovnanie ich projektov
logiky, chapanych ako vedecko-vyskumné programy v zmysle Lakatosa (vid’ [9]).
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MAYEROVA METODA PRUMERU
A PROBLEM ZEMEPISNE DELKY

JAROSLAV MAREK

Abstract: The main goal of this article is to draw attention to the effect of randomness
and its understanding on the development of statistics. We will explore solving of an
overdetermined system of linear equations by average method of Tobias Mayer. Mayer’s
motivation for the problem of reconciling inconsistent equation was the longitude
problem and longitude prize offered by British Queen. Several incredible random events
contributed to the competition. We can find the satire of longitude problem in picture
Rake progress No 8 of William Hogarth and in Gulliver's Travels of Jonathan Swift.

1 SoutéZ o zemépisné délce

1.1 Vliv finan¢ni motivace a nahody na védecky pokrok

Motivaci Tobiase Mayera pro vytvofeni metody lundrnich vzdalenosti je obrovska
odmeéna pfislibena anglickou kralovnou za feSeni problému ur¢ovani zemépisné délky.
Pti zpracovani dat, slouzicich k modelovani pohybu mésice, potfebuje Tobias Mayer fesit
nekonsistentni soustavu linearnich rovnic. Pfitom si uvédomuje vliv ndhody na feseni
ziskavané selekci rovnic. Mayer se stava prvnim matematikem, ktery hleda feSeni tilohy
linearni regrese a ktery se snazi pochopit vliv ndhodnych chyb méfeni na ziskané odhady.

Vypséani soutéze podnitila ndhoda, kdyZz po chybé pifi stanoveni zemépisné délky
ztroskotaji v r. 1707 ¢tyti anglické vale¢né lod€. Pies obrovské usili védcll se nepodati
feSeni zalozené na Casomife vesmiru predlozit. Vitézem soutéze se stane hodinat John
Harrison. V pribéhu soutéze dojde k mnoha necekanym udalostem zptisobenych naho-
dou a finan¢ni motivaci Gcastnikti soutéze. Soutéz ma své dozvuky v literatuie a vytvar-
ném uméni. Reseni tilohy ma byt skryto v obraze Williama Hogartha.

Mayerova metoda primeért se spolu s Boskovicovou, Lambertovou a Laplaceovou
metodou fadi k prvnimi statistickym pokusiim o feSeni tlohy linedrni regrese, viz [1], [2],
[4] dnes obvykle fesené jen metodou nejmensich ¢tvercli. Mayerova metoda muize byt
vhodn¢ vyuzita pti vyuce linearni regrese a programovani.

1.2 Edikt o zemépisné délce

Osud Johna Harrisona, vynalezce chronografu a vitéze soutéze, byl zfilmovan ve
filmu Longitude. Okolnosti, které vedly anglickou kralovnu Annu I. k vypsani soutéze,
pribeh soutéze popisuje D. Sobelova v knize [3].

SouteZ byla vypsdna poté, co anglickd flotila se Sirem Clowdisleym na lodi
Association mylné stanovila zemépisnou délku a ztroskotala u ostrovii Scilly cca dvacet
mil od jihozdpadniho cipu Anglie. Oné mlhavé noci 22. rijna 1707 se tyto ostruvky staly
ndhrobnim kamenem bez ndpisii pro dva tisice muzii z vojska Sira Shovella Clowdisleyho.
Jen dva muzi se dostali na breh Zivi. Jednim z nich byl sam Sir Clowdisley. Jakmile vSak
omdlel vycerpdnim na pobreZnim pisku, iidajné nasla jeho télo jakdsi mistni Zena, kterd
prohleddvala pldz. Zalibil se ji smaragdovy prsten na jeho ruce. Jeji chtic a jeho
vycerpdni byly pomocniky, diky nimZ admirdla bez obtiZi zavraZdila. PldZ se dnes nazyvd
Land's End. Viz [3], str. 17 a 18 (zkraceno a upraveno).
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Ztrata flotily jen korunovala dlouhou sdagu moreplaveckych strasti, které ndmorniky
doprovdzely predtim, nez dokdzali stanovit polohu podle zemépisné délky. Tato ztrdta,
k niZ doslo v bezprostredni blizkosti ndmornich center Anglie, katapultovala problém
stanoveni zemépisné délky na celné misto Zebricku stdatniho zdjmu. Stin dusi ndmorniki
Sira Clowdisleyho uspisil vyddni slavného Ediktu o zemépisné délce z roku 1714, v nemZ
byla prislibena odména 20 000 liber sterlingii za vyreSeni problému zemépisné délky
s presnosti na pul stupné hlavni kruZnice, 15 000 liber sterlingii za metodu s presnosti na
dvé tretiny stupné a 10 000 liber za metodu s presnosti na jeden stupen. Viz [3], str. 21
a 50 (zkraceno a upraveno).

8. Cervence 1714 ve Westminsterském paldci na zasedani vytvofené parlamentni
komise ¢te Edmond Halley expertni posudek Sira Isaaca Newtona. Viz [3], str. 49.
V referatu Newton shrnul existujici prostfedky pro métreni zemépisné délky a prohlasil
o nich, Ze veskeré jsou teoreticky spravné ale obtizn¢ proveditelné. Jednim (postupem) je
presné mereni casu hodinami, avsak z diivodu pohybu lodi, teplotnich odchylek, zmen
vlhkosti a rozdilu v zemské pritaZlivosti na rozdilnych zemépisnych Sirkdch nebyly dosud
takové hodiny vyrobeny a ani s nejvetsi pravdépodobnosti nebudou.

Podle tehdejsich znalosti a presvédCeni mohla odpoveéd pfijit pouze z oblohy, tedy
z Casomiry vesmiru, a nikoliv z obycejnych kyvadlovych hodin. Aby si jejich strljce
zaslouzil cenu 20 000 liber, nemohli by se od piesného casu odchylit o vice nez 3
sekundy za 24 hodin. Byla ustanovena Rada pro zemépisnou délku. V té se sesli védci,
namotni dustojnici a vladni Ufednici — jejich tkolem bylo dohlizet na udileni ceny.
Clenem Rady se stava i ¢len profesorského sboru Cambridge Isaac Newton (4. 1. 1643 —
31. 3. 1727). Tato rada podle Ediktu mohla udilet odmény pro financovani nadéjnych
napada vedoucich k feseni. Viz [3], str. 50 az 53.

Diky Newtonem formulovanému univerzalnimu zakonu gravitace byly pohyby
Mésice 1épe pochopeny a snaze se daly predvidat. Nakonec se astronomim podatilo
vytvortit pilife metody lunarnich vzdalenosti: stanovili pozice hvézd a studovali pohyb
Mésice. Slozitost obézné drahy Mésice matila pokrok v urCovani vzdalenosti mezi
Mésicem a Sluncem, rovnéz mezi Meésicem a hvézdami. Némecky kartograf Tobias
Mayer (17. 2. 1723 — 20. 2. 1762) vytvoril soustavu lunarnich tabulek pro umisténi
Mésice ve dvanactihodinovych intervalech. Neocenitelnou pomoc mu poskytla
spoluprace s Leonardem Eulerem (15. 4. 1707 — 18. 9. 1783), ktery zjednodusil vzadjemné
pohyby Slunce, Zemé a M¢sice do soustavy rovnic. Mayer se nikdy nezmylil v thlové
vzdalenosti vice nez o 1,5 minuty. Mayer se ocenéni nedozil, jeho zZena obdrzela odménu
ve vysi 3000 liber. Dalsich 300 liber obdrzel Euler za své zakladni teorémy. Tézkopadna
metoda lunarnich vzdalenosti vyzadovala pfili§ mnoho astronomickych pozorovani,
konzultaci s efemeridami a opravnych vypoctil, coz predstavovalo pfili§ mnoho kroki,
béhem nichz mohlo dojit k pochybeni. Viz [3], str. 83.

1.3 Skandaly v priibéhu soutéze

Pribéh celé soutéze je poznamendn nékolika skandaly a dlouhé snazeni védct je
zesmE&SNovano.

Dne 10. 12. 1713 v listu Englishman publikuji dva profesofi matematiky v Cambridge
William Whiston a Humphrey Ditton tzv. ,,Novou metoda uréovani zemépisné délky na
mofi i na sousi.” Metoda spocivala na vystielech — viditelnych na vzdalenost 100 mil —
z dé€l na lodich strategicky zakotvenych na signalnich stanovistich. Polohu lze urcit ze
zpozdéni mezi spatienim ohnivého zabelsku a zvukem vybuchu. Viz [3], str. 45.

Jednou z metod (r. 1687) je ,,Prasek souznéni” Sira Kenelma Digbyho. Viz [3],
str. 41: Ve spocivalo v nalodeéni zranéného psa na palubu lodi, na brehu musela ziistat
o uspésnosti metody presvédcend osoba, kterd denné v poledne namdcela obvaz ze psi
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rdany do roztoku prdsku. Pes v reakci na tento tikon mél Steékat a tak poskytnout kapitdnovi
kli¢ k urcovani ¢asu. Kapitdn mohl porovnat cas na lodi s casem v Londyné a stanovit
zemépisnou délku.

Mapovanim oblohy se zabyva Kralovska observatof v ¢ele s Johnem Flamsteedem
(19. 8. 1646 —31. 12. 1719), ktery vysledky Ctyficetiletétho méfeni stale neuvadi. Newton
a Halley tajné ziskavaji Flamsteedovy zaznamy a piratsky je zvefrejiiuji jako hvézdny
katalog v r. 1712. Flamsteed shromazd'uje 300 ze 400 vytisk a tyto pali. Viz [3], str. 54.

Pfed vydanim Maskelynova almanachu noviny sarkasticky uvadi, Ze problém
zemepisné délky je jiz vytfesen a jeho autor, znamy malif William Hogarth (1697—-1764),
ho znazornil v obraze Proména zhyralce na sténu své cely ¢. 55 ustavu pro dusevné choré
Bedlam Asylum (dnes Bethlem Royal Hospital v Londyné). Viz [3], str. 75 a viz obr. 1,
nacrtek na sténé.

Obrazek 1.: Obraz Rake’s progress No. 8 od W. Hogartha, viz [6].

Je otisténa basen Hvézdny zavod, viz [3], str. 94, kterd komentuje pribéh soutéze:

Dva mésice minuly, cas plyne vy prohnany své védy harlekyne,

a deset muZit vrhlo se hrdinné nemyslete, Ze zvitezite klamem ...
do zkouSky svého umeéni i sil, VZdyt velkym soudcem, jehoZ zatim
by Flamsteediiv se vrchol pribliZil cena,

Vsak opatrné, pane Maskelyne, Jje spravedliva priroda vzneSend.

Odkaz na soutéz Ize vidét i v Gulliverovych cestach (viz [4], str. 299, preklad
A. Skoumal), kde kapitan Lemuel Gulliver tika: DoZil bych se objevu zemépisné délky,
perpetua mobile, univerzdlniho léku a mnoha jinych vyndlezi, zdokonalenych v nejvyssi
mozZné mire.
Nyni se seznamime s vysledky soutéze uvedené v [3].
Stane se ale to, co Newton povazoval za nemozné. John Harrison komisi pfedklada
chronograf s pozadovanou pfesnosti. Vitézstvi nakonec nepatii hvézdam, ale ¢asu. A to

203



prestoze Clenové komise meénili pravidla soutéze, kdykoli to uznali za vhodné, aby tak
uprednostnili astronomy pted mechaniky.

Po smrti Newtona se stava piredsedou Rady pro zemépisnou délku Nevil Maskelyne,
paty kralovsky astronom. Ten nevaha ucinit cokoliv, aby prosadil svého chranénce
Tobiase Mayera a zabranil vitézstvi Johna Harrisona. Clen Rady kralovsky astronom
James Bradley uvedl: Kdyby nebylo toho zpropadeného mechanika a zatracenych
hodinek, uz davno jsme si mohli s panem Mayerem rozdélit hlavni cenu. Viz [3], str. 99.
Pti testovacich plavbach byly hodiny amysIné poskozovany (uplaceni nosici je upustili
z prudkého schodisté u budovy admirality, na lod” byly pfepraveny po neodpruzené kare
po hrbolatych ulicich Londyna, na lodi byly umistény na slunci, doslo k poskozeni hodin
pti natahovani). Nekteri tvrdili, Ze pristroj uhranula Maskelynova zld viile, nebo Ze jej
poskodil Maskelyne sam hrubym zachdzenim pri natahovdni. Viz [3], str. 116.

Nejvyssi odménu v soutézi nakonec prece jen ziskava John Harrison. Jeho
chronometry H-1, H-2, H-3 a H-4 byly schopny dosahnout velké pfesnosti méfeni ¢asu.
Harrison uspé€l pies vSechny piekazky s pouzitim c¢tvrtého rozméru — casového — ke
spojeni bodl na trojrozmérném globu. Vyrval tajemstvi orientace hvézdam a uzamkl jej
do hodin. Model H-4 dokazal urcit zemé&pisnou délku s presnosti na deset mil — tfikrat
presnéji neZ pozadovaly stanovy Ediktu. Po jedenaosmdesati dnech na mofi se zpozdil
o pouhych pét sekund. Harrison ziskal od Rady 8 750 liber teprve v Cervnu 1773 po
primluvé krale Jitiho III., ktery osobné provadél kontrolu funkce modelu H-5. Po deseti
tydnech pozorovani mohl konstatovat, ze H-5 se ukazal byt schopnym méfit s odchylkou
jedné tfetiny sekundy za den. Zajimava je i historie chronometrii Harrisonova nasle-
dovnika Kendalla. Jeho model K-1 mél s sebou na své tieti vypravé Cook. Podle povésti
ve stejném okamziku, kdy byl kapitan Cook v roce 1779 na Havajskych ostrovech
zavrazdén, se model K-1 zastavil. Model K-2 se dostal na palubu lodi Bounty a po
vzpoure zlustava na ostroveé Pitcairn. Viz [3], str. 121-124.

V r. 1791 Vychodoindicka spolecnost vydava pro své kapitany novy formulaf
palubniho deniku, kde byly specialné ptedtistény stranky s kolonkou ,,zemépisna délka
podle chronometru.” V roce 1828 je Vynos o zemépisné délce odvolan. Paradoxné se
¢lenové rozpusténé Rady stavaji ¢leny komise pro testovani a schvalovani chronometra
pro lodé¢ kralovského veliCenstva. Viz [3], str. 133 a 134.

Pravomoc k disponovani s finan¢nim fondem udélala z Rady pro zemépisnou délku
snad prvni oficialni agenturu pro vyzkum a rozvoj. Radu pro zemépisnou délku je mozno
povazovat za prvni grantovou agenturu v historii (se v§emi sou¢asnymi nesvary). Ackoliv
to nikdo pfi jejim vzniku nemohl predvidat, Rada ve své zakladni podob¢é vydrzela pres
sto let. Do definitivniho rozpusténi v roce 1828 rozdé¢lila prostfedky ve vysi pres 100 000
liber. Paradoxné vSichni ¢lenové Rady pro zemépisnou délku — zaryti odpirci urovani
zemé&pisné délky pomoci méteni ¢asu — se stdvaji rozhodnutim parlamentu ¢leny Komise
pro testovani a vyvoj chronografli pro lodi Jeho veli¢enstva. Viz [3], str. 51, 134.

V clanku [5] je popsana metoda, kterou se snazi vyuzit pro navigaci specialni slozky
Armady CR. Autor popisuje metodiku pro uréeni odhadu polohy topocentra a uvadi na
str. 80: Zanedbdme-li rusivé gravitacni vlivy Slunce a planet, pohybuje se Mésic po elipse
(v jednom ohnisku se nachdzi barycentrum soustavy Zemé — Meésic, barycentrum leZi
4671 km od teZiste Zeme) s hlavni poloosou 384 400 km, vystiednosti e = 0,0549005.
Sklon roviny drdhy Mésice vzhledem k roviné ekliptiky je i = 5 008'43,4". Duisledkem
libracnich pohybii se meni obrys Mésice, coZ ovliviiuje presnost mereni. Librace v délce
Jje zpitsobena tim, Ze iihlovd rychlost Mésice neni konstantni vlivem vystiednosti drdhy.
Librace v §iice je ddna rovinou mesicniho rovniku, kterd je sklonéna vzhledem k ekliptice
o thel 1,5 stupné. Denni (paralaktickd) librace je diusledkem rotace Zemé. Fyzickd
librace (cca 2' aZ 3') je ddna gravitaci Zemé a nehomogennosti Mesice.
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2 Mayerova metoda FeSeni nekonsistentni soustavy linearnich rovnic

2.1 Pozorovani krateru Manilius a soustava linearnich rovnic

Tobias Mayer se pti vyvoji metody lunarnich vzdalenosti potyka s problémem feSeni
soustav rovnic, kdyZ ma k dispozici vétsi pocet rovnic nez je pocet neznamych. V [2] je
uvedeno 27 Mayerovych rovnic sestavenych z pozorovani krateru Manilius na Mésici:

¢islo Rovnice skupina | ¢islo rovnice Skupina

B—13°10"'=0,8836 0. —0,4682 o sin O 1 15 |p—13°58'=0,3608 o +0,9326 o sin 6 11

—_

2 |B-13°8" =0,9996 o —0,0282 a. sin 6 1 16 |p—14°14'=0,1302 o +0,9915 o sin 6 I
3 |B-13°12'=0,9899 o +0,1421 o sin 6 1 17 |p—14°56'=-0,1068 o+ 0,9943 o sin 6 111
4 |B-14°15'=0,2221 o +0,9750 o sin 6 111 18 |Bp—14°47'=-0,3363 a.+0,9418 a sin 6 I
5 |B-—14°42'=0,0006 a + 1,0000 o sin 6 11 19 | B—15°56'=—0,8560 0.+ 0,5170 o sin 6 I
6 [Bp—13°1' =0,9308 o —0,3654 a.sin O 1 20 | Bp-13°29'=0,8002 o +0,5997 o sin O I
7 |B-14°31'=0,0602 o +0,9982 o sin O 1T 21 | B—15°55'=-0,9952 o.— 0,0982 o sin 6 I
8 |Bp—14°57'=-0,1570 o+ 0,9876 o sin 6 1I 22 |B-15°39'=-0,8409 o +0,5412 o sin 6 I
9 |B-13°5" =0,9097 o —0,4152 o sin 6 1 23 |B-169" =-0,9429 o +0,3330 o sin 6 I
10 [Bp-13°2" =1,0000 a +0,0055 o sin O 1 24 |B-1622'=-0,9768 .+ 0,2141 o sin 6 I

11 |B—13°12'=0,9689 a + 0,2476 o sin O I 25 |B-15°38'=-0,6262a—0,7797 asin 0 | I
12 | B—13°11'=0,8878 a + 0,4602 o sin O I 26 |B-14°54'=-0,4091 ¢ —0,9125 asin 0 | 1T
13 |B—13°34'=0,7549 a +0,6558 asin® | I | 27 |B—13°7" =0,9284 o —0,3716 asin O I
14 |B—13°53'=0,5755a +0,8178 asin® | III

Tabulka 1.: Soustava Mayerovych rovnic, viz [2].

2.2 Mayerova metoda priméri

Pro feSeni soustavy nejprve Mayer uzil metodu selekce bodt. Vybral 3 rovnice z 27
rovnic a to takovym zpusobem, aby se hodnoty koeficientd liSily co nejvice. To mélo
zajistit dobré vysledky neznamych. Volbou rovnic ¢islo 9, 16, 19 dostal soustavu rovnic:

B-13°5" =0,9097 o — 0,4152 a sin 0,

B—14°14'=0,1302 o + 0,9915 a sin 0,

B—15°56'=-10,8560 o+ 0,5170 a sin 0,

s vysledkem B = 14°34', o = 1°40', 0 = 3°43".

Mayer ovSem vnima chyby méfeni a vliv nahody na ziskany odhad a dospé&je
k ndzoru, ze tato metoda je nevyhovujici, protoze vybér jinych tii rovnic vede k jinym
odhadim. Idealni by bylo pouzit vS§echny kombinace téchto trojic rovnic a zprimérovat

27
vysledky; nicméné k tomu by bylo zapotiebi vyfesit ( 3 ] =2925 systému rovnic. Neni

tedy divu, ze Mayer vzdava tento postup diky jeho pfiliSné pracnosti. Aritmeticky pramér
vSech 2925 feseni je B = 14°30', a = 1°35', 0 = 5°46'.

Namisto toho rozdélil 27 rovnic do tii skupin po deviti (rozd€leni rovnic do skupin je
uvedeno v tabulce 1). V kazdé ze skupin pak rovnice seetl a vytesil vzniklé tii rovnice:
I B —1188" =8,4987 a —0,7932 a sin 0,
I p —140°7" =-6,1404 o + 1,7443 a.sin 0,
1 g —127°32'=2,7977 o+ 7,9149 a. sin 6.

VyieSenim soustavy dospé&l k B = 14°33', a = 1° 30", 0 = -3°51".

Reseni ziskané metodou nejmensich &tverci je p = 14°34', o= 1° 30", = -2°43",
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+  odhad z nékteré trojice rownic

O MNC odhad

x odhad  rovnic 9,16,19

o sin(B)

primér z 2925 soustav

Mayerova metoda primérd

Obrazek 2.: Reseni viech 2925 trojic rovnic. Zdroj: vlastni.
3 Zavér
Na studované uloze Ize demonstrovat smysl linearni regrese a poukazat na skutecnost,
Ze metoda nejmensich ctvercli neni jedinou metodou pro hledéani pfiblizného feSeni
soustavy rovnic. Historicka uloha je velmi vhodnd pfi vyuce statistiky v informatickych
oborech. Metoda priméru pro odhadovani parametrti se stala velmi populdrni a pou-

zivanou az do té doby, nez byla nahrazena metodou nejmensich ¢tverci. Dlvod, pro¢
byla tato metoda tak uspésna, je bezesporu jeji koncepéni i numericka jednoduchost.
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ZROZENI KOMBINATORIKY V DILE
JANA CARAMUELA Z LOBKOVIC

MIROSLAVA OTAVOVA

Abstract: The most important contribution of Juan Caramuel Lobkowitz (1606—1682) to
the development of mathematics is taken the introduction of all fundamental concepts of
modern combinatorics in his thesis Mathesis biceps. Caramuel, inspired by Cabbala,
assesses experiences with steganography and speculative grammar and uses apparatus
that he set up in his research into numeration systems.

1 Caramuelovy dispozice a vychodiska

Ve zpétném pohledu se vybudovani kombinatoriky u Jana Caramuela z Lobkovic
(1606 Madrid az 1682 Vigevano) jevi jako logické zavrSeni jeho celozivotniho usili. Jeji
vyklad publikoval ve véku 63 let ve druhém svazku encyklopedického dila Mathesis
biceps [4]. Caramuelova motivace vSak nevyplyvala pouze z potieb rozvoje matematiky,
ale vychazela z obecnéjsich otazek filosofickych, které tehdy zaméstnavaly i ostatni velké
evropské myslitele. Velice naléhavé byla pocitovana nutnost hledat nové paradigma
védeckého poznani v situaci, kdy metafyzické principy selhavaly pii feSeni problémi,
vyvstavajicich v novoveké spolecnosti 17. stoleti. Idedlem tehdejSi barokni doby bylo
vytvoreni universalniho néstroje zkoumani, jenz bude nejen v souladu s pfisnymi poza-
davky racionality, ale pfimo ze své podstaty adekvatni struktuie svéta.

Pro naplnéni této ambice mél Caramuel dobré predpoklady. Jeho otec Vaviinec byl
pfed synovym narozenim matematikem na prazském dvotfe Rudolfa II. a kromé gene-
tického fondu poskytl Janovi jiz od utlého détstvi ptiznivé podminky pro intelektualni
rozvoj. Dal§im vyznamnym vkladem bylo Caramuelovo studium v rodném Spanélsku,
kde v té¢ dobé koexistovaly tii kultury — oficialni kfestanska, podprahové pretrvavajici
arabskd a navic respektovana zidovska minorita. Diky tomu jiz pii studiu filosofie na
universit¢ v Alcale prfiSel do styku s kabalou, stfedovékou odnozi hebrejského mysti-
cismu. Byt se poté stal cisterciackym mnichem a vystudoval teologii na université v Sa-
lamance, kabala byla od té doby stalou inspiraci jeho vlastniho mysleni.

Cim mladého matematika kabala piitahovala? Soudasti zidovské viry je presvéd&ent,
ze svét byl stvofen slovem Bozim. Kabala tuto skute¢nost dale vyklada a interpretuje ji
jako jazykovy jev. Jednim z disledkt je, ze dokonaly jazyk by byl potencidlné schopen
odrazet strukturu celého universa. A protoze slova jsou slozena z pismen (hebrejska
abeceda ma 22 souhlasek, které soucasné slouzi k oznaceni ¢islic), pro studium struktury
takového jazyka mtize byt vhodnym néstrojem matematika.

Otazka dokonalého jazyka vzbuzovala zajem nezavisle na kabale i v kfestanském
prostiedi. Na universitich se jiz od 13. stoleti rozvijela spekulativni gramatika. Cilem
bylo vytvorit idealni mluvnici, jez by postihla logickou strukturu jednotlivych pfiro-
zenych jazyki. Caramuelovym pfispévkem na tomto poli je Theologia rationalis [2],
rozsahlé dilo napsané béhem jeho prazského pobytu (1646—1656). Vzhledem k naSemu
tématu je zajimava jeho Cast Grammatica audax (Odvazna mluvnice), kde jiz autor
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implicitné uziva prostiedky kombinatoriky pfi zkoumani poctu vSech slabik, které lze
v lating vytvorit z pismen abecedy.

Jeste dfive, na samém zacatku védecké drahy na fakulté v nizozemské Lovani (roku
1638 zde obh4jil doktorat teologie) na sebe Caramuel upozornil riskantnim krokem. Pod
novym nazvem Steganographiae facilis dilucidatio, declaratio etc. [1] vydal komen-
tovanou edici kontroverzniho renesancniho spisu benediktina Jana Trithemia z indexu
zakéazanych knih. Odborné vetejnosti tim legitimné zpfistupnil pfirucku o teorii Sifro-
vani, coz v dobé tricetileté valky vzbudilo v Evropé pozornost politickych i cirkevnich
Spi¢ek. Caramuel vsak predev§im objevil dalsi oblast, kde mohl s uspéchem rozvijet
metody kombinatoriky (viz [5]).

V rusnych 40. letech i béhem jiz zminéného prazského pobytu se Caramuel angazoval
v politice a duchovni spravé, aktivné se Gcastnil intelektualniho Zivota v Cechach a vé-
noval se predevsim logické analyze jazyka a moznostem tvorby jazyka umélého, tzv. Me-
tafyzického dialektu. Jeho souborné¢ matematické dilo Mathesis biceps vetus et nova [3]
a Mathesis nova [4] vzniklo az poté, co opustil Ceské zeme, kdyz byl roku 1657 jmeno-
van biskupem Satrijsko-Campagneské diecéze v jizni Italii (viz [6]).

2 Kombinatorika v Mathesis biceps

Mathesis biceps je svym rozsahem (pfes 1700 stran) i §ifi zabéru dilo encyklopedické.
Z hlediska pozdéjsiho vyvoje je nejcennéjsi ¢asti prvniho svazku [3] autorovo originalni
pojeti aritmetiky a algebry (viz [6] a [7]). Druhy svazek pod pfiznaénym nazvem
Mathesis nova [4] pfinasi kromé dalSich témat systematicky vyklad kombinatoriky.

sMORIMsOR MOaR |MORa4
aMRO MaROMRaO|MROa
aOMR|0aMR |OMaR [OMRa
JORM|0aAM|ORaM |[ORMa
aRMO|RaMO|RMaO [RMOa
2aROM|RaOM|ROaM |ROMa

Obr. 1: Ukazka anagramu v Mathesis biceps

Kombinatoriku Caramuel chape jako specidlni pfipad aritmetiky. Za zminku stoji
uvodni poznamka vénovana etymologii pojmu. Kombinatorika sensu stricto (Combina-
toria) studuje kombinace, v latin¢ spojovani do dvojic, tj. zabyva se problémem, kolik
dvojic (binario) 1ze urCitym ptresné definovanym zpusobem vytvorit z daného poctu prv-
ki (autor v originale misto o prvcich mluvi o vécech). V piipade¢ trojic (ternario), tvetic
(quaternario) atd. by tedy adekvatnim pojmem méla byt Contrinatoria, Conquaterna-
toria atd. S ohledem na zamér vybudovat obecnou teorii pro libovolnou délku k vytva-
fené skupiny vSak autor nadale pouziva slovo Combinatoria v dne$nim smyslu.

Dilezitou otazkou je definice riznych zptsobt kombinaci, tj. vytvareni k-tic z dan¢ho

poctu prvku. Klasifikace vychazi ze scholastické terminologie a uvadi zakladni tfi moz-
nosti: rozliSeni podle substance (zohlednuje riznost pfitomnych prvki), podle pozice
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(zohlednuje jejich uspotradani) a podle opakovani. Caramuelova terminologie tedy sice
neodpovida soucasné, ale uplatnénim jedné nebo vice uvedenych diferenci z dnesniho
pohledu postupné studuje kombinace, variace i permutace jak bez opakovani, tak s opa-
kovanim.

TABVLA IL
ens 5 quot [t Binarii s ?'ru.‘.-v'rf » .":f—'«‘-'{rrwrm-;'f 3P0 LR QUOCHMITUE HUMICrD P0¥inE
1y fi confrderentny pencs folam difereatiam Subftantic.

Rerun Novens- | Dema- |
Num rii . e
1
3
4
5
& 6 Ii _o'— U__ﬁﬁ‘;h—_-_c
7 21 7| I o o o
8 . | 7 56 28| 8 1| o o
9 36 S4i 126 126 84 36 9l 1 o
1o 45| X220/ 210 252 211-____116. 43 _1: __i
1r 55| 165 330 462 462 330| 165 55] 11
1z 66| 220| 495 792 924 792 495 220| 66
13 78| 235| 715 1287 1716] 1716 1287 715 286
4 9I| 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 Io0l
afa 1t To _ﬂiﬁ_s 3003 Joos| 6435 6435| 5003 3003
16 || 120 560/1820 4368 Roosl'-;:ﬁo TS;?E "-xT++o ~ 8ol
17 l 136 68¢|2380 6183 12376 19448 :4-3m| 24310 19448
18 || 153 816 3060 8568 18564 321824| 43758| 48620| 33758
19 |l 171 gﬁglgﬁjé 11628 271321 s50388] 75572] 92378] 82378
20 ] 2801140 4845] 15504 38760| 77520] 125950 IG:saSJI 174756

Obr. 2: Tabulka s pocty kombinaci

Material, na kterém Caramuel ilustruje sviij vyklad, zndme jiz z jeho pfedchoziho
zkoumani jazyka. Projevuje se nepochybna inspirace kabalou (napf. permutace je pouhou
matematickou formalizaci a zobecnénim anagramu — viz obr. 1) a zkuSenost stega-
nografie. Nejvétsi pozornost je samoziejmeé vénovana ur¢ovani poctu k-tic v zavislosti na
uplatnénych diferencich. Autor vzdy provadi podrobné odvozeni, v zdsadé na principu
indukce. Pro pohodli ¢tenare jsou vysledky uspotadany v tabulce (viz obr. 2) a podobné
jako v ptipadé tabulky Scala Pythagorae (viz [6]) v prvnim svazku Mathesis biceps Ca-
ramuel formuluje jednoduché pravidla, jak hodnoty v jednotlivych polich spolu souvisi
a jak Ize tabulku dale konstruovat. V této podobé potkame i princip Pascalova trojuhel-
nika.

V knize najdeme ocekavané souvislosti s teorii Sifrovani, spekulativni gramatikou
a studiem umélych jazykd. Caramuel napt. pfesné vycislil pocet vSech rtiznych, maxi-
malné dvacetipismennych slov, ktera lze vytvofit z 23 znakt latinské abecedy (je vyjad-
fen ¢islem v desitkové soustavé o 28 cifrach). Kombinatorika je dale aplikovana v geo-
metrii, kde umoziiuje mj. prehledné feSeni tivah o vztazich vnitinich Ghla trojuhelnika,
a mozna trochu pfekvapivé i v etice, metafyzice a teologii.
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3 Caramuelova odpovéd’ na klicovou otizku doby

Siroka $kala uplatnéni, v niz Caramuel prezentoval svoji novou nauku, dosvédéuje, e
pro né&j kombinatorika nebyla pouze dal§im odvétvim matematiky. Podle Caramuela méla
matematiku 1épe disponovat, aby se stala univerzalnim nastrojem poznani, jazykem, jenz
je schopen v duchu kabaly plné zrcadlit strukturu stvofeni. Snaha nalézt jednotici princip
a sjednotit roztfisténé lidské poznani byla v té dobé spole¢na vice myslitelim. Ptipo-
mefime zde Caramuelova vrstevnika Jana Amose Komenského (1592-1670), jenz svym
konceptem nové védy, jiz nazyva pansofii, sledoval stejny cil, postizeni veskerenstva
anapravu lidskych véci. Jakkoli se plany obou muzi ukazaly byt utopii, Komenského
pansofické projekty dnes historikové povazuji za vyznamny vyvojovy stupen rané novo-
vékého encyklopedismu (srv. [8]) a Caramuelovo pojeti matematiky jako dokonalého ja-
zyka bylo spolu s principem kompozicionality nosnym programem celé novoveké priro-
dovedy.
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MEZI MATEMATIKOU A FILOZOFII:
POZNAMKY K DOPISU GERBERTA Z REMESE
KONSTANTINOVI Z FLEURY

MAREK OTISK

Abstract: This paper deals with the letter of Gerbert of Rheims addressed to his friend,
co-operator and perhaps pupil Constantine of Fleury. This letter is reaction to the period
debate on conversion of three-membered numerical sequences arranged according to
a certain ratio in the three same numbers. Gerbert, following Boethius’s Introduction to
arithmetic, vigorously delimits the non-systematic method that was probably commonly
used, however without respecting the nature of numbers, metaphysical hierarchy of
relationships between the numerical ratios and ignoring the Boethius’s rules of con-
versions.

1 Gerbertiv dopis Konstantinovi — Komentdi k Boethiovu Uvodu do
aritmetiky 11, 1

1.1  Gerbert (Silvestr I1.)

Osobnosti Gerberta z Remese (narozen pied polovinou 10. stol., zemfel 12. 5. 1003;
zvaného také z Aurillacu, z Bobbia ¢i z Ravenny, zndmy rovnéz pod svym papezskym
jménem Silvestr II., papezem byl v letech 999—1003) se vénuje ve svétovém méfitku stale
vétsi pozornost. Tento nevSedni vzdélanec, politik, arcibiskup i papez udivoval jiz své
soucasniky dobové nezvyklou akribii ve svobodnych uménich, zvlasté pak v oblasti
mathésis, tj. umeéni quadrivia, ¢ili matematickych disciplin, pod néz byly jiz od antiky
zafazovany aritmetika, geometrie, hudba a astronomie. Mnoho okolnosti pak zpusobilo,
ze jesté béhem svého zivota a ve vétsi mife pak po své smrti zacal byt spojovan s temny-
mi d’abelskymi silami, které mu mély otevtit brany k porozuméni nejen obtizné a pro
mnohé tehdejsi uence nesrozumitelné latce, ale také k strmé cesté cirkevnimi ufady az
na nejvyssi post katolické cirkve.

Dnes je Gerbertovi vénovana pozornost predev§im v historickych kruzich, nebot
kupt. jeho peclivé shromazd’ovana korespondence skyta ilustrativni doklad slozitych
politickych vztahti, vazeb, pletich a intrik, které v posledni étvrtiné 10. stoleti ramovaly
mocensko-politické déni (predev§im néstup Kapetovcl na francouzsky trin &i potize
iuspéchy ottonské cisafské dynastie). Stranou pozornosti sou¢asnych badatelti na poli
d&jin védy vsak nezlstava ani Gerbertlv takika vSude patrny vliv na zménu zpisobu
péstovani svobodnych uméni (pfedev§im pak matematickych disciplin) na sklonku
10. stoleti — z nejznaméjsich zde sta¢i zminit prvotni uvedeni zapadoarabskych ¢&islic do
latinského ktest'anského svéta, patrné€ také z arabskych kofenl rostouci proménu prova-
déni matematickych pocetnich operaci s vyuzitim sloupcového deskového abaku, princi-
pidlni proménu zajmu o astronomickou latku, véetné dlirazu na aktivni pozorovani astro-
nomickych jevi na nebi (rovnéZ velmi pravdépodobné inspirovano Gerbertovym sezna-
menim se s arabskym zplsobem provozovani astronomie), konstrukce nékolika
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¢asomérnych pristroji ¢i varhan a v neposledni tfadé (spiSe sporny) podil na uzivani
astrolabu v latinském zapadnim svété pred rokem 1000.

1.2 Saltus Gerberti

Z Gerbertovy pomérné rozsahlé tvorby se zde pozornost zaméii na jeden z jeho tzv.
védeckych listd, ktery napsal svému pfiteli Konstantinovi z Fleury, patrné zaku ¢i
spolupracovnikovi z Remese. Jedna se o dopis (editorem textu N. Bubnovem) nazvany
Scholium ad Boethii Arithmeticam Institutionem 1. II., c. 1 (Komentdr k Boethiovu Uvodu
do arithmetiky II, 1), jehoz doba vzniku se odhaduje na konec 70. let 10. stoleti, a v némz
Gerbert podrobné popisuje zplsoby prevoda tiiclennych posloupnosti uspotradanych
podle ur¢itych poméri na tfi stejné hodnoty. Tento postup byl jiz v prubéhu stredovéku
pojmenovan jako saltus Gerberti, tedy Gerbertovy preskoky, nebot’ prezentovana cesta od
pétictvrtinového nasobku (tficlenna posloupnost dana superpartikularnim pomérem 5 : 4,
tzn. napt. hodnoty 16, 20, 25) k rovnosti Cili stejnosti (tj. k nejzakladnéjsimu a prvotnimu
poméru 1 : 1, ktery je dan v tfi¢lenné posloupnosti tfemi stejnymi hodnotami, zde 1, 1, 1)
je provedena pomoci ¢trnacti krokd, béhem nichz se Gerbert neziidka vraci k drivéjsimu
stadiu, aby mohl postupovat dale (blize viz kap. 2.1 tohoto textu).

Pro tuto studii je ale zajimava jesté dalsi skute¢nost — hned na ¢tyfech mistech svého
dopisu (viz [16], 31-35) Gerbert upozornuje ¢tenare, ze pouze timto postupnym sledem
jednotlivych krokt, navratii, odbocek a naslednych presunti 1ze postupovat fadné a nikoli
zmaten¢ (confuse). Ostatné Gerbert neni v tomto ohledu sam — velmi podobné se
v totozné dobé vyjadiuje i Abbo z Fleury ve svém komentédii k dilu Calculus od
Viktorina Akvitanského (viz [1], 86). Z toho se zda byt zfejmé, ze v posledni Ctvrtiné
10. stoleti byl rozsifen i odliSny zptisob transformace tfi¢lennych ¢iselnych posloupnosti,
ktery patrné mize reprezentovat kratké pojednani zvané De superparticularibus (viz
[16], 297-299), jeZ je nejcastdji autorsky pipisovano Notkerovi z Lutychu.

1.3 Aritmetika v raném stiredovéku

Cela uvedena problematika ma sviij pivod ve vlastnim rozumeéni aritmetice v raném
sttedoveku, které plné odpovidalo pozdné antickému novopythagorejskému vnimani
aritmetické latky, jez u nékterych matematiki slouzila predevsim jako propedeutika
k vyssimu zpisobu poznavani reality — tj. k filozofii. Za vSechny fecky piSici novo-
pythagorejce lze jmenovat Nikomacha z Gerasy a Theona ze Smyrny, jehoz dilo
(Matematické znalosti uZitecné k cetbé Platona) uz svym nazvem dava jasné na védomi,
k Gemu ma probirana latka slouZit, byt to neni vzdy na prvni pohled patrné.’

Pozdné anticti kiestansti (Ci patristicti) myslitelé byli v mnoha pripadech absolventy
fimskych vzdélavacich instituci, kde se v ramci vyuky svobodnych uméni seznamili
zejména s nikomachovskym proudem aritmetickych studii. Jejich zdmérem pak nebylo
aktivné rozvijet matematické problémy sui generis, nybrz piredavat aritmetiku jako teorii
¢isla a nauku o cislech a jejich vlastnostech formou klasifika¢nich, ptehledovych a peda-
gogicky snadno osvojitelnych vyctd. Tato problematika byla poté aplikovana v jinych
oborech, coz u kiestanskych vzdélancii mnohdy znamenalo pfedev§im snahu ukézat, jak
dokazi Cisla a znalost jejich vlastnosti napomoci k lepSimu porozumeéni biblické zvésti ¢i

! Srrov‘ napt. [11], 118, resp. 125 nebo [15], 264-265.
2 Uryvky z obou dél jsou v &edting k dispozici v [29], 438-481. Na zafazeni této tradice do kontextu antického
péstovani aritmetiky srov. také [29], 46—49.
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primo k snadngjsi a zretelnéjsi cesté k poznani nejvyssi moudrosti, tj. samotného Boha,
resp. jak ¢loveéku usnadnit cestu ke spase.

Nazorn€ to ve svém dile dokladd Aurelius Augustinus, ktery napf. ve spise O BoZi
obci na néekolika mistech vysvétluje Ciselné tidaje z Pisma svatého. Pro ilustraci lze
zminit vysvétleni poctu dni, v nichz Bih stvofil svét, tato hodnota je dana dokonalosti
¢isla 6. Charakteristiku dokonalého ¢isla piebira z aritmetickych vlastnosti ¢isel, ktera
jsou mimo jiné rozliSovana na ¢isla nadmérnd, podmérna a dokonald, pricemz kritériem
pro jejich ¢lenéni je vztah mezi souctem déliteld daného ¢isla a samotnym ¢islem. Za dé-
litele je vzdy nutno povazovat pouze takové cislo, které poskytne vysledny podil v po-
dobé prirozeného ¢isla a do souctu takovych délitelt se zahrnuje i jednicka, avSak
samotné dé€lené ¢islo nikoli. Pokud je soucet takto vymezenych délitelti vétsi nez délenec,
pak se jedna o nadmérné Cisla, nebot’ ¢asti (tj. de€litelé) davaji v souhrnu vétsi hodnotu
nez je celek déleného cisla (napft. ¢islo 18, které 1ze délit Cisly 1, 2, 3, 6 a 9, takZe soucet
deliteld je veétsi nez délenec). Podmeérné Cislo vykazuje opacny rys, tedy soucet délitelt
délence, poskytujici vysledek v podobé ptirozeného ¢isla, je mensi nez samotny délenec
(napt. Cislo 8, které lze délit Cisly 1, 2 a 4). Dokonalych ¢isel je velmi malo. Jejich
dokonalost je dana tim, Ze soucet ¢asti takového Cisla (tj. déliteld) se presné rovna celku
(tj. délenci). Nejmensim z nich je pravé Cislo 6, jelikoz je délitelné Cisly 1, 2 a 3. Buh
tedy pfii tvorbé veskerenstva zohlednil tuto aritmetickou dokonalost Cisla 6 a stvoftil vse
pravé v Sesti dnech.’

Podobnym zplisobem pak Augustin vysvétluje ve spise De doctrina christiana
dulezitost ¢isla 40, které je v Bibli pfitomno na mnoha mistech (napf. postni doba, pocet
dni desté u potopy ¢i pocet let putovani zidovskych kmenii pousti atd.). Dané cislo
vyjadiuje mnohost a vzajemné propojeni Stvofitele a stvofeného. Hodnota 40 je totiz
sou¢inem sudé sudé Cctyiky s desitkou jakoZzto souctem trojky a sedmicky, tzn.
40 =4 x (3 + 7). Ctytka symbolizuje mj. étyfi prvky, z nichZ je stvofen tento svét a jimz
je také dana dokonalost usporadani (sv€tové strany) i pravidelnost déni v ném (roc¢ni
obdobi), trojka je symbolem Boha a jeho trojjediné povahy, sedmicka pak vytvafi spojeni
mezi Bohem a svétem, tedy samotny stvoritelsky akt (6 dni stvofeni + sedmy den
odpodinku).*

3 Viz [2], 10, 30; Gesky 589: ,,Numerus quippe senarius primus completur suis partibus, id est sexta sui parte et
tertia et dimidia, quae sunt unum et duo et tria, quae in summam ducta sex fiunt. Partes autem in hac
consideratione numerorum illae intellegendae sunt, quae quotae sint dici potest; sicut dimidia, tertia, quarta et
deinceps ab aliquo numero denominatae. Neque enim exempli gratia quia in nouenario numero quattuor pars
aliqua eius est, ideo dici potest quota eius sit; unum autem potest, nam nona eius est; et tria potest, nam tertia
eius est. Coniunctae uero istae duae partes eius, nona scilicet atque tertia, id est unum et tria, longe sunt a tota
summa eius, quod est nouem. Item que in denario quaternarius est aliqua pars eius; sed quota sit dici non potest;
unum autem potest; nam decima pars eius est. Habet et quintam, quod sunt duo; habet et dimidiam, quod sunt
quinque. Sed hae tres partes eius, decima et quinta et dimidia, id est unum et duo et quinque, simul ductae non
complent decem; sunt enim octo. Duodenarii uero numeri partes in summam ductae transeunt eum; habet enim
duodecimam, quod est unum; habet sextam, quae sunt duo; habet quartam, quae sunt tria; habet tertiam, quae
sunt quattuor; habet et dimidiam, quae sunt sex; unum autem et duo et tria et quattuor et sex non duodecim, sed
amplius, id est sedecim, fiunt. Hoc breuiter commemorandum putaui ad commendandam senarii numeri
perfectionem, qui primus, ut dixi, partibus suis in summam redactis ipse perficitur; in quo perfecit deus opera
sua.” Na uvedenou klasifikaci ¢isel viz také napt. [23], 36-44; [29], 447-451; [21], 265; [18], 288-293 ¢i [12],
135.

*Viz [3], 2, 16, &esky 99-100: ,,Numerorum etiam imperitia multa facit non intellegi translate ac mystice posita
in scripturis. Ingenium quippe, ut ita dixerim, ingenuum non potest nisi mouere quid sibi uelit quod et Moyses et
Helias et ipse Dominus quadraginta diebus ieiunauerunt. Cuius actionis figuratus quidam nodus nisi huius
numeri cognitione et consideratione non soluitur. Habet enim denarium quater tamquam cognitionem omnium
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Aritmetika je takto v raném kiestanstvi chapana jako uméni, jeZ poskytuje lepsi
pochopeni reality na zakladé zjevené pravdy Bozi. Augustin to v dile De libero arbitrio
vyjadril naprosto explicitné:

Pohled’ na nebe, zemi i more a na vse, co je v nich, at' uZ to zdri shora nebo se hemzi
po zemi, at to létd nebo plave; vSechno md své tvary, protoZe md své cCdsti v cislech;
odejmi jim to a nebudou nicim. Od koho tedy pochdzeji, ne-li od toho, od koho je cislo?
Vidyt piece jejich byti trvd jen natolik, nakolik jsou tyto existence vyjddritelné cislem.”

Pravé v tomto duchu je patrné€ nutno rozumét i kontextu Gerbertova dopisu Konstan-
tinovi. Jelikoz tento svét je uspofadan podle Ciselnych pomért, jak o tom hovofili jiz
pythagorejci® a Platon,” vie bylo piivodné v Bozi mysli jako &iselné vztahy,® které se
stvoritelskym aktem realizuji v hmotné realité, musi byt cestou k pochopeni tohoto svéta
pochopeni ¢iselnych poméra a vzajemnych vztahti mezi nimi.

Stredoveku zprostiedkoval prehledny vhled do této problematiky predevsim Boethius,
jehoz volny pieklad Nikomachova Uvodu do aritmetiky mj. popisuje vztahy mezi &isel-
nymi posloupnostmi. Cisla v relaci k jingm &islim mohou zastéavat bud’ vztah rovnosti &i
stejnosti (napt. 12 a 12) nebo vztah nerovnosti, nestejnosti (napf. 6 a 12). U nerovnosti je
pak rozliseno celkem 5 moznych vztahti mezi Cisly:

nasobky (tj. napf. ¢isla 6, 12, 24, kde se jedna o dvojnasobky, tj. pomér 2 : 1),
superpartikularni ¢isla (napft. Cisla 8, 12, 18, tj. pildruhanasobky, pomér 3 : 2),
superparcientni ¢isla (napf. ¢isla 9, 15, 25, tj. pétitfetinovy nasobek, pomér 5 : 3),
superpartikularni nasobky (napft. 4, 10, 25, tj. dvouaptilnasobek, pomér 5 : 2),
super%arcientni nasobky (napt. ¢isla 9, 24, 64, tj. osmitfetinovy nasobek, pomér
8:3).

A S

Tyto nerovné vztahy mezi Cisly tvori zakladni schéma uspofadani tohoto svéta a lze
z nich odvodit celou fadu dalSich tezi o vlastnostech cisel (napf. o vztahu k riznym figu-
ralnim &islim & k nauce o harmoniich)'® i o dilleZitosti transformace nerovnosti na

rerum intextam temporibus. Quaternario namque numero et diurna et annua curricula peraguntur, diurna
matutinis, meridianis, uespertinis nocturnis que horarum spatiis, annua uernis, aestiuis, autumnalibus hiemalibus
que mensibus. A temporum autem delectatione, dum in temporibus uiuimus, propter aeternitatem in qua uiuere
uolumus, abstinendum et ieiunandum est, quamuis temporum cursibus ipsa nobis insinuetur doctrina
contemnendorum temporum et appetendorum aeternorum. Porro autem denarius numerus creatoris atque
creaturae significat scientiam; nam trinitas creatoris est, septenarius autem numerus creaturam indicat propter
uitam et corpus. Nam in illa tria sunt, unde etiam toto corde, tota anima, tota mente diligendus est deus; in
corpore autem manifestissima quattuor apparent, quibus constat, elementa. In hoc ergo denario dum temporaliter
nobis insinuatur, id est quater ducitur caste et continenter a temporum delectatione uiuere, hoc est quadraginta
diebus ieiunare, hoc lex, cuius persona est in Moyse, hoc prophetia, cuius personam gerit Helias, hoc ipse
Dominus monet, qui tamquam testimonium habens ex lege et prophetis medius inter illos in monte tribus
discipulis uidentibus atque stupentibus claruit.*

% [4], 2, 16, &esky 185: , Intuere caelum et terram et mare et quaecumque in eis uel desuper fulgent uel deorsum
repunt uel uolant uel natant. Formas habent quia numeros habent; adime illis haec, nihil erunt. A quo ergo sunt
nisi a quo numerus? Quandoquidem in tantum illis est esse in quantum numerosa esse."

6V geském jazyce viz blize napt. [6] nebo [28], 71-125.

7 Samoziejmé jde piedeviim (ale ne vyhradng) o dialog Timaios — viz [25].

8 Srov. napk. [9], 14.

9 Blize viz [23], 44-64; [9], 55-79; [21], 279-282; [18], 290-295; [12], 136-138, ale také napt. [1], 116-121.
vig napt. [23], 112—-147 nebo [9], 153-224. V Cestiné srov. napf. [20].
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rovnost, coz je jinymi slovy cesta od stvofeného k Stvofiteli, jak tomu rozumél jiz Au-
gustin nebo Boethius a v ndvaznost na jejich odkaz i myslitelé konce 10. stoleti, véetné
Gerberta z Remege. "’

2 Non confuse, sed ordinate

2.1 Gerbert z Remese a Abbo z Fleury

Gerbert v dopise Konstantinovi (Scholium ad Boethii Arithmeticam Institutionem
I II., c. 1) trikrat pripomina, ze chce-li byt cloveék uspésny pfi provadéni prevodl Cisel-
nych posloupnosti, musi nasledovat pravidla, kterd zformuloval ve svém aritmetickém
dile Boethius. V posledni kapitole prvni knihy tohoto spisu Boethius uvedl tfi pravidla,
podle nichz vznikaji z prvotni rovnosti vSechny typy nerovnosti (tj. nejprve nasobné
poméry, pak superpartikularni poméry, nasledné superparcientni pomeéry, po nichz lze
pokracovat k ndsobnym superpartikuldrnim a nasobnym superparcientnim pomértim).

Tato pravidla maji pomérné jednoduchou podobu; prevadime-li posloupnost ti ¢isel, pak
staci védét, ze:

[P1] prvni ¢len druhé posloupnosti se rovna prvnimu ¢lenu vychozi posloupnosti;

[P2] druhy ¢len druhé posloupnosti je souctem prvniho a druhého ¢lenu vychozi po-
sloupnosti;

[P3] tfeti ¢len druhé posloupnosti odpovida souctu prvniho, dvakrat druhého a tietiho
&lenu prvni posloupnosti.'?

Hned v dalsi kapitole Boethius uvadi dalsi trojici pravidel, ktera slouzi k obracenému
postupu, tedy k redukci nestejnych tficlennych posloupnosti na diivejsi nestejny pomér,
v ptipadé€ nasobkl pak na rovnost. Tato pravidla zni:

[R1] prvni ¢len hledané posloupnosti se rovna prvnimu ¢lenu vychozi posloupnosti;

[R2] druhy ¢len hledané posloupnosti je rozdilem druhého a prvniho ¢lenu vychozi
posloupnosti;

[R3] tfeti Clen hledané posloupnosti odpovida rozdilu trettho c¢lenu vychozi
posloupnosti a sou¢tu dvakrat druhého s prvnim &lenem vychozi posloupnosti.'

Hlavni pfi¢ina kontroverzi mezi u€enci konce 10. stoleti patrn€ souvisi s Boethiovym
vyrokem z Uvodu do aritmetiky 11, 1, v némz se pide, 7e pomoci pravidel [R1-3] lze
prevadeét jakykoli ndsobny nebo superpartikuldrni pomér na bezprostfedné predchazejici
na-sobny Ci superpartikuldrni pomér — tj. napt. trojnasobky na dvojnasobky nebo péti-
ctvrtinovy pomér na Ctyitietinovy pomér ([9], 94). KdyZ k tomu Boethius doplnil jediny
navodny priklad, v némz prevadi Ctyfnasobky na trojnasobky, ty na dvojnasobky a tyto
nakonec na tfi stejna Cisla ([9], 95-96), celé véci asi pfili§ nepomohl, nebot’ tim ¢tenari

stfedoveké matematiky viz napf. [S]; [7]; [10]; [14]; [15]; [17]; [19]; [22]; [24]; [26] nbeo [27] a mnoho dalSich.
12 9], 81: ,,Praccepta autem tria haec sunt, ut primum numerum primo facias parem, secundum uero primo et
secundo, tertium primo, secundis duobus et tertio.*

13 [91, 94: , Propositis enim tribus, ut dictum est, terminis aequis proportionibus ordinatis ultimum semper medio
detrahamus et ipsum quidem ultimum primum terminum collocemus, quod de medio relinquitur, secundum. De
tertia uero propositorum terminorum summa auferemus unum primum et duos secundos — eos qui de medietate
relicti sunt — et id quod ex tertia summa relinquitur, tertium terminum constituemus.* Srov. také [23], 74-75.
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nabidl moznost, ze rovnéz u superpartikularnich ¢isel se pozdé€jsi pomér (napt. 5 : 4)
bezprosttedné prevadi na diivejsi pomér (v tomto pripadé tedy 4 : 3).

Tiebaze ob¢ sady Boethiovych pravidel jsou k sobé navzajem evidentné v reverznim
vztahu, pravé kvili zminéné pasazi z Boethiova textu o bezprostfednim prevodu posloup-
nosti v ramci téze nerovnosti 1ze celou problematiku prevodi vykladat riznymi zpusoby,
nebot’ zatimco superpartikularni ¢isla vznikaji z nasobku, tak pii prevodu superparti-
kularnich ¢isel na dfivéjsi nerovnost 1ze Boethiovym slovim rozumét tak, Ze neni dopo-
ruc¢ovan navrat podle potadi vzniku, nybrz pifimy piechod od jednoho superpartikular-
niho poméru k diivéjsimu. Gerbert z Remese i Abbo z Fleury vSak s timto nesouhlasili a
ve svych textech se pokusili ukazat, ze takové &teni Boethiova Uvodu do aritmetiky
neodpovida zameéru autora.

Gerbert se drzi obou piredstavenych sad pravidel a detailn€ popisuje, jakym zpisobem
l1ze od tficlenné posloupnosti ¢isel 16, 20, 25, ktera je usporadana podle poméru 5 : 4,
dospét ke tfem stejnym hodnotam (1, 1, 1; tj. pomér 1: 1), pficemz postupné¢ budou
explicitné vycisleny rovné€z posloupnosti dané kazdym bezprostiedné predchazejicim
superpartikularnim pomérem, tzn. 4 :3 a 3 : 2. V zadani Gerbertova ptikladu je pomér
5 : 4, u néhoZ je nutno nejprve nalézt diivéjsi nerovnost, tedy vyuzit Boethiova pravidla
[R1-3], a ziskat tfi¢lennou posloupnost danou ctvrtinovym pomeérem, tento lze snadno
transformovat na ¢tyfnasobny pomér, ktery lze s vyuzitim tychz pravidel pfevést na
trojnasobky. Trojnasobky jsou pfevedeny na tfetinovy pomeér, ktery je pti¢inou vzniku
poméru 4 : 3, tudiZ je nyni nutno pouzit pravidla [P1-3]. Od né&j vede pfima cesta pomoci
pravidel [R1-3] zpét ke tfetinovému pomér, resp. trojnasobku. Ten 1ze redukovat (regule
[R1-3]) na dvojnésobek, resp. polovinu, odkud pravidla [P1-3] umozni ziskat ptaldru-
hanasobek (pomér 3 : 2). Od néj se 1ze vratit k poloviné a dvojnasobku a redukéni regule
[R1-3] poskytnou rovnost. Cely tento postup (tj. saltus Gerberti) zachycuje tab. 1:

1. | pétictvrtinovy nasobek | pomér 5 : 4 | 16 — 20 — 25 | aplikace pravidel [R1-3] | |
2. | Ctvrtina pomérl:4[16-4-1 reverze posloupnosti l
3. | Ctyfnasobek pomeér4d:1|1-4-16 aplikace pravidel [R1-3] | |
4. | trojnasobek pomér3:1|{1-3-9 reverze posloupnosti l
5. | tfetina pomérl:3|9-3-1 aplikace pravidel [P1-3] | |
6. | Ctyftfetinovy nasobek | pomér4:3 | 9—12—-16 | aplikace pravidel [R1-3] | |
7. | tfetina pomérl1:3[9-3-1 reverze posloupnosti |
8. | trojnasobek pomér3:1[1-3-9 aplikace pravidel [R1-3] | |
9. | dvojnasobek pomeér2:1|1-2-4 reverze posloupnosti l
10. | polovina pomérl:2|4-2-1 aplikace pravidel [P1-3] | |
11. | ptldruhanasobek pomér3:2|4-6-9 aplikace pravidel [R1-3] | |
12. | polovina pomérl:2[4-2-1 reverze posloupnosti |
13. | dvojnésobek pomér2:1[1-2-4 aplikace pravidel [R1-3] | |
14. | stejnost pomérl:1|1-1-1

Tab. 1 — Tzv. ,,saltus Gerberti*, tj. ptechody mezi superpartikularnimi poméry a nasobky

Také Abbo z Fleury navrhuje v zasadé totozny proces prevodl a rovnéZz neopomina
zminit konfizni charakter jinych postupti. V komentati kdilu Calculus nejprve
zdtraziuje, ze Boethiovym sloviim z Uvodu do aritmetiky 11, 1 neni spravné rozumét tak,
ze by se superpartikularni poméry meély bezprostiedné prevadét na predchozi superparti-
kularni poméry (napt. pomér 5 : 4 pfimo na pomér 4 : 3), nybrz tim zpisobem, Ze sledu-
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jeme-li superpartikularni poméry, pak pii cesté od poméru 5 : 4 k rovnosti (pomér 1: 1)
nelze vynechat pomér 4 :3 (viz [1], 87). OvSem superpartikularni poméry maji svij
puvod v nasobcich, nelze tedy jinak, nez postupovat pies nasobky. Aby bylo vse jasnéjsi,
predstavuje Abbo dvé tabulky, v nichz ukazuje, jak nerovné poméry ¢isel vznikly z rov-
nosti (a tudiz obraceny postup by odpovidal zpétnému postupu ke stejnosti) — pii omezeni
na supepartikularni ¢isla, uvedené tabulky vypadaji takto — viz tab. 2 (viz [1], 88):

1. | rovnost 1:1 2-2-2 | 1. | rovnost 1:1 2-2-2
2 201 | 2-4-8 | X 2:1) 2-4-8
— ndsobky 3. | ndsobky 3:1 2-6-18
3 S L P 4:1] 2-8-32
4 supei:partikularm 4-3 | 18-24-32 | s. supe;:partikularm 5.4 30-40-50
poméry pomery

Tab. 2 — Vznik superpartikularnich pomért podle Abbona z Fleury

2.2 Notker z Lutychu

Kratky text De superparticularibus nazvany a editovany N. Bubnovem je autorsky
tradi¢né pripisovan Notkerovi z Lutychu. Svym obsahem se toto pojednani zda byt tim,
proti némuz Gerbert a Abbo vystoupili. Notker se totiz domnival, ze Boethiovym sloviim
z Uvodu do aritmetiky 11, 1 o pievodech superpartikularnich pomért mezi sebou (tj. napf.
pomér 5:4 na pomér 4:3) je zapotfebi rozumét tak, ze nasobné poméry je mozno
vynechat, nebot’ podle matematickych pravidel lze zrekonstruovat kazdou tfi¢lennou
posloupnost danou bezprostfedné predchazejicim superpartikularnim pomérem z pomeéru
bezprostiedné nasledujiciho, aniz bychom k tomu museli vyuzivat nasobné pomeéry. Je
ovSem ziejmé, Ze v takovém pripad¢ nelze vyuzit Boethiem navrhovana redukcni
pravidla [R1-3], ktera proto Notker nahlizi jako pouhd mozna doporuceni, nikoli jako
zévazné direktivy ([16], 297).

Sam nasledné zformuloval jiné prevodni regule, které umoznuji prechody mezi
superpartikularnimi poméry. V zasadé¢ lze fici, ze svym celkovym vyznénim jsou Notke-
rova pravidla jednodussi nez nikomachovsko-boethiovské postupy zastadvané Gerbertem
a Abbonem, ovSem na ukor piehlednosti, kterou v Notkerové systému znesnadnuje
nutnost vytvorit samostatna pravidla pro kazdy jednotlivy ptiklad redukéniho prevodu
mezi superpartikularnimi ¢isly. Tak napf. pro pfevod mezi tfi¢lennou posloupnosti danou
pomérem 5 :4 na tficlennou posloupnost danou pomérem 4 :3 uziva Notker tohoto
postupu (viz [16], 298):

[Q1] prvni ¢len hledané posloupnosti se rovna prvnimu ¢lenu vychozi posloupnosti
(. stejné€ jako u Boethia);

[Q2] druhy ¢len hledané posloupnosti je rozdilem druhého a poloviny prvniho ¢lenu
vychozi posloupnosti;

[Q3] tfeti ¢len hledané posloupnosti odpovida rozdilu tietiho a prvniho ¢lenu vychozi
posloupnosti.
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Pokud je nasledné nutno tfi¢lennou posloupnost danou pomérem 4 :3 prevést na
tficlennou posloupnost danou pomérem 3 :2, pak se pouziji zase tato pravidla (viz
[16], 298):

[T1] prvni ¢len hledané posloupnosti se rovna prvnimu ¢lenu vychozi posloupnosti
(tj. stejné€ jako u Boethia);

[T2] druhy ¢len hledané posloupnosti odpovida poloviné druhého ¢lenu vychozi
posloupnosti;

[T3] tieti ¢len hledané posloupnosti je rozdilem tfetiho a druhého c¢lenu vychozi
posloupnosti.

Kdyz je takto ziskan pildruhanasobek (pomér 3 :2), ktery uz neni mozné dale
prevadét na jiny superpartikularni pomeér, pak se aplikuji Boethiova pravidla [R1-3], jez
umozni ziskat dvojnasobek a nasledné i rovnost. Notkerovy pievody zachycuje tab. 3:

1. | pétictvrtinovy nasobek | pomér 5 : 4 | 16 — 20 — 25 | aplikace pravidel [Q1-3] | |
2. | tfi Ctvrtiny pomér3:4 | 16-12-9 | reverze posloupnosti |
3. | Ctyitfetinovy nasobek | pomér4:3|9—12—16 | aplikace pravidel [T1-3] | |
4. | dveé tietiny pomér2:3|9-6-4 reverze posloupnosti |
5. | paldruhanasobek pomér3:2|4-6-9 aplikace pravidel [R1-3] | |
6. | polovina pomérl:2|(4-2-1 reverze posloupnosti |
7. | dvojnasobek pomér2:1|1-2-4 aplikace pravidel [R1-3] | |
8. | stejnost pomérl:1|1-1-1

Tab. 3 — Notkertv pfevod pétictvrtinového nasobku na stejnost

2.3 Diivody zmateni

Uz na prvni pohled je patrné, Ze NotkerGiv postup vykazuje znatelné méné kroku, nez je
byt preferovanéjsi. Samovolné se proto nabizi otazka po pficinach Gerbertova (a Abbnonova)
odmitani Notkerova postupu. Gerbert pfi¢iny zamitavého postoje vyjmenovava ve svém
dopise Konstantinovi, kdyz vysvétluje vyhody jeho vlastniho sledu krokd. Nejprve po
pfevodu poméru 5 : 4 na pomér 4 : 3 pise, Ze jeho vlastni:

... postup p¥i prevodu superpartikuldrniho cisla v poméru 5 : 4 nejprve na cislo v poméru
4 : 3, za poufiti peclivé propracovanych pravidel, o nichZ piSe Boethius, neni chaoticky, ale
systematicky a odpovida postupnému vzniku cisel.

A na samotny zavér svého dopisu rekapituluje cely postup slovy:
Vidis, jak byla veskerd kvantita vyjddrend cCisly v poméru 5 : 4 zmenéna na tii stejnd cisla,

tj. jednotky: 1, 1, 1, a to nikoli chaoticky, nybr? systematicky takovym zpiisobem, jakym
vznikla. Pravé takovd je totiZ skutecnd povaha cisel. 15

' 116], 34: ,, ... facta est resolutio superparticularis sesquiquarti primo in sesquitertium, ut Boetius docet, non
confuse, sed ordinate, sicut a principio numeri fuerant procreati, subtiliter adhibitis praeceptis.*

1 [16], 35: ,,Vides igitur, quemadmodum tota quantitas sesquiquarti redacta est ad tres aequales terminos, id est
unitates: I, I, I, non confuse, sed ordinatim, sicut fuerat a principio procreata. Haec est igitur vera natura
numerorum.
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Gerbertovy divody jsou tedy v zdsade¢ tii:

—_

autoritativni nasledovani Boethiem zformulovanych pravidel;

2. reverzni sled krokid, ktery kopiruje proces vzniku nerovnych ciselnych poméri
z prvotni rovnosti;

3. samotna povaha Cisel.

Prvni dva divody jiz zde urCitym zptisobem byly zminény. Lze je shrnout, ze (ad 1.) Abbo
i Gerbert doporucovali, aby se soudobi aritmetikové drzeli Boethiovych reverznich pravidel
pro prevody trojclennych posloupnosti a v duchu tradice dokazali bezpecné najit spravné
vysledky. Inovativni pfistup je v mnoha ohledech vitany, ale zde vede ke zfejmym potizim:
Notker musi vytvaret pro prevody mezi jednotlivymi bezprostiedné sousedicimi superparti-
kulatnimi poméry vzdy nova a nova pravidla, takze nakonec muze jit pouze o zdanlivou
jednoduchost jeho postupu, nebot’ dvé sady obecnych pravidel musi byt nahrazeny mnozstvim
specialnich reguli. Nenasledovani Boethia samoziejmé nic neméni na matematické spravnosti
Notkerova postupu, avSak i samotny Notker citi potiebu vysvétlit, pro¢ si dovoluje prekra-
ovat Uvodem do aritmetiky doporu¢ovana pravidla, jak bylo zminéno vyse v této studii.

Druhy divod (ad 2.; tzn. nerespektovani zpétného sledu krok vzhledem ke vzniku
nestejnosti) uz nechava Notker bez komentafe, ¢imz je fakticky blize Boethiovu aritme-
tickému textu z uvodni kapitoly druhé knihy o bezprostiednim ptrechodu mezi jednotlivymi
superpartikularnimi ¢isly (viz kapitola 2.1), nez je tomu kupf. u Gerberta a Abbona, jak bylo
uvedeno vyse.

Tieti divod chaoticnosti (ad 3.) kritizovaného sledu krokt z textu De superparticularibus
se ovSem zda byt tim nejdilezitéjsim. Pies nepochybnou uctu k autoritam i vlastni mate-
matickou spravnost je, zda se, (nejen) pro rané stiedoveéké intelektualy podstatny jiny aspekt
praktikovanych aritmetickych vykladi (viz kapitola 1.3). Deuterokanonicka biblicka kniha
Moudrosti navic uvadi, ze vSe ve stvofeném bylo Bohem uspotaddano podle miry, cisla
a vahy,'® pfiGem jiz Augustin z toho vyvodil, Ze &islo (a aritmetika, ktera o vlastnostech &isla
pojednava) je nejen vyrazem Bozi moudrosti, ale samotné Cislo je piimo soupodstatné
s Bohem (viz [4], 2, 11, ¢esky 178) — tj. ma podobny vztah k Bohu, jaky mezi sebou maji
osoby trojjediného Boha.

Boethius k tomu dodal, ze kazdy filozof, ktery uz z povahy oboru svého zdjmu ma dbat
o véci lidské i bozské, musi zacinat svou cestu k poznani moudrosti u aritmetiky, nebot’ praveé
tato je prvni z disciplin, jez ma bytostnou vazbu k Bohu i ¢lovéku. Aritmetiku vSak nelze
podle Boethia chapat ,,pouze® jako prvni z véd quadrivia, ale zaroven ¢i predevsim (v duchu
pythagorejské tradice) jako vyraz metafyzického uspofaddani veskerenstva. Pozndvat aritme-
tické vlastnosti Cisel je takto metafyzickym vykonem, nebot podstata vSech véci spociva
v Cislech, metafyzickd struktura reality je ddna ciselnymi pomeéry a posloupnostmi (jak to
tikal jiZ dfive napf. Platon), a toto vSe je vyrazem BoZich mysSlenek, skrze néZ tvofil tento svét
(viz [9], 14).

18 [8] Sap. 11, 20: ,.Sed omnia in mensura et numero et pondere disposuisti. ([13] Mdr. 11, 20: ,Ale ty jsi

vSechno usporadal s mirou, poc¢tem a vadhou.*)
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Matematické dilo Abbona z Fleury (a také daldi dobové dochovany text'’) je pak
dokladem, Ze na sklonku 10. stoleti byla tato zddvodnéni zajmu o aritmetiku brana velmi
vazné. Abbonliv komentaf ve své Givodni ¢asti hlasa, ze filozofie je laskou k moudrosti, tedy
zaroven laskou k Bohu, nebot’ moudrost a Bih jsou vzajemné neodmyslitelné propojeni
(sedm slouptd biblického chramu Moudrosti odpovidd sedmi svobodnym uménim, kterd se
v karolinskych a ottonskych $kolach péstovala). V souladu stim, Ze Buh je jeden, podina
rovnéz aritmetika své tivahy od zdroje vSeho, tj. od jednotky, kterd se postupné ze stejnosti
meéni v rizné druhy nestejnych pomért (a posloupnosti, jez jsou dany témito pomery), tedy ve
shod¢ s Platonem je aritmetika a uceni o nestejnych vlastnostech Cisel, o pomérech atp.
pfimou cestou k poznani Boziho stvofitelského aktu (blize viz [1], 65-72).

Ztoho je ziejmé, ze Gerbertem a Abbonem prezentované postupy nejsou zmatené
a chaotické pfedevsim proto, Ze cti metafyzickou strukturu reality, nasleduji postup, jimz byly
jednotlivé druhy nestejnosti stvofeny samotnym Bohem, tedy kopiruji skute¢nou povahu ¢isel
elegantngji vést k cili, ovSem jejim zakladnim nedostatkem je, ze podle soudobych interpret-
taénich ramci dilezitosti aritmetického uméni necti Bozi fad. Je to tedy znalost pouze lidska,
nikoli bozska. A jelikoz Bih je v&¢ny, neménny a staly, kdezto ¢lovek je pomijivy, promén-
livy a vrtkavy, nese také Notkerdv postup v o¢ich matematikli konce 10. stoleti rysy zmatec-
nosti a nespolehlivosti.

3 Zavér

Byt se tedy v Gerbertové dopisu Konstantinovi, na ktery se zaméfila tato studie, fesi
vyhradné¢ matematicka (aritmetickd) problematika, neni divodem odmitdni odlisného
(Notkerova) feSeni stejné otazky matematickd nespravnost konkurencniho schématu,
nybrz metafyzicky tad, ktery vévodi samotné podstaté Cisel ¢i matematice. Boethia by
bylo mozné korigovat, také neni nutné vzdy nutn€ vracet se k pocatku stejnou cestou,
jakou jsme dosli k danému stavu, ovSem pokud se snazime nalézt skutecnou povahu ¢i-
selnych vztaht, pak teologicko-filozoficky ramec urcujici metafyzickou zakladnu neu-
moziuje nasledovat Notkerovy direktivy.

Velmi uzké sepjeti mezi matematickou (aritmetickou) a metafyzickou latkou je
typickym ptikladem antického dédictvi, jez bylo ve stfedovéku péstovano v obdobném
duchu, jak to €inili pozdné anti¢ti pohansti intelektudlové — aritmetika je tu k tomu, aby
byl ¢loveék lepsim filozofem. Vyraznéjsim rozdilem je pouze snaha stfedoveékych ucenct
ukazat, ze tento filozof je zaroven kiest'anem.
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SOME REMARKS ON HISTORY OF POINCARE
CONJECTURE

ZDZISLAW POGODA

Abstract: Poincaré conjecture was one of the most important hypotheses in mathematics in
the twentieth century. However, from the moment of its putting until the first important
publication about it passed almost 30 years. Could mathematicians initially did not appreciate
its importance? The proposed lecture will attempt to answer this question.

W latach 2012-2013 Grisha Perelman umiescil w sieci trzy artykuly, w ktorych
udowodnit hipotezg geometryzacyjna dotyczaca klasyfikacji rozmaitosci tréjwymiaro-
wych, atym samym przy okazji wykazal hipotez¢ Poincarégo zaliczana do siedmiu
probleméw milenijnych (por. [3], [12], [14]). Hipoteza Poincarégo dotyczaca charakter-
ryzacji sfery trojwymiarowej stata si¢ w drugiej potowie XX wieku jednym z gléwnych
probleméw nie tylko topologii lecz catej matematyki. T¢ pozycj¢ zdobyta sobie dopiero
jakies pigédziesiat lat po jej sformutowaniu, gdy byto juz kilka nieudanych prob jej udo-
wodnienia. Uswiadomiono sobie tez jej ogromne znaczenie przy probach klasyfikacji
rozmaito$ci tréjwymiarowych. Przypomnijmy wspotczesne sformutowanie samej hipo-
tezy: tréjwymiarowa rozmaito$¢ bez brzegu, zwarta, spojna i jednospojna jest homeo-
morficzna ze sfera trojwymiarowa.

T T T T T T T T Y VT TY VT T YT

b [

Henri Poincaré (29.04.1854 — 17.07.1912)

Henri Poincaré sformutowat swoja hipoteze w wersji zblizonej do ostatecznej w 1904
roku w piatym dodatku [9] do gtdownej pracy Analysis Situs [7]. Jednak przygotowanie do
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sformulowania hipotezy rozpoczgto si¢ juz w pierwszej fundamentalnej pracy [7]
rozpoczynajacej cykl publikacji poswigconych topologii nazywanej wowczas wlasnie
,,analysis situs”. W [7] Poincaré po zdefiniowaniu na rézne sposoby pojgcia rozmaitosci
i podaniu waznych przyktadow rozmaitosci trojwymiarowych, rozwinat idee dajace
podstawy do nowej dziedziny — topologii algebraicznej. Zdefiniowat pojecie homologii,
za jego pomoca opisal liczby Bettiego charakteryzujace typ spojnosci rozmaitosci oraz
pozwalajace rozroznia¢ rozmaitosci z doktadnoscia do homeomorfizmu. Zreszta sam ter-
min ,,homeomorfizm” tez zostal wprowadzony przez Poincarégo w tej pracy. Relacje
homologii staty si¢ podstawa do konstrukcji niezwykle waznych nie tylko w topologii
grup homologii. Jednak samo pojecie grupy homologii zostalo opisane dopiero w latach
1925-1928 przez Emmy Noether, Leopolda Vietorisa i Walthera Mayera (por. [16]).
Poincaré z poczatku byt przekonany, ze liczby Bettiego jednoznacznie opisuja, w szcze-
g6Inosci, rozmaitosci trojwymiarowe. Tym samym uwazal, ze sfera tréjwymiarowa jest
jednoznacznie opisana przez homologie. W dzisiejszej terminologii: grupy homologii
jednoznacznie wyznaczaja sferg trojwymiarowa. Przypuszczenie to zostalo sformutowane
w sposob jawny w drugim dodatku do Analysis situs (por.[8]), naturalnie w terminach
liczb Bettiego i wspotczynnikoéw skrecenia (torsji). Praca [8] konczy si¢ stwierdzeniem.

»W celu uniknigcia zbytniego rozbudowania niniejszej pracy ograniczg si¢ do
sformutowania nastgpujacego twierdzenia, ktérego dowod bedzie wymagat dal-
szych badan.

Kazdy wielo$cian, ktory ma wszystkie liczby Bettiego rowne 1 oraz wszystkie
tablice T, orientowalne jest jednospojny, to znaczy jest homeomorficzny z hiper-
sfera.”

Poincaré stawia tezg, ze moze scharakteryzowac sfer¢ w dowolnym wymiarze
wykorzystujac skonstruowane przez siebie algebraiczne niezmienniki. Zaznaczmy, ze
W tej pracy i wczesniej rozmaito$¢ jednospdjna jest synonimem sfery, a termin ,.tablice
Ty zwiazany jest z wspolczynnikami torsji wprowadzonymi przez Poincarégo w pier-
wszym uzupetnieniu do Analysis Situs po krytyce Poula Heegaarda.

Poul Heegaard (02.11.1871 — 07.02.1948)
Heegaard byl dunskim matematykiem, ktéry w swojej rozprawie doktorskiej (por. [5])

dokonat krytycznej analizy Analysis Situs i zauwazyl, ze, w szczegodlnosci tak zwane
twierdzenie o dualnosci Poincarégo nie zawsze jest prawdziwe. Podajac kontrprzyktad
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zaproponowal rowniez pewna ogolna konstrukcje rozmaitosci nazwang diagramem
Heegaarda. W przypadku rozmaitos$ci trojwymiarowych polega ona na sklejaniu brze-
giem dwoch kul z uchami (wielokrotnych toruséw) w taki sposob, zeby pewne krzywe na
sklejanych powierzchniach przechodzily odpowiednio na siebie. Uktad takich krzywych
na powierzchni nazwano wilasnie diagramem Heegaarda. Diagram pozwala na jedno-
znaczne odtworzenie rozmaitosci. Mozna udowodnié, ze kazda rozmaito$¢ trojwymiaro-
wa ma taki diagram. Niestety jednej rozmaito$ci odpowiada nieskonczenie wiele dia-
grammow, co jest powazna przeszkoda, gdy chcemy wykorzysta¢ diagramy Heegaarda
do klasyfikacji rozmaito$ci. Pod wptywem pracy Heegarda Poincaré napisat kolejne
uzupelienia do Analysis Situs wprowadzajac wspotczynniki skrecenia (torsji) i popra-
wiajac swoje twierdzenie o dualno$ci. By¢ moze dzigki krytyce Heegaarda powstaty
kolejne prace Poincarégo z topologii i zostata w koncu sformutowana jego hipoteza.

W podstawowej pracy (por. [7]) Poincaré definiuje pojecie grupy fundamentalnej na-
zywanej pozniej takze grupa podstawowa albo pierwsza grupa homotopii. Wyznacza gru-
py dla podanych przez siebie przyktadow i stawia kilka pytan.

,,Byloby interesujace pozna¢ odpowiedzi na nastgpujace pytania.

1. Czy grupa G zadana przez generatory i relacje moze by¢ grupa fundamentalna n-
wymiarowej rozmaitosci?

2. Jak skonstruowac taka rozmaito$¢?

3. Czy dwie rozmaitosci tego samego wymiaru z ta sama grupa fundamentalng sa
homeomorficzne?

Pytania te wymagaja trudnych studiéw i dtugich badan. Nie bedg tu pisat o tym.”

Z tych rozwazan wynika, ze Poincaré jeszcze nie czut pojgcia grupy fundamentalne;j.
Pytanie trzecie mozna by uznaé za przyszla zapowiedz hipotezy. Dziwnym si¢ moze
wydawa¢, ze Poincaré nie znal odpowiedzi na to pytanie, gdyz pojecie sfery cztero-
wymiarowej i iloczynu kartezjanskiego dwoch sfer $7 nie byly mu obce. Obie roz-
maito$ci maja trywialne grupy fundamentalne. By¢ moze Poincaré mial na mysli przede
wszystkim rozmaitosci trojwymiarowe, spelniajace dodatkowe warunki (a nie np. S°
i R%). Teoria dopiero si¢ rodzita i trudno byto przewidzie¢ wszystkie sytuacje.

Do pojecia grupy fundamentalnej i rozmaito$ci trojwymiarowych Poincaré powraca
w piatym dodatku do Analysis Situs (por.[9]). Przyznaje, ze hipoteza postawiona na
koncu drugiego dodatku jest nieprawdziwa i konstruuje odpowiedni kontrprzyktad. Jest
to stynna sfera homologiczna Poincarégo — rozmaito$¢ o takich samych homologiach jak
standardowa sfera trojwymiarowa lecz nichomeomorficzna z nia. Do konstrukcji Poin-
caré wykorzystuje technike diagraméw Heegaarda i jest to pierwsze tak niebanalne ich
wykorzystanie. Rozmaito$¢ Poincarégo powstaje przez sklejenie dwdoch podwodjnych
torusow wedtug specjalnego diagramu zaproponowanego przez autora (Fig.1). Okazuje
si¢, ze grupa fundamentalna tej rozmaitos$ci jest grupa skonczona rzedu 120, co dowodzi,
ze skonstruowany objekt nie jest homeomorficzny ze sfera trojwymiarowa.
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Fig.1

Konczac rozwazania Poincaré stawia pytanie:, Est-il possible que le groupe
fondamental de V se réduise a la substitution identique, et que pourtant V ne soit pas
simplement connexe?* (Czy moze by¢ tak, ze grupa fundamentalna V redukuje si¢ do
trywialnej a mimo to V nie jest jednospojna?). Tak wyglada stynna hipoteza w sformu-
lowaniu autora. Powtérzmy: tu przez rozmaito$¢ jednospojna Poincaré rozumie sferg
trojwymiarowa. Nie zatrzymuje si¢ jednak nad tym pytaniem dodajac: ,,Mais cette
question nous entrainerait trop loin.* (Lecz to pytanie zaprowadzitoby nas za daleko.).
I wigcej juz do tematu nie powraca.

Przyktadem Poincarégo zainteresowat si¢ wspomniany Poul Heegaard wraz mlod-
szym kolega Maxem Dehnem. Dehn stat si¢ znany, gdy zaraz po ogloszeniu stynnych
probleméw Hilberta podat rozwigzanie trzeciego problemu dotyczacego réwnowaznosci
wielo$cianow przez podzial. Heegaard zaproponowal Dehnowi napisanie wspolnego
artykutu do Encyklopedii Matematycznej (por.[2]). W artykule badana jest migdzy inny-
mi sfera homologiczna. Dehn sformulowal pierwsza propozycje dowodu hipotezy
Poincarégo i przygotowal artykul do Mathematische Annalen. Jednak po rozmowie
z Heinrichem Tietze w 1908 roku na kongresie w Rzymie artykut wycofat uznajac jego
wadliwo$¢é. Tietze jest autorem waznej rozprawy (por. [15]), w ktorej przedstawia
konstrukcjg¢ przestrzeni soczewkowych i przypuszcza, ze wérdd nich sa rozmaitosci
o identycznych grupach fundamentalnych lecz niechomeomorficzne. Kilkanascie lat poz-
niej zostaje to potwierdzone przez Jamesa W. Alexandera dla przestrzeni L(5,1) i L(5,2).

Max Dehn (13.11.1878 — 27.06.1952)  Heinrich Tietze (31.08.1880 —17.02.1964)

Poza Tietzem, Heegardem i Dehnem (por.[1]) do poczatkéw lat dwudziestych pra-
ktycznie nikt nie podejmowat prac nad hipoteza Poincarégo. Prawdopodobnie po raz
pierwszy termin ,,hipoteza Poincarégo” pojawia si¢ w ksiazce Beli Kerékjarto Vorlesung
iiber Topologie z 1923 roku. O znaczeniu hipotezy wspomina Hellmuth Kneser w 1925
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1 1929 roku, Karl Seifert i William Threllfal w ksiazce Lehrbuch der Topologie z 1934
roku. W tymze 1934 roku ukazuje si¢ pierwsza praca z proba dowodu hipotezy Poin-
carégo (por. [17]) . Autor John Henry Constantine Whitehead dostrzegt btad i szybko
przestat do redakcji sprostowanie (por. [18]) . Pomyst dowodu opierat si¢ na fakcie, ze
otwarta trojwymiarowa rozmaito$¢ spojna i Sciagalna jest homeomorficzna z R’
Whitehead zauwazyl jednak, ze ten ,,oczywisty” fakt nie musi by¢ prawdziwy. Jego
przypadek pokazal, ze z hipoteza Poincarégo moga by¢ powazne klopoty oraz, ze jej
rozstrzygnigcie jest bardzo wazne dla zrozumienia natury rozmaitosci trojwymiarowych
oraz dla ich klasyfikacji. Pojawilo si¢ wiele twierdzen z zastrzezeniem ,,przy zatozeniu
hipotezy Poincarégo” (por. [10], [11], [12]).

John Henry Constantine Whitehead (11.11.1904 — 08.05.1960)

Mniej wigcej od polowy lat pigédziesiatych XX wieku rozpoczat si¢ zmasowany atak
na hipotezg Poincarégo. Na rozstrzygnigcie trzeba byto czeka¢ do poczatkow XXI wieku
i prac Perelmana stymulowanych przez program Richarda Hamiltona (por. [4], [6], [12],
[13], [14], [16]). Sam autor nie przypuszczal chyba, ze jego ,,niewinne” zapytanie zrobi
tak ogromna karierg i przez pierwsze trzydziesci lat od postawienia hipotezy nic tego nie
zapowiadalo.
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K ZAKLADOM MODERNEJ SLOVENSKEJ
MATEMATIKY

BELOSLAV RIECAN

Abstract: Slovak mathematics as a scientific discipline can be filed in the second half of
20th century. Its qualitative discontinuity was realized in 50th years in a problematic
social and political situation. Of course, it has a prologue in the 40th years. The first part
of the contribution is dedicated to the ascent, the second part to three factors of the
positive development: best wishes to young people, kindness and cheer to work.

1 Styridsiate roky

Slovenska vzdelanost vobec mala v 20. storo¢i dva medzniky. Prvym bol vznik
Ceskoslovenskej republiky v r. 1918. Podl'a vietkého sme mali vtedy 7 stredoskolskych
profesorov schopnych vyucovat’ po slovensky. Z nich jeden bol matematik — Jur Hronec
(1881-1959). (Koresponduje to so stavom v rimsko-katolickej cirkvi, v ktorej zo 6 bis-
kupov len jeden vedel po slovensky). RieSenim bolo pdsobenie ¢eskych stredoskolskych
profesorov.

V matematike bol druhym medznikom vznik Slovenskej vysokej $koly technickej
(dnesnej Slovenskej technickej univerzity). Bola ustanovena zakonom zroku 1937, na
priprave ktorého sa podielalo celé politické spektrum pod zastitou Milana HodZzu a slo-
venski intelektuali pod predsednictvom Jura Hronca, v tom Case profesora na brnianskej
technike. Pravda, medzinarodna a vnutro$tatna situdcia viedli k tomu, e SVST zadala
posobit’ v Bratislave (namiesto Kosic), a to az v r. 1939.

Ako vyzeralo vyuCovanie matematiky? Vyucovala sa spolo¢ne pre technikov aj
prirodovedcov. Po roénikoch sa striedali dvaja profesori: okrem Jura Hronca este z Brna
dochadzajuci Josef Kaucky (1895-1982) a dvaja asistenti, absolventi Univerzity Karlove;j
Stefan Schwarz (1914—1986) a Anton Huta (1915-2001).

Jur Hronec bol prvym rektorom SVST, ale ¢oskoro sa zacal stranit’ spoloéenského
zivota. Napr. Studentom, ktori ho poziadali o napisanie prispevku do svojho ¢asopisu
odmietol s dodatkom: ,,Pride este Cas, ked’ vam budem pisat*. V odbojovych kruhoch
mal taku autoritu, ze ho obe zlozky ilegalnej Slovenskej narodnej rady (socialistickd i ob-
Cianska) boli ochotné v roku 1944 akceptovat’ za predsedu. Svoju aktivitu v rokoch
1939-1944 zameral na pedagogicku a odbornu ¢innost’. Tak napr. dal si zalezat’ na vytvo-
reni a publikovani prvej slovenskej vysokoSkolskej ucebnice matematiky. Stalo sa tak
v Matici slovenskej pod vedenim jej tajomnika Jana Martaka, ktory sa neskor aktivne
zapojil do Slovenského narodného povstania. (V r. 1945 sa stal Jan Martak spravcom
a Jur Hronec jednym z predsedov Matice.)

Podobnu ulohu hrali v odboji narodohospodari Imrich Karvas a Peter Zatko. Obaja sa

zasluzili o to, Ze slovenské hospodarstvo malo v rokoch 1939—-1944 dobru uroven, ale
obaja boli pre svoju odbojovu ¢innost’ odstideni na smrt’.
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Stefan Schwarz bol prvym slovenskym matematikom, ktory v 2. storoéi prenikol do
sveta. Svojou tedriou polograp. Bol vSak obanom zidovského povodu. Mal sice vy-
nimku, takze mohol ucit’, ale v r. 1944 vsetky vynimky prestali platit’ a Schwarz skoncil
v koncentraku. Prezil, Co bolo §tastim pre slovensku i svetovl vedu.

Inym slovenskym matematikom zakladatel'ského vyznamu bol Tibor Neubrunn
(1929-1990). Ako dieta zidovského povodu mohol absolvovat len 5 tried zakladnej Sko-
ly. Vd’aka statoénym spoluobanom Velkej Hradnej vSak prezil a mohol uplatnit’ svoje
nadanie.

Nositel’ zlatej medaily Vysokej Skoly technickej v Zurichu Jan Fischer zas mohol
kvoli svojmu zidovskému pdvodu vyuCovat’ len na 1. stupni. Len vd’aka zasahu Bystri-
¢anov sa stal profesorom na banskobystrickej obchodnej akadémii. Po vojne pdsobil ako
veduci katedry fyziky na Univerzite Komenského.

Po zavreti ¢eskych vysokych $kél niektori bulharski vysokoskolaci presli Studovat’ do
Bratislavy. V protifasistickom smerovani zohrali pozitivnu ulohu zapojenim sa do Po-
vstania.

Z predoslého vidno, ze obdobie rokov 1939-1945 znamenalo nielen holokaust
a excesy vtedajSieho rezimu, ale aj problémy v matematickej obci. Teda budtci rozvoj
slovenskej matematickej vedy sa udial nie vd’aka, ale napriek vladnucej spolocenskej
a politickej situdcii.

2 Pitdesiate roky

Matematickd veda na Slovensku sa rozvinula najmi pod vplyvom dvoch centier: na
bratislavskej technike pod vedenim Stefana Schwarza a na Univerzite Komenského pod
vedenim Jura Hronca.

Prirodovedecka fakulte sa totiz osamostatnila a odbor matematika sa Studoval
osobitne na Prirodovedeckej fakulte Univerzity Komenského. Asi v stvislosti s medzi-
vojnovym posobenim prof. Hronca v Brne presli do Bratislavy brnianski profesori Jan
Srb (1898-1964) a Mili¢ Syptak (1907—1983). Sprevadzani boli nastupujicou generaciou
asistentov ako boli Milan Kolibiar (1922—1993), Tibor Salat (1923-2005), Michal Gregus
(1926-2002), Valter Seda (1931-2002), &i Tibor Neubrunn (1929—1990). Pravda, kl'u-
¢ovu ulohu v rozvoji vedy a vychovy budicich matematikov na Slovensku zohral Otakar
Boravka (1899-1995).

Okrem toho, ze Bortuvkovo vyucovanie bolo ukazkou laskavého, trpezlivého
a povzbudzujuceho pristupu vo vychove budicich matematikov, a to tak ucitel'ov ako od-
bornikov, s Borivkovym menom je spojenych niekol’ko vedeckych $kol, ktorymi sa Slo-
vensko uplatnilo vo svete.

Tak Boruivka je autorom, a to vo svetovom meradle, prvej vedeckej prace, od ktorej
mozno odvodit’ tedriu grafov a naslednu slovensku skolu tejto tedrie. Boriivka orientoval
mladych asistentov Milana Kolibiara (1922—1993) a Jana Jakubika (nar. 1923) na tedriu
zvéazov, ktora bola v tom case nova a s ktorou sa Slovensko uplatnilo vo svete. Konecne
Bortvka vytvoril v tedrii diferencialnych rovnic osobitny smer, na ktory nadviazali Mi-
chal Gregus, Valter Seda a d’alsi.
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Pokial’ ide o druhé vedecké centrum, ststredené na SVST, uz sme spominali
Schwarzovu teériu pologriup. Okrem toho Schwarz bol neprekonatel'ny pedagdg, o ne-
chalo stopu na vychove tisicov slovenskych inzinierov vSetkych smerov. Urcity obraz
poskytuje legendarna vysokoskolska uéebnica I. Kluvanek, L. Misik, M. Svec, Mate-
matika I, II, ktord sa pouzivala v celom Ceskoslovensku a ktora vznikla na konci
50. rokov.

Co sposobilo pozitivny zlom vo vyvine slovenskej matematiky ako vednej discipliny?
Predovsetkym vznik vedeckych seminarov a naslednych vedeckych §kol. Takymi boli
Schwarzov seminar z tedrie pologrup, Misikov seminar z tedrie miery a integralu, Koli-
biarov seminar z tedrie zvizov, Kotzigov seminar z tedrie grafov, Svecov seminar z dy-
namickych systémov, & Salatov seminar z tedrie realnych funkcii.

Pravdaze, tieto vedecké seminare mali svoje podhubie vo vychove vedeckych pra-
covnikov. A naopak.

Prvym krokom bol vznik Matematickej olympiady, ktort zalozil prof. Hronec, a to
v ¢eskoslovenskom meradle. Nie je bez zaujimavosti, Zze prvym vitazom sa stal Juraj
Bosak (1933-1987), neskdr poprednd osobnost’ v tedrii grafov. S poteSenim mozeme
konstatovat’, ze Slovensko hra v medzinarodnej matematickej olympiade dostojni lohu
dodnes. Iste k tomu prispeli aj Specializované triedy na zakladnych a strednych Skolach.

Druhym krokom je Studentska vedecka a odborna ¢innost’ na vysokych skolach. Aj po
rozdeleni Ceskoslovenska sme zachovali Gesko — slovenské kolo, ktoré tiez vedie k udr-
zaniu Urovne tejto stit'aze na naSich vysokych Skolach. Idedlnou je ucast’ vysokosko-
lakov na vedeckych seminaroch, ¢o zacalo uz v péatdesiatich rokoch.

Pravdaze, tak ako v 40. rokoch aj tu treba upozornit’ na viaceré okolnosti politického
charakteru, ktoré na spominany pozitivny trend posobili negativne. Predovsetkym to bolo
kadrovanie. Studenti i vedecki pracovnici boli hodnoteni aj podl'a toho z akej rodiny po-
chadzaju. Tak samotny Bosdk bol sice vr. 1957 prijaty na Hroncovu katedru, ale
v r. 1959 z nej musel byt prepusteny. Nast’astie v tom roku vznikol pod vedenim Antona
Kotziga (1919-1991) Matematicky ustav SAV, kde sa Bosak mohol uchylit’.

MiloSovi Franekovi dovolili zmaturovat,, ale zabranili mu vstupit’ na vysoku $kolu,
musel najprv do vyroby. Pavla Brunovského, ktory neskor preslavil Slovensko vo sveto-
vom meradle, najprv nepripustili k $tatnici a potom musel cakat” pol roka na diplom.
Najhorsie z nasho roc¢nika (1953—-1958) dopadol Pavol Pavla, ktorého pred ukoncéenim
vysokej Skoly vylucili (dokondil ju az po mnohych rokoch), pretoze odmietol spolu-
pracovat’ so StB.

A potom tu bolo prenasledovanie kvoli nabozenskému presvedCeniu. Tak Igor Klu-
vanek (1931-1991), matematik medzinarodného formatu, mohol az po roku obhajovat’
svoje CSc., aj to len vdaka zasahu Stefana Schwarza. Ladislav Misik (1921-2001) musel
opustit’ vysoku Skolu, nastastie sa mohol uchylit do Matematického ustavu SAV. Prav-
daze, to nie je ni¢ pri porovnani s Vladimirom Juklom (1925-2012), ktory stravil 13 ro-
kov vo vézeni.
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Dnes sa vo verejnosti sem — tam objavi nostalgia za rezimom, v ktorom nebolo
nezamestnanosti. Ale kol’ko bolo takych, ktori sa nemohli uplatnit’ vo svojej profesii, ¢o
bolo na $kodu nielen ich, ale celej spolo¢nosti.

Azda aj z predoslého textu vidno, Ze prudky a aj z dneSného pohl'adu radostny rozvoj
slovenskej matematiky v 50. rokoch sa udial nie vd’aka, ale napriek panujicej spolo-
¢enskej a politickej situacii.

3 Trizdroje a tri sucasti

Slovenska matematika zaznamenala radikalny vzostup v druhej polovici 20. storocia,
¢o malo pozitivne dosledky tak v oblasti vyucovania ako aj v oblasti aplikacii. Videli
sme, ze najvacsi skok urobila slovenska matematika v patdesiatych rokoch. Pravda, za-
¢iatok modernej slovenskej matematiky mi splyva so zaCiatkom 20. storo¢ia. Neda sa mi
obist’ postava Jura Hronca. Najmé preto, ze patril medzi vzdelanych predprevratovych
Slovakov. A takych intelektualov bolo v tom roku 1919 tak malo, Ze sa nielen navzajom
vyhladévali, ale vyhladavali aj mladych, nadanych l'udi a osobitne sa im venovali.
A prave tato vlastnost’ — prajnost’ stala aj v pat'desiatych rokoch pri zakladoch moderne;j
slovenskej matematiky.

Urcitd symbolika je v tom, ze aj zaloZenie ¢eskoslovenskej matematickej olympiady
je spojené s menom prof. Hronca. Casovo tato udalost’ suvisi s prelomom v organizacii
slovenskych vysokoskolskych matematickych pracovisk. Zatial’ ¢o dovtedy sa matema-
tika ako odbor iucitel'sky smer vyuCovala na slovenskej technike, teraz vznikli dve
osobitné katedry, jedna na technike (pod vedenim Schwarza), druha na univerzite (pod
vedenim Hronca).

Hronec posobil medzi vojnami ako profesor matematiky na brnenskej technike. Preto
na bratislavsktl katedru matematiky pozval svojich brnenskych kolegov. Ale azda naj-
vacsi vplyv na vyvin slovenskej matematiky mal z jeho brnenskych priatel'ov prof. Ota-
kar Bortvka. Iste ako medzinarodne uznavany vedec. Ale pdsobil aj spolocensky. Bol
vzorom laskavesti ato bola popri prajnosti v matematickych kruhoch druha najvy-
raznej$ia vlastnost’ veducich matematikov 50. rokov, ktora viedla k terajS§iemu stavu slo-
venskej matematickej vedy. Aj v Bortivkovi bol este kus predprevratového narodovectva.
Spominal ako ho tata priviedol na moravsku hranicu a ukazal mu krajinu, v ktorej ziju
bratia Slovaci, ktorych Zivot je vel'mi tazky.

Matematika na bratislavskej technike mala v pétdesiatych rokoch nadejna uroven.
Predovietkym Stefan Schwarz uZ uznavany vedec a mimoriadne schopny pedagég. Upl-
ne originalne myslienky prinasal Igor Kluvanek, ktosi ich neskor priradil medzi najvy-
znamnej$ie matematické vysledky druhej polovice 20. storo¢ia na svete. A predsa hlavny
smer vo vyvine slovenskej matematiky sa dial na Univerzite Komenského. Preco?

Na Univerzite Komenského bola vychovavand nova generacia slovenskych
matematikov. Svoje vysledky zacala prinaSat’ Matematicka olympiada. A necakané pozi-
tivum priniesla jedna z beznych, undhlenych reforiem: zruSenie gymnazii. V tom case
bola na univerzite zruSena vychova ucitel'ov. Vysledkom bolo do 30 posluchaéov odboru
matematika na Univerzite Komenského. Isteze, neboli to len taki $tudenti akymi boli
Pavol Brunovsky, Milo§ Franek, ¢i Jozef Gruska. Ale vznikla tam fantastickd pracovna
atmosféra umocnend uz spominanou prajnostou a laskavostou. Mozno to znie para-
doxne, ale to bola aj optimalna cesta k dosahovaniu novych vedeckych vysledkov.
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Tato atmosféra koreSpondovala aj s atmosférou na katedre matematiky. Vo vychove
sa vynimoc¢ne vynimal Milan Kolibiar. Na jednej strane na prednaskach dokazal otvorit
svoje vlastné matematické myslenie. Na druhej strane vynimo¢nym spdsobom povzbu-
dzoval svojich studentov. Bol aj veducim nepovinného odborného studentského kruzku,
z ktorého sa prirodzenym spdsobom vyvinul vedecky semindar z teérie zvidzov. V tej istej
dobe vznikli aj d’alSie vedecké seminare, z ktorych vznikli vedecké skoly: tedria grup, dy-
namické systémy, tedria integralu, tedria redlnych funkcii, ¢i tedria grafov. V tej istej do-
be vznikli aj ustavy SAV, v ktorych nasli uto¢isko mnohi nadani vyskumnici. Vznikli aj
matematické centra vo viacerych slovenskych mestach, najma v KosSiciach. Ale kl'ico-
vym bodom bol onen kolibiarovsky svet nezistnosti a prajnosti.

4 Kbvalita versus kvantita

Celymi dejinami nasho ucitel'stva sa tiahne zapas o kvalitu. Nie kvantita, kvalita je
rozhodujuca tak v oblasti vedeckej ako pedagogickej. Pravdaze, v najzretel'nejsej forme
sa poruSenie tejto zasady prejavuje na viacerych vysokych Skolach. Tam sa vyzaduju
¢isla, napr. pocéty publikacii, ¢i citacii, nie ich kvalita. A tak sa na viacerych vysokych
Skolach tvoria skriptd nie kvoli §tudentom, ale kvoli autorovym ¢islam. Do roku 1989
rozhodoval o kazdej vysokoskolskej profesture Ustredny vybor KSC. Ale velké dokto-
raty, teda hodnost’ Doctor scientiarum, boli v rukach vedeckych grémii. Dnes akoby
namiesto Ustredného vyboru rozhodovali pocitace, pred ¢im uz pred 80 rokmi vystrihal
Karel Capek. A tak hodnost DrSc. sme prakticky zlikvidovali, pretoze o nej skor ako
kvalita mimoriadnych vedeckych vysledkov rozhoduju dosiahnuté &isla, zna¢ne pre-
hnané.

Je prirodzené, Ze tito atmosféra sa prenasa aj na zakladné a stredné Skoly. Napr. nad-
hodnotenim vyznamu formalnych testov. Pritom je zname, ze napr. prakticky lekar az
80% informacie pri posudzovani choroby svojho pacienta berie z dialégu s pacientom.
Nie inak je to s ucitel'om.

Jednou z pricin precenovania testov je nedovera k uc¢itelom. Neddveruje sa tak uci-
telovi zakladnej ¢i strednej Skoly ako aj §pickovym vedeckym pracovnikom.
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Bijaganita (Bhaskara II)

Ptevzato z D. E. Smith: History of Mathematics,
Vol. 2, Special Topics of Elemetary Mathematics,
Dover Publications, New York, 1958.
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POCATKY ALGEBRY VE STARE INDII

IRENA SYKOROVA

Abstract: This paper aims to present some of the tasks that medieval Indian algebra dealt
with. Indian scholars were the first who systematically denoted unknown by letters,
introduced abbreviations to express the powers of unknowns and the product of those
powers. The most important results achieved by Indian mathematicians were in the field
of indeterminate equations.

1 Uvod

Hlavnim tématem stfedovéké indické algebry bylo feSeni uloh, které dnes muzeme
vyjadrit jak rovnici s jednou neznamou, tak rovnicemi s vice neznamymi. Indi¢ti uc¢enci
formulovali pravidla pro feSeni linearnich a kvadratickych rovnic i jejich soustav. Zaby-
vali se rovnéz nékterymi rovnicemi vysSich stupiii a zejména neuréitymi rovnicemi.
Indicka algebra zahrnovala i operace se zapornymi Cisly a velmi obratné pocitani s ira-
cionalitami.

vvvvvv

autorem je jeden z nejvyznamngjSich stfedoveékych indickych matematiki Bhaskara II.
(1114-1185). Zeasti se algebrou zabyvaji rovnéz prace Brahma-sphuta-siddhanta, kterou
napsal Brahmagupta (asi 598 az 670), Ganita-sara-samgraha, jejimz autorem je Ma-
havira (asi 800 az 870) a Aryabhatiya, ptevazné astronomicka prace Aryabhaty I. (asi 476
az 550).

2 Terminologie a symbolika

Stati Indové algebie fikali bijaganita, avykta-ganita nebo kuttaka-ganita'. Algebie se
ve staré Indii prikladal vétsi vyznam nez aritmetice. Bhaskara II. povazoval algebru, tj.
védu o pocitani s nezndmymi, za zdroj pro aritmetiku, tj. védu o pocitani se znamymi.
Charakteristickym rysem indické algebry je obecna formulace pravidel a pokusy o di-
kazy, které byly vétSinou geometrické. Bhaskara II. sva tvrzeni nedokazoval systema-
ticky, tyto snahy jsou ojedin€lé a svou formou pfipominaji nékteré dikazy z tecké
matematiky.

Neznama byla nazyvana yavar-tavat (tolik-kolik) a oznaCovana zkratkou ya. Pokud
bylo potfeba pojmenovat vice neznamych, termin yavat-tavat oznacoval prvni z nich
a pro ostatni se uzivaly zpravidla zkratky barev, napiiklad kalaka (Cernd, zkracené ka),
nilaka (modra, ni), pitaka (zluta, pi), lohitaka (Cervena, lo), nebo pismena abecedy

(viz [3]).

Druhd mocnina se nazyvala varga (Ctverec), tfeti mocnina ghana (krychle, téleso).
Vyrazy pro dal§i mocniny byly tvofeny pomoci téchto slov multiplikativnim zptisobem,

" Termin kuttaka pivodng oznaGoval tu &ast algebry, ktera se zabyva feSenim neurditych rovnic prvniho stupng,
ganita byla véda o pocitani.
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tj. varga-varga byla ¢tvrta mocnina, varga-ghana znacilo Sestou mocninu, ghana-ghana
devatou mocninu, ghana-varga-varga byl vyraz pro dvanactou mocninu atd. Mocniny,
jejichz exponent neni nasobkem dvou nebo tfi, se vyjadfovaly pomoci terminu ghata,
ktery oznacoval s¢itani exponentd. Tedy naptiklad patd mocnina byla vyjadiena varga-
ghana-ghata, sedma jako varga-varga-ghana-ghdta. Napiiklad ya va (yavat varga)
znamenalo x*. V piipadé, kdy bylo potieba vyjadfit soudin mocnin vice neznamych,
nasledovala za celym vyrazem jesté zkratka bha (bhavita, tj. sougin), napiiklad x’y’bylo
zapsano jako ya gha ka va bha (yavat ghana kalaka varga bhavita).

Pro dCisla predstavujici koeficienty u nezndmych se pouzivaly ruzné terminy, které
muzeme prelozit jako ¢islo nebo ndsobitel. Absolutni ¢len v rovnici se nazyval ripa, tj.
viditelny.

3 Rovnice

Podstatnou cast stfedoveéké indické algebry predstavovalo feSeni rovnic. Nejprve se
sestavovala rovnice, kterd méla dvé strany. Rovnost byla nékdy vyjadiena zkratkou pha
(phalah, tj. rovny), nékdy vSak nebyl uveden zadny symbol. Strany rovnice se zapisovaly
pod sebe; v prvnim tfadku byla leva strana, ve druhém prava, v kazdém fadku mocniny
neznamych klesaly zleva doprava, odpovidajici ¢leny byly pod sebou, chybéjici cleny
oznaceny nulovym koeficientem. Napftiklad zapis (viz [6]):

AT 3{ 7 .& & o + piepisu yava 2 ya 9 ra o
Yld e T o & ‘)\'C yava o ya o ru 18

znamenal 2x> —9x=18.

Rovnice se rozdélovaly do nékolika trid. Tato klasifikace se u jednotlivych ucenci
mirné li§ila, uvedeme rozdéleni podle Bhaskary II. (viz [2]):

1. rovnice s jednou neznamou:
a) linearni,
b) kvadratické a vysSich stupni;

2. rovnice s vice neznamymi:
a) linearni,
b) kvadratické a vysSich stupnt,
¢) rovnice obsahujici smiSeny souc¢in neznamych.

Pti feSeni linearnich rovnic se nékdy uzivala metoda chybného predpokladu, ktera
pivodné pomahala ptrekonat nedostatek vhodné symboliky, kdy jesté neexistoval symbol
pro neznamou. V pozdégjsich indickych algebraickych dilech se uz tato metoda
nevyskytuje.

Dvé pravidla pro feSeni obecné kvadratické rovnice ax’+bx+c=0 s kladnym
koeficientem u kvadratického ¢lenu (a€ QF; b,c€ Q) uvedl Brahmagupta (viz [2]). Tim
Brahmagupta postup feSeni kvadratické rovnice nazyval odstranéni stiedniho clenu;
patrné proto, ze nezndma v prvni mocniné byla zapsana uprostfed kazdé strany rovnice.
Postup odpovida doplnéni levé strany na ¢tverec a odmocnéni, v souc¢asné symbolice
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a7 5

ac+|—| ——=
oy . s . dac+b* —b 2 2 . .
muzeme pravidla vyjadrit vzorci x = Y, resp. x=——— . Existenci

a a

dvou kofent vsak nijak nezminoval. Se dvéma (kladnymi) koteny kvadratické rovnice
pocital Mahavira a Bhaskara II. (viz [5], [2]). ReSenim rovnic vysSich stupiiti se indicti
ucenci prili§ nezabyvali. Bhaskara II. se pokusil aplikovat pravidlo pro eliminaci
stfedniho ¢lenu i na kubické a bikvadratické rovnice.

Pro feSeni jednoduchych soustav linearnich rovnic o dvou neznamych se pouzivala
metoda sankramana. ReSeni soustavy (a,be Q)

1
xty=a, x=5(a+b),

bylo ve tvaru 1
x—y=b y=_(a=b).

Indi¢ti matematikové neznali obecnou metodu feSeni soustav linearnich rovnic s vice
neznamymi, postup feseni vzdy zavisel na typu soustavy.

U jednoduchych soustav nelinearnich rovnic o dvou neznamych se casto pomoci
znamych identit vyjadtil soucet a rozdil neznamych, a pak se fesilo podle metody sankra-

mana. Napftiklad Brahmagupta vyuzil identitu (x—y)®> = 2(x> + y*)—(x+ y)* pfi feSeni
soustavy
2 2
X’ +y’ =a,

x+y=>.

Nejprve si vyjadiil rozdil x—y = \/2(x2 +y))=(x+y)? =+2a—b , a protoze soudet

neznamych byl znadm, mohl podle metody sankramana vypocitat x = %(b +~2a-b* ),
y =%(b—\/2a—b2) .

Patrné k nejvyznamnéj$im vysledkiim dospéli indi¢ti matematici pfi studiu neurcitych
rovnic. Neurditou linearni rovnici ax+c =by se zabyvali Aryabhata 1., Brahmagupta,

Mahavira i Bhaskara II. (viz [1], [2], [5], [4]). Metodu nazyvali kuttaka a povazovali ji za
dulezitou. Indicky postup pfipomina metodu vyuzivajici fet€zové zlomky (viz [7]).

Dalsich pozoruhodnych vysledkii dosahli stafi Indové pfi feseni tzv. Pellovy rovnice,
tj. rovnice ax” +1=y?, kde a je pfirozené &islo, které neni druhou mocninou. DuleZita
pravidla vedouci k nalezeni nejmensi dvojice prirozenych Cisel (x,y), kterd jsou feSenim
Pellovy rovnice, uvedli pfedevsim Brahmagupta a Bhaskara II. (viz [2], [4], [8])-

Pomérné Casto se v indické matematice vyskytuji i ulohy, které dnes mizeme vyjadrit
tzv. dvojitymi rovnicemi, naptiklad soustava (a,b,c,d€ Q;u,ve N)

ax+b=u’,
cx+d=v2

Bhaskara II. zformuloval dosti slozité pravidlo, jak je mozné vhodnou substituci sou-
stavu prevést na Pellovu rovnici (viz [2]). Rovnéz pocital i n€kolik uloh, které vyza-
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dovaly znalost feSeni dvojité rovnice vysSiho stupné. Zadani i postup feSeni pfipomina
nékteré ulohy Diofantovy. V praci Bijaganita nalezneme nékolik zajimavych ptikladu,
v nichz si autor musel poradit s feSenim soustavy s vice nez dvéma rovnicemi. Byly to
ulohy, kde se hledala vétSinou dvé prirozena Cisla, jejichz soucet, rozdil, soucin apod. byl
druhou nebo tfeti mocninou néjakého prirozeného Cisla.

4 Zavér

Algebraické vypocty od aritmetickych neodliSovalo jen dokazovani, jak tvrdil Bha-
skara II., ale také symbolika. Indi¢ti uCenci jako prvni zacali systematicky oznacovat
neznamé pismeny, zavedli zkratky k vyjadfeni mocniny nezndmych a pro souciny téchto

mocnin. K odli§eni zapornych ¢isel slouzila tecka umisténa nad ¢islem, proto bylo mozno
zapsat rovnici 1 se zapornymi koeficienty, coz vyrazné zjednodusilo klasifikaci rovnic.

Nekteré ulohy a metody jejich feseni pfipominaji Diofantovu Aritmetiku, podstatnym
rozdilem je vSak obor neznamych. Indové az na vyjimky hledali feSeni pouze v oboru
piirozenych ¢isel. Rada algebraickych metod se z Indie $ifila do arabského svéta a zpro-
sttedkovang tak ovlivnila matematiku evropskou.
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CHARLES BABBAGE A JEHO PRINOS
V TEORII FUNKCIONALNICH ROVNIC

PETR SATNY

Abstract: We deal with Babbage's contribution to the theory of functional equations.
After a short profile of Charles Babbage and a general comment on the topic of
functional equations, we describe three Babbage's articles involving his original way
of solutions of some equations. Finally, we introduce Babbage's functional equation with
a specific class of particular solutions.

1 Uvod

Charles Babbage (26. prosince 1791 — 18. fijna 1871) byl anglicky matematik, filozof,
vynalezce a strojni inzenyr, ktery se proslavil jako ,,otec* modernich pocitact diky svému
navrhu Difference engine, pocitacimu stroji, jejz pozdéji vylepsil a pojmenoval Analytical
Engine. 1 ptes bezchybny navrh stroje a vysokou finan¢ni podporu se vsak pocita¢ kvali
technické naro¢nosti nepodatilo zkonstruovat ([1]). Nicméné se Babbagetv vyzkum stal
zdrojem inspirace pro konstrukci novych mechanickych pocitacich stroji. Timto obrov-
skym pfinosem v oblasti vypocetnich stroji se Babbage nesmazatelné zapsal do déjin
védy a zastinil tim své jiné tviirdi aktivity, zejména na poli matematiky', a to sviij vy-
zkum v teorii funkcionalnich rovnic, o kterém nas prispévek pojednava.

Ackoliv funkcionalni rovnice nejsou samostatnym tématem osnov stfedoskolské
matematiky, setkavame se s nimi pfi zavadéni nékterych elementarnich pojmd, jako
naptiklad pfi definovani liché funkce jakozto feSeni funkcionalni rovnice f(—x)=—-f(x).
Rozhodnout, zda funkce s danym piedpisem spliiuje konkrétni funkcionalni rovnici,
mizeme zjistit rutinnim dosazenim, avSak nalézt vSechna jeji feSeni neni zdaleka tak
snadné. Neexistuje totiz obecna metoda, jak se ,,dopocitat™ ke vSem funkcim, které dané
rovnici vyhovuji. Nalezeni postupu, jak ziskat vS§echna nebo alespon nekone¢né mnoho
feSeni (funkci) urcité (prakticky dilezit¢) funkcionalni rovnice (a tim i vSech rovnic,
které lze na ni transformovat), bylo proto casto natolik vyznamnou udalosti, ze tato
rovnice byla pojmenovana po svém fesiteli. Mizeme se tak setkat s funkcionalnimi rov-
nicemi pojmenovanymi naptiklad po Cauchym, Eulerovi, D’Alembertovi a také Babba-
geovi.

2 Charles Babbage a funkcionalni rovnice

Babbagetv piinos pro oblast funkciondlnich rovnic je zaloZen na jeho pfispévcich
do védeckych magazinti v obdobi 1815-1820. Jak sam autor piSe v prvnim ¢lanku [3],
byl presvédéen, Ze nalezl originalni zptsob feseni funkcionalnich rovnic 1. fadu?. Kromé

" O vyzkumu Charlese Babbage v matematice se lze vice dozvédét v publikaci The Mathematical Work of
Chvarles Babbage [2].
2 Radem funkciondlni rovnice Babbage oznaGoval podet slozeni funkce, ktera se v rovnici vyskytuje, napf.

f(x + f(x)) = x je funkcionalni rovnice 2. fadu, f(x + l) = f(f(f(x)) + y) je funkcionalni rovnice 3. fadu.
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toho Babbage zkoumal i feSeni jistych funkcionalnich rovnic vyssich tadi, pro které se
pozdéji vzil nazev Babbageovy funkcionalni rovnice.

2.1 Clanek An essay towards the calculus of functions (1815)

V roce 1815 v ¢lanku [3] z nazvu tohoto oddilu Babbage nejdiive piedlozil motivacni
problémy a zavedl pojmy, které hodlal dale vyuzivat. V dalsi ¢asti ¢lanku pak uvedl 21
feSenych problému (pfikladt funkcionalnich rovnic). Originalni zptsob Babbageova
feseni spocival v konstrukei ,,obecného® Feeni pomoci feseni partikularniho. Jako pii-
klad uved’'me tivodni problém tak, jak jej uvedl a vyiesil Babbage ([3, str. 395]):

Problém 1. Je poZadovino nalezeni obecného 7eSeni Wy funkciondlni rovnice
v (x) =y (a(x)) za predpokladu, Ze zndme jedno partikuldarni FeSent.

Necht f oznacuje jedno konkrétni feSeni zadané rovnice a polozme ¥ =¢go f, kde ¢
je libovolna funkce. Je evidentni, ze takova funkce y spliluje stejnou funkciondlni
rovnici jako funkce f; tj. ze rovnost ¢( f(x)) = @¢(f(a(x))) je identitou, nebot’ plati identita
f(x) = f(a(x)). Je-li naptiklad zadana funkciondalni rovnice y(x) = (—x) a zname-li jeji

partikularni feSeni f(x) = x°, jeji ,,obecné* feseni je tvaru w(x) = ¢(x*).

Nekteré problémy Babbage obohatil i o grafické c
znazornéni vlastnosti konkrétnich funkci, které

odpovidaji zadané funkcionalni rovnici. Naptiklad Z
v Problému  XVII  ([3,str. 415]) se =zabyval
funkcionalni rovnici ¥ (a(x,¥(x))) = x, z niz odvodil — =%

,,obecné* feseni ve tvaru w(x)=¢"'(f(¢(x))), kde f
je partikularni feSeni a ¢ je invertibilni funkce
splijici ¢ (f~'(x)) = (4™ (x).6” (£ (x))). Na obrazku 1 je znézornéna vlastnost funkci
vyfeSené funkciondlni rovnice se specialni funkci . Babbage tuto vlastnost popsal tak,
Ze pti libovolné volbé useCky AB, kde A lezi v pocatku a |AB| = x, se nejprve zkonstruuje
,»had“ bodem B bod C lezici na grafu y, tj. BC=w(x). Bod D je pak prasecikem
soufadnicové osy s kruznici se stfedem A a polomérem |AC|. Kone¢né nad bodem D se
sestroji bod E lezici na grafu . Na funkci w je pak kladen pozadavek, aby platilo

Obrazek 1 ([3, str. 416]).

‘AB‘=‘ED‘. S ohledem na vySe popsanou konstrukci plati ‘AD‘ =‘CA‘ =4/x’ +(l//(x))2

a |ED|=y(AD

), odkud Babbage odvodil pfisluSnou rovnici x= I,V( X+ (l//(x))zj
z Problému XVII, ktera odpovida funkci a(x,y)=+/x> +y°.

V Problému X, resp. XI ([3, str. 411]) se Babbage zabyval feSenim funkcionalni
rovnice > (x)= l//(l//(x)) =x, resp. " (x)=x, kde y"(x)= 1//(1//"" (x)) se dnes obvykle
nazyva n-tou iteraci funkce . Tato konstrukce opakovaného skladani téze funkce nasla
uplatnéni v fadé matematickych modelt a rovnici " (x) = x se tak dostalo pojmenovani
Babbageova. Pro ni autor v clanku [3] pfedlozil stejny zplisob feSeni jako

? Pojmem obecné feseni Babbage oznaGoval tvar piedpisu funkce, z ného lze odvodit nekoneén& mnoho funkei
spliujici danou funkcionalni rovnici (nejedna se tedy o zapis tvaru vSech fesent).
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u funkcionélnich rovnic prvniho fadu, tj. sestaveni ,,obecného* feSeni  z partikularniho
feSeni f a libovolné funkce ¢. Pro funkcionalni rovnici y"(x)=x se zadanym neN
Babbage totiz ukazal, Ze ,,obecnym® feSenim jsou funkce tvaru l//(x) = ¢’1( f (¢(x))).
Snadnym dosazenim se o tomto tvrzeni miizeme piesvéd¢it i my: identita

prx)=(@ " ofog)o(@ofodo.o(@ o fod)(x)=(P o f" o h)(x)=x

n

plati, plati-li identita f"(x)= x.

2.2 Clanek An essay towards the calculus of functions. Part II (1816)

V tomto oddile se budeme vénovat Babbageovu ¢lanku [4] z roku 1816, ktery navazuje
na jeho clanek [3] z predeslého roku. Je v ném uvedeno 42 feSenych problémut (funk-
cionalnich rovnic). Babbage se zde nové zame¢rtil na funkciondlni rovnice s nezndmymi
funkcemi o dvou proménnych a funkcionalni rovnice obsahujici derivace funkci. Stejnym
zpusobem jako v piedeslém clanku nalezl Babbage ,,obecné* feseni funkcionalnich rovnic

7oty v

([4, str. 184]):

Problém 1. Je poZadovdno nalezeni FeSent funkciondlni rovnice l,//(x, y) = l//(a(x), B( y)) .

Polozenim y/(x,y)=¢(f(x), g(y)) a dosazenim tohoto tvaru do zadani dostaneme

#(f(x),8(»)) = (f (@(x)), g(B(y))), coz bude platit, budou-li splnény postatujici podminky
ve tvaru identit f(x)= f(a(x)) a g(y)=g(B(y)). Stadi tedy najit partikularni feseni f a g
dvou (na sob€ nezavislych) rovnic z Problému I ¢lanku [3]. ,,Obecné* feSeni aktudlniho
Problému I pak Ize psat ve tvaru l//(x, y)= ¢( f (x),g(y)). Jako nazomy ptiklad Babbage

uvadi rovnici y(x,y)= 1//[— x,lJ, které odpovidaji rovnice f(x)=f (— x) s partikularnim
y

2
feSenim f(x)=x" a rovnice g(y)= g(lj s partikularnim feSenim g(y)= y L ,»,Obecné*
y y

2
feseni je pak Babbagem zapsano ve tvaru y(x, y) = ¢(x2, Yy IJ, kde ¢ je libovolna funkce.
y

2.3 Prispévek Examples of the Solutions of Functional Equations (1820)

Vysledky hledani nejobecnéjsiho feSeni funkciondlni rovnice w"(x)=x Babbage
publikoval v ptispévku [5] z ndzvu tohoto odstavce. Jak sdm autor v uvodu pise, cilem bylo
zptistupnit ¢tenaiim problematiku funkcionalnich rovnic a jejich feseni a také jim poskytnout
navody, jak tyto rovnice fesit.

Nejdrive se Babbage zabyva funkcionalni rovnici " (x)=x pro hodnoty n=2, n=3
a poté pro obecné n. Ve viech pripadech odvozuje feSeni® ve tvaru w(x)= (¢ o f o 9)(x),
kde ¢ je libovolna funkce majici inverzi a f je partikularni feSeni k ptislusné funkcionalni
rovnici. S odkazem na Hornertiv ¢lanek [6] z roku 1817 Babbage uvadi nekoneéné mnoho

1o vox

* V&dom si skute¢nosti, e neodvodil tvar viech feseni, nepouziva tentokrat Babbage termin ,,obecné feseni
jako v predeslych ¢lancich.
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ArbX e a b e d
dx

partikularnich fesSeni funkcionalni rovnice ¥"(x) =x ve tvaru f(x)=

. . . . 2
jsou libovolné konstanty spliiujici pfi oznafeni K =cos(k7[), kde keZ, podminku
n

vvvvvv

presnéjsi piedstavu o bohatosti mnozin feSeni funkciondlnich rovnic " (x)=x. Dale

v ¢lanku [5] spolu i s vysledky autor uvadi dalSich 83 funkcionélnich rovnic, z nichz nékteré
doplnuje o postup vypoctu feseni.

3 Zavér
Jak jsme uvedli, Charles Babbage hloub¢ji studoval funkciondlni rovnice " (x) =x

pro ,iteracné-periodické” funkce f. Ackoliv nedokdzal nalézt vSechna jejich feSeni,
popsal postup sestaveni nekoneéné mnoha funkci spliujicich tyto a obdobné zadané
rovnice. Svym vyzkumem dal moznost vzniknout otdzkam a vyzvam pro dalsi generace

matematikd, zejména pfi zkoumani riznych modifikaci funkciondlni rovnice f"(x)=x,
kterou dnes po pravu nazyvame Babbageova.
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ZNOVUZROZENI
WEYROVA KANONICKEHO TVARU

MARTINA STEPANOVA

Abstract: In 1885, Eduard Weyr discovered the so-called typical form, which is nowa-
days called the Weyr canonical form. It is permutationally similar to the commonly used
Jordan canonical form of the same matrix and has become much better known in the last
few years and even a monograph dedicated to this topic was published in 2011.

1 Uvod

Pti hledani odpovédi na otazky tykajici se vzniku a vyvoje jednotlivych védeckych
disciplin nalezneme mnoho pfikladti matematickych pojmd, vztahti a vysledkd, které byly
relativné brzy po svém vzniku dale studovany, postupné rozvijeny, zpfesiovany a vyuzi-
vany v jinych oborech. Nékteré pojmy dokonce vstoupily do zakladt samostatnych teorii,
mnohé poznatky se nedlouho po svém zrodu zatadily mezi vSeobecné znama fakta v ce-
losvétové matematické komunité. Jen maloktery pojem byl po svém prvnim zavedeni
v podstaté zapomenut a teprve po dlouhém obdobi, v némz se napln i charakter vyzkumu
ptislusné discipliny radikalné proménily, byl znovuobjeven a je doceniovan az v kontextu
novodobého vyvoje. Pfikladem pojmu, ktery ma za sebou takovyto vyvoj, je tzv. Weyriiv
kanonicky tvar.

2 Zakladni pojmy

Uved'me nékolik definic a vlastnosti, jejichz znalost je pro orientaci v dalSim textu
nezbytna. Pro komplexni étvercovou matici A fadu 7 a jeji s-nasobné vlastni ¢&islo A bu-
deme Weyrovou charakteristikou matice A prislusnou viasmimu ¢islu A rozumét posloup-
nost prirozenych &isel 7(1)= (1, 7, ..., 7)), kde 7=nul (A - AE)' — nul (A - AE)",
i=1,...,t. Pritom E je jednotkova matice pfislusného fadu, nul A znaci nulitu matice A
(. rozdil jejiho fadu a hodnosti) a 7 je nejmensi ptirozené Cislo, pro které

nul(A - AE)<nul(A - AE)*<---<nul(A - AE)' =nul(A - AE)" "' = ..

Lze dokazat, ze 1, > 7, > --- > 1,. Soubor 77(A) Weyrovych charakteristik matice A pii-
slusnych vSem jejim vlastnim ¢islim budeme nazyvat Weyrovou charakteristikou mati-
ce A. Necht’ symbol Ejx;, i > j, zna¢i matici

0 --- 0
E, =0 0
0 0 0
0 0 0
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typu i X j, jejiz prvnich j fadku je tvoreno jednotkovou matici a pfipadné zbyvajici radky
(v po€tu i —j) obsahuji samé nuly, necht’ O je nulova matice a necht’ 7(A) = (11, 172, ..., 1)
je Weyrova charakteristika matice A piislu$na vlastnimu ¢islu A. Potom

ﬂE’h XM EW! X1 o o o
0 j'E‘772><77z E'?zxﬂz o o
0 o JE,, - O
o 0 o - AE

ey

je Weyriiv blok prislusny viastnimu cislu A a blokové diagonalni matice sestavena z Wey-
rovych bloku pfislusnych v§em vlastnim ¢islim matice A je Weyriiv kanonicky tvar mati-
ce A. Ctvercova matice a ji ptislusny Weyriv kanonicky tvar jsou podobné matice.

3 Historie Weyrova kanonického tvaru

3.1 Zavedeni pojmu a jeho nasledné zapomnéni

Uvazovany kanonicky tvar byl poprvé publikovan prazskym matematikem Eduardem
Weyrem (1852—1903) roku 1885 v kratkém clanku Répartition des matrices en espéces et
formation de toutes les espeéces [13]. Do konce osmdesatych let 19. stoleti byl prezento-
vén jesté v nékolika malo pracich téhoz autora.! Tehdy byl uveden v pondkud odlisném
tvaru: skalarni matice AE; byly na diagonalu umistény v opaéném pofadi a matice Ejx
tak musely byt do kanonického tvaru situovany pod, nikoli nad hlavni zobecnénou diago-
nalu. Nazyvan byl terminem ,,typicky tvar matice” nebo jednoduse ,.typickd matice” néle-
zici dané matici. Odezvy se Weyrtuv tvar nedockal. Vzhledem k tehdejsi dobé, kdy pri-
marni oblasti zdjmu matematikii zabyvajicich se poznatky, které jsou dnes fazeny do li-
nearni algebry, byly determinanty, se tomu nelze ptili$§ divit. Ani po rozmachu teorie ma-
tic priblizné ve tricatych letech 20. stoleti se Weyrovy prace na vysluni nedostaly, jejich
autor byl tehdejsi matematickou komunitou vniman predevsim jako geometr. Celosvéto-
vé se zacal pouzivat Jordantiv kanonicky tvar, ktery poprvé zavedl némecky matematik
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815—1897) v ¢lanku Zur Theorie der bilinearen und
quadratischen Formen [12] z roku 1868.

Béhem nasledujiciho stoleti byla v literatuie obCas zminovana Weyrova charakteristi-
ka, vetsi zajem ji byl vénovan az v osmdesatych a devadesatych letech 20. stoleti, kdy
byla studovana jeji souvislost s posloupnostmi zavedenymi terminologii teorie grafi. Do
Sirsitho povédomi se dostala v roce 1999, kdy Helene Shapiro publikovala ve znamém
a Sirokou komunitou ¢teném Casopisu The American Mathematical Monthly ¢lanek The
Weyr characteristic [10]. A pravé v tomto textu byl Weyrtiv kanonicky tvar poprvé uve-
den pod ,,historicky spravnym* terminem.

3.2 Znovuzrozeni pojmu

Vratme se viak do roku 1983. Tehdy publikoval Genrich Ruvimovi¢ Belitskij? rusky
psanou praci, jejiz anglicky nazev je Normal forms in a space of matrices [1]. Publikace

! Bliz3i informace o téchto publikacich v&etng popisu originalni konstrukce kanonického tvaru viz [11].
% Roku 1991 emigroval z Ukrajiny, dnes ptisobi v Izraeli.
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prezentovala algoritmus pro soucasnou transformaci k& komplexnich matic na kanonicky
tvar pomoci téZze podobnosti. Podstatnym pilifem tohoto algoritmu je Weyruv kanonicky
tvar. Belitskij vSak nepouzil tento termin, ale nazev modified Jordan form. S Weyrovou
teorii totiz nebyl obeznamen a k pojmu dospé€l pii hledani tvaru matice, ktery ma jisté
vlastnosti (viz nizZe), jez znamy Jordaniiv kanonicky tvar nema. Jeho algoritmus zaujal
ukrajinského matematika Vladimira Vasil’evi¢e SergejCuka, ktery autorovi doporudil,
aby ¢lanek prepracoval a v detailnéjsi podobé publikoval znovu. Pivodné tfinactistran-
kovou publikaci tak nahradil takika o dvacet stran delsi ¢lanek, ktery vysel roku 2000
v anglictiné pod mirné pozménénym nazvem Normal forms in matrix spaces [2]. Belit-
ského vysledek byl Casto citovan, napt. roku 2013 se tak stalo v druhém vydani znamé
knihy Matrix Analysis [S] Rogera A. Horna a Charlese R. Johnsona:

The Weyr form (in its standard partition) was rediscovered by G. Belitskii, whose mo-
tivation was to find a canonical form for similarity with the property that every matrix
commuting with it is block upper triangular. ([5], str. 215)

nonickym tvarem lze pfechazet pomoci simultannich permutaci fadkt a sloupct. Byl na-
vic zfejmé prvnim, kdo formuloval vétu, kterd urcuje matice komutujici s danym Weyro-
vym tvarem matice majici jediné vlastni ¢islo. Tyto matice jsou, kvtli zminénému poza-
davku, horni (blokove¢) trojuhelnikové a mezi jejich bloky plati jednoduchy vztah:

Necht W je Weyriiv blok 7ddu n prislusny nékterému viastnimu ¢islu, jehoZ prislusnd
Weyrova charakteristika je (11, n, ..., 1), kde t > 2. Necht’

Ay Ay A,
A= Ay Ay A,
A A A

Jje blokova matice 7ddu n, jejiz bloky Ajj jsou typu 1n; x 1, Potom WA = AW prdvé tehdy,
kdyZ A je horni blokové trojiihelnikova matice, pro jejiz bloky plati

A, = Ao rol <i<j<t-1
ij 0 w p — —,]— >

kde na misté * jsou matice o libovolnych prvcich (pro n;= 1.1 nejsou v bloku A;; tyto
matice obsaZeny; analogicky pro 1;= 1+ nejsou v bloku A;; obsaZeny posledni rddky
zacinajici nulami).

Algoritmus rozvinul v roce 2000 jiz zminény Vladimir Sergej¢uk v obsahlém pojed-
nani Canonical matrices for linear matrix problems [9] a aplikoval jej pii feSeni mnoha
problému teorie matic, véetné soucasného pirevedeni dvojice ¢tvercovych matic A a B
tého fadu na kanonické tvary G 'AG a G 'BG. Rovnéz Sergejéuk pracoval s Weyrovym
kanonickym tvarem jiz dfive, aniZ by pro jeho pojmenovani pouzival termin obsahujici
Weyrovo jméno. Nazyval jej reordered Jordan matrix nebo modified Jordan matrix —
druhy ze zminénych termint se vyskytuje napiiklad v praci Littlewood's algorithm and
quaternion matrices [6], na jejimz vzniku se podilel Dennis I. Merino. Teprve v praci
z roku 2000, v niz opakované zdiraznil souvislost tohoto kanonického tvaru s Weyrovou
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charakteristikou, uvedl Weyrovo jméno v jeho nazvu. Divod své terminologie okomen-
toval takto:

The matrix W is named a "Weyr matrix" since (m;1, mp, ..., my) is the Weyr characte-
ristic of W (and of every matrix that is similar to W) for A;. (9, online verze, str. 7)

Vyznamnou roli v Sifeni Weyrova kanonického tvaru mezi soucasnou algebraickou
komunitou hraji Kevin C. O’Meara a Charles Irvin Vinsonhaler.> Weyraiv kanonicky tvar
zavedli roku 2006 v ¢lanku On approximately simultaneously diagonalizable matrices [7]
v souvislosti se studiem tzv. priblizné soucasné diagonalizovatelnosti skupiny matic (viz
dale). V praci jej vSak nazvali H-tvarem, Weyruv blok zdkladni H-matici a Weyrovu cha-
rakteristiku pro urcité vlastni Cislo H-blokovou strukturou. Pismeno ,,H* bylo v uvede-
nych terminech pouzito na pocest psa huskyho, ktery byl roku 1934 studenty zvolen mas-
kotem University of Connecticut a stal se takika jejim synonymem.* Na zmin&né univer-
zit€ v té dob¢ Charles Vinsonhaler pracoval a Kevin O’Meara byl jeho hostem.

Normou [|A|| ¢tvercové komplexni matice autofi ¢lanku rozuméli odmocninu ze souctu
¢tverct absolutnich hodnot vSech prvka matice. Ctvercové matice By, Ba, ... , By fadun
(obecné nad polem) se nazyvaji soucasné diagonalizovatelné, jestlize existuje invertibilni
matice C takova, ze matice C’lBlc, C’IBZC, ey Cc'B.C jsou diagonalni. Komplexni
étvercové matice Ay, Ay, ..., Ay fadu n se nazyvaji priblizné soucasné diagonalizovatelné,
jestlize pro libovolné realné ¢islo € > 0 existuji matice Bj, Ba, ..., By, které jsou soucasné
diagonalizovatelné a plati ||B; —Ajf| < eproi =1, 2, ..., k. JiZ padesat let pred publikova-
nim této prace bylo znamo, ze kazda dvojice komplexnich komutujicich matic fadu n je
priblizné soucasné diagonalizovatelna, O’Meara a Vinsonhaler dokazali (str. 42), Ze pii-
blizné soucasné¢ diagonalizovatelné matice jsou po dvou komutativni. A pro kazdou ko-
nec¢nou mnozinu komutujicich matic je znamo, ze je lze pomoci souc¢asné podobné trans-
formace pfevést na horni trojuhelnikovy tvar. V této problematice se ukazuje vyhoda jed-
né vlastnosti Weyrova kanonického tvaru, kterou Jordantiv tvar nema a diky niz byl Wey-
ruv tvar v ¢lanku, ktery se fadi mezi nejvyrazné€jsi Casopiseckou literaturu vénovanou
Weyrovym vysledkim, zaveden:

Necht A\, Ay, ..., Ax jsou navzdjem komutujici matice 7ddu n nad algebraicky uzavre-
nym polem. Potom existuje invertibilni matice C takovd, e C'A,C je Weyriiv kanonicky
tvar matice A, a soucasné matice CilAZC, C71A3C, e CilAijsou horni trojithelnikové.

Dalsi z praci, kde vystupuje Weyrlv kanonicky tvar, avSak pod jinym nazvem, je pra-
ce The commutator algebra of a nilpotent matrix and an application to the theory of
commutative Artinian algebras [4], kterou roku 2008 publikovali japonsti matematikové
Tadahito Harima a Junzo Watanabe. Pro jeho oznaceni pouzivali termin Jordan second
canonical form. Lze vSak ptfipomenout i jejich starsi pojednani The finite free extension of
Artinian K-algebras with the strong Lefschetz property [3] z roku 2003, v némz vyuzili
pozménény tvar, opé€t nazyvany Jordan second canonical form, ktery ziskame, jestlize
vySe definovany Weyrtiv kanonicky tvaru transponujeme podle vedlejsi diagonaly. I zde

? Jedna se 0 matematiky piisobici predevsim na Novém Zélande a v USA.

4 Pes husky se na pogest Jonathana Trumbulla (1710—1785), amerického revolucionafe z Vdlky za nezdvislost
(1775-1783), jmenuje Jonathan. V univerzitnim kampusu byla roku 1995 umisténa huskyho socha. Pohlazeni
jeho ¢umacku Gidajné pfinasi stésti.
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byl tento kanonicky tvar pouzit kvili nékterym svym vyhodnéjsim vlastnostem v porov-
nani s Jordanovym kanonickym tvarem:

Also we introduce the "Jordan second canonical form" of a nilpotent matrix. This is
essentially the same as the usual Jordan decomposition, but as one will see it is easier to
deal with in the theory of Artinian algebras. ([3], str. 121)

Vyse zminény ¢lanek Helene Shapiro, v némz nazev kanonického tvaru poprvé obsa-
huje jméno prazského matematika, zajistil popularizaci Weyrovy teorie tykajici se kano-
nickych tvarti mezi $ir§i matematickou komunitou. Byl citovan v pomérné zna¢né ¢asti
praci, v nichz se vyskytla Weyrova charakteristika. Weyrtiv kanonicky tvar dlouho jako-
by stal v jejim stinu. Roku 2011 tuto situaci vyrazné zménilo vydani monografie [8] vé-
nované Weyrovu tvaru.

3.3 Monografie plné vénovana Weyrovu kanonickému tvaru

Roku 2011 vysla obsahlejsi kniha (400 stran), ktera ma Weyrtiv kanonicky tvar pfimo
ve svém nazvu: Advanced Topics in Linear Algebra: Weaving Matrix Problems through
the Weyr Form [8]. Pivodné zamysleny nazev monografie, pozménény na navrh recen-
zentl, byl dokonce The Weyr Form: A Useful Alternative to the Jordan Canonical Form.
Jeho autory jsou jiz zminéni Kevin C. O’Meara a Charles 1. Vinsonhaler, ktefi do autor-
ského kolektivu v pritbéhu prace na publikaci pfibrali Johna Clarka. Zajimavosti je, Ze se
vSichni tfi béhem psani knihy nikdy nesesli. Vzajemné se navstévovali po dvojicich na
svych pracovistich ¢i bydlistich na Novém Zéland¢, v Australii a v USA.

Velmi zdatila kniha, ktera si brzy po svém publikovani nalezla ¢tenafe mezi vrchol-
nymi linearnimi algebraiky, je rozdélena do dvou ¢&asti (prvni je vénovana Weyrovu tvaru
a jeho vlastnostem, druha jeho aplikacim), které jsou dale ¢lenény do sedmi kapitol. Roz-
bor stézejnich partii knihy napsané velmi pfijemnym, osobitym stylem by vydal na néko-
lik samostatnych pfispévkl. Alespoil pro zdkladni pfedstavu o jeji naplni uved'me nazvy
vSech kapitol: Background Linear Algebra, The Weyr Form, Centralizers, The Module
Setting, Gerstenhaber’s Theorem, Approximate Simultaneous Diagonalization a Algeb-
raic Varieties. Snad nejlep$im zplsobem, jak knihu v kratkosti pfiblizit a zaroven pred-
stavit jeji ,,atmosféru®, je citovat nasledujici slova z jeji pfedmluvy:

"Old habits die hard." This maxim may help explain why the Weyr form has been al-
most completely overshadowed by its cousin, the Jordan canonical form. Most have never
even heard of the Weyr form, a matrix canonical form discovered by the Czech mathema-
tician Eduard Weyr in 1885. In the 2007 edition of the Handbook of Linear Algebra,
a 1,400-page, authoritative reference on linear algebra matters, there is not a single
mention of the Weyr form (or its associated Weyr characteristic). But this canonical form
is as useful as the Jordan form, ... Our book is in part an attempt to remedy this unfortu-
nate situation of a grossly underutilized mathematical tool, by making the Weyr form
more accessible to those who use linear algebra at its higher level. Of course, that class
includes most mathematicians, and many others as well in the sciences, biosciences, and
engineering. And we hope our book also helps popularize the Weyr form by demonstrat-
ing its topical relevance, to both "pure” and "applied" mathematics. We believe the ap-
plications to be interesting and surprising. ([8], str. xi)
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Z HISTORIE POCETNIC
LUKAS VIZEK

Abstract: In this article we focus on the Czech algebra textbooks for secondary schools,
which were published between 1870 and 1946. We describe the appropriate titles written by
Franjo Moc¢nik, FrantiSek Kneidl, Michael Marhan, Mikula$ Benda, Josef Hor¢icka, Jan Nes-
por, Josef Ulehla, Kamil Buzek, Josef Kriita, Karel Jon, Antonie Maxov4, Josef Vi¢ek and
Vladimir Dubsky. We provide an overview of these books, we compare them with each other
and we mention the typical characteristics of each book.

1. Uvod

V tomto prispévku podavame piehled ceskych pocetnic pro vyssi obecné, resp. méstanské
Skoly z rozmezi let 1870 az 1946. Navazujeme tim na Mikul¢dkovu praci Ndstin déjin vzde-
lavani matematice [12] vénovanou historii vyucovani tomuto predmétu v ¢eskych zemich do
roku 1918. Nejprve jednotlivé pocetnice stru¢né piedstavime, potom je porovname a na kon-
krétni kapitole pfedvedeme zplsob vykladu latky. Zavérem ukazeme jejich typické znaky.

2. Meéstanské skoly

V roce 1869 byly prijetim tzv. velkého fisského zakona ustanoveny obecné skoly, které
nahradily dosavadni trividlni, hlavni a normalni Skoly. D¢lily se na obycejné obecné skoly
a méstanské skoly.! Oba typy poskytovaly vyuku pro déti ve véku 6 az 14 let, tedy v obdobi
jejich povinné $kolni dochazky? a mély osm ro&niki.

Obycejné obecné skoly byly v nejmensich sidlech jednotfidni se spolecnou vyukou zakt
ruzného veku, pii vétsim poctu déti fungovaly jako dvojtiidni, trojtiidni, resp. az osmitfidni
s oddélenymi vSemi rocniky. M¢éstanské skoly byly zfizovany zpravidla ve méstech, byly
striktné osmitiidni, rozdélené na chlapecké a divéi a mély poskytovat vyssi vzdélani nez
obycejné obecné skoly. Existovaly rovnéz jako trileté s vyukou pro 6. az 8. ro¢nik. Tato
forma ,,m&tanek*® (vy3si obecna §kola) byla novelou fisského zakona v roce 1883 ustano-
vena jako jedina a byla platna aZ do pfijeti tzv. zdkona o jednotné skole v roce 1948.*

3. Pocetnice
3.1. Uvodni charakteristika

Podetnice, tedy uéebnice aritmetiky’ pro obecné $koly byly vydavany od 70. let 19. stoleti.
Mohly byt publikovany jakymkoliv vydavatelem nebo téZz nakladem autora, k pouzivani ve

! Vice informaci o tehdejsi vzd&lavaci soustavé viz [10], str. 56—188.

% Povinna 8kolni dochazka byla zavedena velkym fisskym zdkonem. Navazovala na tzv. vieobecnou vzd&lavaci
povinnost déti ve véku 6 az 12 let, jez vzesla z terezianskych reforem $kolstvi z roku 1774.

>V textu budeme pro m&stanské skoly uzivat vzitou ,zkratku* mestanky.

* Vice informaci o $kolské soustavé po roce 1945 uvadi [13], str. 84—85.

3 Matematika byla na m&§tanskych $kolach rozd&lena do predméti arithmetika (pozd&ji pocty spolu s jednodu-
chym ucetnictvim) a mérictvi a rysovdni (tj. geometrie). Jeji ucebni osnovy mély byt ze zdkona stanoveny
zemskymi §kolnimi Gfady. Tuto povinnost vSak splnily jen nékteré z nich, ministerstvo kultu a vyucovani proto
vroce 1874 vydalo osnovy samo. Byly uvedeny spolu s podrobngjsimi informacemi v Celakovsky I. (ed.):
Zdkony a narizeni u vécech obecného a pokracovaciho Skolstvi. Dr. E. Grégr, Praha, 1886.
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vyuce musely byt schvaleny ministerstvem kultu a vyucovani. Byly sepisovany bud’to pro
obecné nebo pro méstanské skoly. Prvni jmenované obsahovaly pouze latku nizsich péti
roénikii.® Jedinou vyjimku z nich piedstavovala Pdtd pocemice pro obecné skoly. Ukoly po-
Cetni pro vy$3i tiidy Franja Mo&nika.”

Pocetnice pro méstanky zpravidla vychazely jako tfidilné seSity urcené pro jednotlivé
ro¢niky, mivaly variantu pro chlapecké a variantu pro div¢i Skoly. V nasledujicim piehledu
jsou chronologicky podle data vydani uvedeny vSechny vyhledané ucCebnice aritmetiky pro
vyssi obecné, resp. méstanské Skoly, jez byly publikovany do konce druhé svétové valky,
resp. do roku 1946.°

3.2. Prehled pocetnic pro vyssi obecné §koly

autor

pocetnice vydavana
Franjo Mocnik (1814—1892) ;

Pdta pocetnice pro obecné Skoly. Ukoly pocetni pro vySsi tiidy. 1870 az 1913
Frantisek Kneidl (1855-1928), Michael Marhan (1851-1928)°

Pocetnice pro mestanské Skoly chlapecké/divci. Sesit prvy/druhy/tieti. 1886 az 1936
Mikulas Benda (1843—1925)"°

Arithmetika pro méstanské Skoly chlapecké/divci. Stupen L/IL/III. 1895 az 1910

® Zmifime alespofi autory a data vydavani jejich po&etnic pro (nisi) obecné Zkoly: Antonin Kunz (1882), Jan
Kozak a Jan Rocek (1899 az 1910), FrantiSek Petrmichl (1904), Alois Lhotsky (1906), Augustin Matolin (1909
az 1951) a Miloslav Disman a kol. (1934 az 1948).

7 Slovinec Franjo Mognik piisobil jako profesor matematiky na technické akademii ve Lvové a na olomoucké
univerzité. Pozdgji pracoval v Lublani a ve Styrském Hradci jako $kolni rada a inspektor. Je znam jako autor
uspésnych a velmi rozsitenych némecky psanych ucebnic matematiky pro obecné a stfedni Skoly. V jednotlivych
zemich monarchie byly pfekladany do narodnich jazykt a vychazely az do roku 1938. Vice o zivoté a dile
F. Mo¢nika viz Macék K.: Franz von Mocnik. U¢itel matematiky 3(1994—1995), ¢. 3, biezen 1995, str. 45—49,
Povsi¢ J.: Bibliografija Franca Mocnika. Slovenska akademija znanosti in umetnosti, Ljubljana, 1966.

8 Prehled byl sepsan na zaklads systematického studia katalogii ¢eskych knihoven. Poznamenejme, Ze nejvice
pocetnic obsahuje fond Pedagogické knihovny J. A. Komenského (Mikulandska 5, Praha 1), Narodni knihovny
Ceské republiky (Klementinum 190, Praha 1) a Moravské zemské knihovny v Brné (Kounicova 65a, Brno).
Voditkem pfi zpracovani soupisu byl seznam Ucebnice zdkladnich $kol uvetejnény v [12], str. 199-202. Vedle
ucebnic matematiky byly k vyuce na obecnych skolach vydavany rovnéz sbirky tloh a metodické piirucky.
Jejich piehled byl zpracovan ve [12], str. 202—208.

° O Kneidlovi se podafilo nalézt pouze strucné slovnikové heslo: reditel Skol v Karliné, komundlni a ndr.
pracovnik. Byv. starosta U. M. . (Komenského slovnik naucny. Svazek VI. Nakladatelstvi a vydavatelstvi
Komenského slovniku nau¢ného, Praha, 1938, str. 293). Ze studia fondu ¢eskych knihoven plyne, Ze vedle po-
Cetnic psal také ucebnice zemépisu pro méstanské Skoly a mistopisné prace vénované historii Karlina (dnes
soucasti Prahy). Michael Marhan pisobil na obecnych $kolach ve Slabcich (10 km jizné od Rakovnika),
Vinaficich (jedna se pravdépodobné o Vinafice u Kladna), v Mélniku a v Karlin¢. Kromé ucebnic aritmetiky
publikoval ve spoluautorstvi s Antoninem MojziSem (1856—1927) a Janem Nagelen (data narozeni a umrti se
nepodatilo dohledat) také sbirky tloh. V&noval se rovnéz redakéni ¢innosti, vedl Zlaté mladi. Casopis obrdzkovy
pro nasi mladeZ, psal povidky a pohadky. Podobné, jako u vétsiny uvedenych autorii, o Marhanové Zivoté a dile
niku naucném (Dil XVI. J. Otto, Praha, 1900, str. 837), a v Komenského slovniku naucném (Svazek VII.
Nakladatelstvi a vydavatelstvi Komenského slovniku nauéného, Praha, 1938, str. 434).

19 Mikulas Benda puisobil na realné $kole ve Vodiianech, na m&stanské skole na Smichové (dnes soucast Prahy)
ana Starém mést€ v Praze. Mimo uvedené pocetnice publikoval i u¢ebnice geometrie pro méstanské skoly.
Zivotopisna data jsou prevzata z Ottova slovniku naucného (Dil IIL. J. Otto, Praha, 1890, str. 729) a z Komen-
ského slovniku naucného (Svazek 1. Nakladatelstvi a vydavatelstvi Komenského slovniku nauéného, Praha,
1937, str. 493).
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Josef Hor¢icka (1870-1939), Jan Nespor (1879-1931)"!

Pocetnice pro méstanské Skoly chlapecké i divci. Dil 1L/IL/IIL 1899 az 1934
Josef Ulehla (1852-1933)"

Pocetnice pro méstanské Skoly chlapecké/divci. Stupen L/IL/III. 1909 az 1930
Kamil Buzek (1874—1950), Josef Kriita (1874—1950)"

Pocetnice pro méstanské skoly chlapecké/divci. Dil L/IL/111. 1913 az 1946
Karel Jon, Antonie Maxova (1889—1954)

Pocetnice pro praZské skoly obcanské. Dil L/IL/II1. 1921 az 1924
Josef VIcek (1889—7)

Pocetnice pro prvni/druhou/tieti tiidu méstanskych Skol. 1932 az 1936
Vladimir Dubsky a kol."*

Pocetnice pro L/IL tridu mestanskych Skol. 1936 az 1939

Pocetnice byly v dalSich svych vydanich mirn€ modifikovany, nemély vSak zasadné
zménénou koncepci zpracovani latky. Jejich varianty pro divéi Skoly byly odvozeny od
chlapeckych. Obsahovaly slovni tlohy vztazené na zenska povolani a nékteré tematické celky
z nich byly vyfazeny.”” Rozd&leni ucebnic pro $koly podle pohlavi se viak postupné
vytratilo."®

'O 7ivoté a dile Jana NeSpora se nepodafilo nalézt 7adné informace. O Josefu Hor&igkovi byla dohledéna pouze
struénd poznamka: cesky pedagog, autor Cetnych déjepisnych a zemépisnych ucebnic, citanek, pocetnic pro
zdkladni Skoly (Komenského slovnik naucny. Svazek V. Nakladatelstvi a vydavatelstvi Komenského slovniku
nau¢ného, Praha, 1938, str. 231). Spolu s J. NeSporem napsal také uéebnice déjepisu a literatury pro méstanské
skoly, metodiky téchto pfedmétll a rovnéz cestopisné pruvodce. Celkové bylo od této autorské dvojice v kata-
lozich ¢eskych knihoven dohledano 32 rtiznych knih.

12 Josef Ulehla vyucoval matematiku a pfirodovédné pfedméty na obecnych a pozd&ji méstanskych skolich na
Moravé, pracoval rovnéZ ve vedeni $kol. Sepsal vice nez 150 publikaci, v nichz se vénoval didaktice a metodice
prirodovédnych obort, historii matematiky, filozofii a ptekladim anglickych reformnich pedagogi. Pro més-
tanské Skoly pfipravil spolu s pocetnicemi i ucebnice pfirodopisu, o kalkulu napsal ucebnici Pocet infinite-
simdlni a o historii matematiky publikoval dvoudilnou monografii Déjiny mathematiky. O Ulehlové Zivot a dile
viz Vizek L.: Josef Ulehla a jeho ucebnice Pocet infinitesimdlni. In Dolezalova J. (ed.): Shornik z 20. semindre
Moderni matematické metody v inZenyrstvi. Ostrava, 2011, str. 125-131, Vizek L.: Josef Ulehla (1852-1933)
a jeho Dejiny mathematiky. In J. Be¢var, M. Be¢varova (eds.): 32. mezindrodni konference Historie matematiky.
Matfyzpress, Praha, 2011, str. 275-284.

'3 Kamil Buzek vyucoval na Eeskych obecnych Skolich, na m&stanské dkole v Nuslich (dnes soudast Prahy)
a pusobil jako ministersky rada na ministerstvu $kolstvi. Kromé& pocetnic napsal spole¢né s Josefem Kriitou
metodickou praci Pocty v obcanském Zivoté. Udaje jsou Eerpany z Ottova slovniku naucného nové doby (Dil L.,
svazek II. J. Otto, spolecnost s r. 0., Praha, 1931, str. 820), a z Komenského slovniku naucného (Svazek II. Na-
kladatelstvi a vydavatelstvi Komenského slovniku nau¢ného, Praha, 1937, str. 218). J. Kruta byl: reditel
méstanskych skol v Praze, cesky pedagogicky spisovatel, od 1922 predseda Risského svazu ucitelii méstanskych
§kol, od 1926 naméstek starosty Ceskoslovenské obce ucitelit (Ottitv slovnik naucny nové doby. Dil 111, svazek
1. J. Otto, spole¢nost s r. 0., Praha, 1935, str. 930-931). Sepsal také Pocetnice pro roc¢ni uc¢ebné kursy na més-
tanskych Skoldch a Mérictvi pro rocni uc¢ebné kursy na méstanskych Skoldch.

4 O Karlu Jonovi, Antonii Maxové, Josefu Vikovi a Vladimiru Dubském nebyly nalezeny Zadné informace.
Data narozeni, resp. umrti A. Maxové a J. VIgka byla prevzata ze Souborného katalogu Ceské republiky (on-line
dostupného z http://www.caslin.cz [cit. 2014—04—-01]).

' Divky mély méné hodin matematiky tydné nez chlapci, studovaly vice ,,praktickych* pfedméti zaméfenych na
zenska povolani.

' Od roku 1919 se mohli chlapci a divky na m&$tanskych skolach vzdélavat spoleéns. Doslo k tzv. koedukaci,
vice informaci viz [11], str. 44.
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U dalsich vydani n€kterych pocetnic dochazelo k drobné zméné nazvu. Nejvyraznéji se
v pojmenovani lisily Bendovy udebnice, jez misto Arithmetika mély v titulu Pocetnice,"”
a Kneidlovy,'® Ulehlovy, resp. Jonovy a Maxové pocetnice, které mély od 20. let 20. stoleti
v nazvu uréeni pro obcanské skoly." Dalsim fenoménem obdobi prvni republiky byly prek-
lady ucebnic do slovenstiny. Této ,,cizojazycné“ mutace se dockaly pocetnice F. Kneidla,
J. Ulehly, K. Buzka a J. Vicka.?"

3.3. Analyza pocetnic

V nasledujicich odstavcich porovname didaktické zpracovani jednotlivych pocetnic. Za
predklada novou matematickou latku. Vhodné na ném nastinime odlisné zpasoby zavedeni
pojmu a rozdilné pfistupy k vysvétlovani tvrzeni.

M. Benda zavedl pomér takto:

Tdzeme-li se, oc jest jedna velicina vetsi nebo mensSi nezli druhd, nazyvdame takové
srovnani pomérem arithmetickym. TdaZeme-li se, kolikrdt jest jedna velicina veétsi neZ druhd,
nazyvdme takové srovndni pomérem mérickym cili krdatce pomérem.

(..)

Otdzku, kolikrdt na pr. 15 vetsi jest neZ 5, rFeSime délenim, jeZ se pouze naznaci. PiSeme
15 : 5 nebo 15/5, a cteme: 15 délenych 5, nebo 15 md se ku 5, anebo 15 ku 5. ([3], str. 81)

Jako jediny predstavil pojem aritmeticky pomér, dale s nim vSak nepracoval. Zbyvajici
autori postupovali po obsahové strance stejn¢. F. Kneidl a M. Marhan navic motivovali
geometrickou tlohou s pfipojenym obrazkem tusecek a se zadanim:

Prirovnej primku a ku primce b, el ([2], str. 91)

V. Dubsky proti ostatnim vice rozpracoval uvod. Navazoval na dosavadni znalosti zaku,
s pomérem pracoval v jednoduchych ulohach jesté pred vysvétlenim pojmu:

Rozmery nasi vlajky nemohou byt libovolné, jejich pomer 2 : 3 je stanoven zdkonem. Vys-
vétlete! Stanovte neznamé rozmery obou mensich vlajek! 2m : 3 m, 18 dm : xdm, xdm : 18 dm.
([9], str. 132.)

"7 Jako Arithmetiky byly zpravidla oznaCovany udebnice pro stfedni §koly. V prostiedi m&stanky viak nebyl
na ,.kupecké poéty*, s nimiz oznaceni pocetnice souvisi.

'8V letech 1909 a7 1925 byly Kneidlovy a Marhanovy po&etnice vydavany pouze pod autorstvim F. Kneidla. Po
jeho smrti je v letech 1934 az 1936 publikoval Josef Martinec (data narozeni ani dal$i zivotopisné udaje se
nepodafilo dohledat) pod nazvy Kneidlova Pocetnice pro prvni/druhou/tieti tiidu méstanskych $kol. Cela série
pocetnic byla velmi uspé$na, vychazela padesat let.

1 Zména nazvu odrazi dobové snahy o prejmenovani m&itanské skoly na ob&anskou skolu, k némuz viak nako-
nec nedoslo. Problematika reformnich snah byla podrobné popsana v [11], str. 45.

2y 19. stoleti na Slovensku m&tanské gkoly existovaly pouze vyjimeéné. Po vzniku Ceskoslovenské republiky
vsak jejich pocet rychle rostl. Preklady ceskych ucebnic vhodné napliiovaly poptavku po studijnich textech. Slo-
venskych autorll nebylo mnoho, nejstar$i ptivodné slovenské Poctovnice pro prvii/druhii/tretiu triedu mestian-
skych $kol vydal v letech 1927 a 1928 Vaclav Hodek.

21V tiloze je uvaZovéna tisetka, resp. jeji délka. Oznadeni pfimka vychazelo z Euklidovych Zdkladii, resp. jejich
ptekladt do Ceského jazyka, v nichz byl timto pojmem v podstaté chapan soucasny pojem usecka. Podrobné&ji
problém analyzuje napt. Be¢varova M.: Eukleidovy Zdklady, jejich vyddni a preklady. Edice D&jiny matematiky,
svazek €. 20, Prometheus, Praha, 2002, str. 136.
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Do dalsich odstavci kapitoly autofi zaradili piiklady na vypocet prvniho a druhého ¢lenu
poméru a jeho udavatele” se zadanymi dvéma z t&chto veli¢in. N&ktefi takovym Gloham
vénovali vice, n€ktefi méné pozornosti, po obsahové strance je v§ak zpracovali témér totozné.

Podivejme se nyni, jakymi zptsoby bylo vysvétlovano tvrzeni, Ze pomér se nezméni,
nasobime-li oba jeho ¢leny stejnym (nenulovym) Cislem. V pocetnicich mizeme nalézt dva
pristupy. V ucebnicich [1] az [5] byli zaci vedeni k objeveni pravidla. Byli vybidnuti k naso-
beni obou ¢lenti néjakého poméru riznymi ¢isly a k porovnavani udavatel pavodniho a nové
obdrzeného poméru. V Ulehlové podetnici byly k nalezeni vlastnosti piivedeni takto (vyse
bylo uvedeno, Ze tvar a ¢elo je v poméru 16 : 5,5):

Smi-li umélec zobraziti cloveka tak, aby jeho tvar byla dlouhd 2 cm, 4 cm, 32 cm, 64 cm,
10 dm? Ucinil-li tvar 2, 3, 4krdt kratsi nebo delSi, jak vysoké bude pak celo, aby tvdr byla
zobrazena pravidelne?

Kdy? se zveétsi nebo zmensi tvdr i celo, co se nesmi zvetSiti ani zmenSiti?

Pomer se nezmeni, kdyZ se stejne zndsobi nebo rozdeli oba jeho cleny. ([5], str. 38)

Jinym zptisobem postupovali autofi pocetnic [6], [8] a [9]. Pravdivost tvrzeni vztahovali
na déleni a na kraceni, resp. rozsitovani zlomki, jez vysvétlili v predchozich kapitolach.
Napt. J. Vicek napsal:

Které poméry se sobé rovnaji? Ponévad? je pomér naznacenym délenim, plati o poméru
taz pravidla jako o deleni nebo zlomku. Proto miiZeme pomér krdtiti (kterak?) a rozsirovati
(kterak?). Pomeér zpravidla vyjadiujeme cisly celymi a nejmensimi. ([8], str. 89)

Pouze v ucebnici K. Jona a A. Maxové je sledované pravidlo uvedeno zcela bez sou-
vislosti a bez naznaceni jeho platnosti:

Aby cleny v poméru nebyly velké, krdti se predni i zadni clen stejnym cislem; tim se uda-
vatel nezmeni. ([7], str. 22)

Dalsi c¢ast kapitoly o poméru je veénovana srovnalosti, tj. rovnosti dvou pomérd
(oznacované téz jako uméra nebo proporce). Zamétime se nyni na dulezité tvrzeni, je-li a : b
= ¢ : d (kde bychom dodali a, b, c, d jsou realna Cisla a b, d rizna od nuly), potom ad = bc.
Vsichni autofi az na K. Jona a A. Maxovou motivovali zaky k objeveni této vlastnosti a vy-
svétlovali nékteré souvislosti. Pristup k problematice mtizeme osvétlit iryvkem z Mocnikovy
pocetnice:

Ve srovnalosti 18 : 6 = 27 : 9 poloZte misto kaZdého predniho clenu soucin jeho zadniho
clenu a vykladatele; 7 jakych cinitelu je sloZen soucin krajnich, a z jakych soucin strednich
clenu?

V kaZdé proporci rovnd se soucin krajnich clenii soucinu strednich clenii. ([1], str. 63)

Na ucebnici K. Buzka a J. Krity mizeme ocenit diiraz na samostatné objeveni vlastnosti
zéaky:
Proved'te podobné pokusy i na ostatnich® iimérdch, které jste sestavili v pr. 3. ([6], str. 22)

Dal3i kapitola pocetnic byla vénovana trojélence. Uzce navazovala na predstavené tvrzeni,
nebot’ na ném zakladala metodu feSeni. Piistup jednotlivych autorti byl srovnatelny, lze jej

22 Udavatel (resp. vykladatel nebo exponent) byl chapan jako vysledek naznateného déleni. Napk. udavatelem
poméru 12 : 4 jsou 3.

# Vybidnuti k ,,pokustim na ostatnich imérach“ nasleduje po dvou ukazkovych piikladech, v nichZ je na kon-
krétni uméte ukazana platnost tvrzeni.
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priblizit pomoci stru¢né citace z Horcickovy a NeSporovy ucebnice:

Viimére x : 21 = 2 : 5 jest vnéj$i ¢len nezndm; z ostatnich tri zndmych clenii lze nezndmy
Clen uzitim véty v C)** vypocitati, nebot' 5 - x =221 ax =2 -21/5. ([4], str. 86)

3.4. Shrnuti

Mocnikova série pocetnic pro obecné skoly je nejstarsi ze vSech uvedenych v tomto
prispévku a byla publikovana nejdéle, celkové témér 70 let. Zminéna Pdtd pocetnice je chara-
kteristicka strohym typografickym provedenim, struénym a pfitom piesnym matematickym
vyjadfovanim a vedenim zakt k samostatnému objevovani. V jednom svazku zpracovava
latku t{ ronikii vy3§i obecné, resp. méstanské skoly. Nékterd témata viak neobsahuje.?

Nejstar$i ptivodni Ceské a dlouhych 50 let vydavané pocetnice pro méstanky sepsali
F. Kneidl a M. Marhan. Na rozdil od F. Moc¢nika zpracovali latku podrobnéji, zahrnuli vice
prikladd na procviceni a text misty akcentovali grafickymi prvky nebo potfebnymi ilus-
tracemi. Dali vzniknout ur¢itému vzoru pro pozdéji vydavané ucebnice. Pocetnice M. Bendy
a autorské dvojice J. HorCicky a J. Nespora byly totiz zpracovany po obsahové i metodické
strance velmi srovnatelné.

Ulehlovy pocetnice vynikaji piivétivym a inspirujicim jazykem, svym vyjadfovanim se
vice priblizuji ditéti. Pfedznamenavaji reformni pedagogické tendence, jeZ u nas vrcholily ve

30. letech 20. stoleti.”® Napfi¢ kapitolami odraZeji autorovo zaujeti pro d&jiny matematiky,
nebot’ obsahuji podné&tné historické tlohy.”’

Za vzor prvorepublikovych pocetnic lze povazovat prace K. Buzka aJ. Kriuty. Vysly
prvn¢ tésné pred prvni svétovou valkou, naposledy byly dotistény v roce 1946. Svym
zpracovanim propojuji jednotlivd matematicka témata, vstiicné se obraceji na zaka a zdiraz-
nuji dalezitost jeho vlastniho objevovani. Metodicky podobné jsou zpracovany VIckovy
a Dubského ucebnice. Obsahuji vSak vétsi mnozstvi obrazki a grafickych prvki. Dulezité
pojmy a tvrzeni jsou v nich vyrazné zaramovany podobné¢ jako v soucasnych ucebnicich.

Ze vsech zminénych pocetnic pon¢kud vystupuji ucebnice K. Jona a A. Maxové. Jako
jediné byly publikovany pouze jednou. Typograficky se podobaji spise textim 2. poloviny 19.
stoleti, platnosti tvrzeni v nich nejsou zpravidla vysvétlovany a déti jimi nejsou pfili§ vedeny
k samostatnému tvoteni a objevovani.

4. Zavér

Tento prispévek je stru¢nou sondou do starSich Ceskych ucebnic aritmetiky pro (dneSnim
jazykem) druhy stupen zakladni Skoly. Chtéli jsme piedevsim podat jejich piehled a popsat
zékladni charakteristiku. Detailnéj$i rozbor téchto knih by vyzadoval S§irsi studii. Zavérem

2 Véta v C) byla formulovana V iiméFe je soucin clenii vnéjsich roven soucinu clenii vnitinich. ([4], str. 86)

2V Moc¢nikové Pdté pocetnici naptiklad neni vysvétlen vypodet druhé a treti odmocniny, jehoZ vyuku osnovy
predepisovaly a jemuz je v ostatnich uéebnicich vénovano mnoho prostoru.

“® Charakteristické rysy tzv. reformni pedagogiky byly respekt k osobnosti ditste, diiraz na umé&leckou a pracovni
vychovu; vyucovani jako prostiedek vychovy nebo skola bez osnov, bez rozvrhu hodin, bez ucebnic apod. Nej-
vyznamnéj$imi predstaviteli tohoto sméru byli Otokar Chlup (1875—1965) a Vaclav Piihoda (1889—-1979).

" Napt. do kapitoly Soustava desetinnd zahrnul JI. Ulehla starovékou tlohu: ,, KaZ poloZiti pSenicné zrmo na pole
Sachové desky, dvé zrna na druhé pole, 4 zrna na treti pole, a tak ddle na kaZdé pole dvakrdt tolik zrn, neZ bylo
na predeslém,* pravil pry jednou moudry muZ v indické zemi hrdému kniZeti, jenZ myslil, Ze vSecko md a vSecko
miiZe. Ukdzalo se, Ze tolik zrn nebylo v Fisi kniZeci, ba nebylo na svété. Sachova deska Jest rozdelena na 64 poli,
a zrn, jich? mudrec poZddal, bylo 18 446 744 073 709 551 615. ([5], str. 6.)
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chceme vyjadiit presvédéeni, Ze studium starych ucebnic mize vhodné podnécovat soucasné
vzdélavani matematice a obohacovat, inspirovat nebo motivovat autory novych pocetnic.
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NOWE IDEE TOPOLOGICZNE W PIERWSZYCH
PRACACH TWORCOW POLSKIEJ SZKOLY
MATEMATYCZNEJ

WIESELAW WOJCIK

Abstract: The aim of the paper is to explain how the new topological ideas shaped the nature
of the Polish School of Mathematics. The limited point of my analyses is the appearance of
the first number of Fundamenta Mathematicae in 1920. 1 show the significance of the first
topological papers of W. Sierpinski, Z. Janiszewski, S. Mazurkiewicz and others.

1 Wprowadzenie

Jeszcze przed odzyskaniem przez Polske niepodlegtosci w 1918, zaczeta ksztattowaé
si¢ polska szkota topologiczna. Topologia stata sig, jak wiadomo, jedna z najwazniej-
szych teorii ksztattujacych charakter tej szkoty. W pierwszej dekadzie XX wieku
topologia nie miata jeszcze ugruntowanej pozycji w matematyce. Czas najwigkszych
odkry¢ 1 konstrukcji byt jeszcze przed nia. I to wlasnie polscy matematycy mieli
znaczacy wklad w te dokonania. Podobna sytuacja miata miejsce w przypadku teorii
mnogosci, teorii funkcji, analizy funkcjonalnej, teorii miary i catki, rachunku prawdo-
podobienstwa, statystyki matematycznej czy logiki matematyczne;j.

W tej pracy ograniczg sig jednak tylko do topologii, wskazujac zarazem, ze stanowita
ona swoista filozofig geometrii (i catej matematyki) ,,obowiazujaca™ w polskiej szkole
matematycznej (przede wszystkim w warszawskiej, z czasem we lwowskiej, w mniej-
szym stopniu w krakowskiej). Analizy zawarte w tej pracy zamykaja si¢ rokiem 1920,
kiedy wychodzi pierwszy numer czasopisma Fundamenta Mathematicae ([11]),
Swiadczacy o istnieniu w Warszawie silnej grupy matematykow skupionych na badaniach
teorio-mnogosciowych i topologicznych. W tym tez roku nastgpuje stabilizacja poli-
tyczna w Polsce, po odparciu ataku wojsk bolszewickich na Warszawg. Do zwycigstwa
w tej bitwie i calej wojnie w niemalym stopniu przyczynili si¢ polscy matematycy
ilogicy (Stefan Mazurkiewicz, Wactaw Sierpinski i Stanistaw Le$niewski zatrudnieni
byli jako eksperci w Biurze Szyfrow Polskiej Armii) — to oni wilasnie ztamali szyfr
,»,Rewolucja* jakim postugiwalo si¢ dowddztwo wojsk bolszewickich. Udowodnili tym
samym skuteczno$¢ matematyki.

Do glownych twoércow polskiej szkoty topologicznej nalezy zaliczy¢ Zygmunta
Janiszewskiego, Waclawa Sierpinskiego i Stefana Mazurkiewicza. Za wspottworcow zrg-
bow tej szkoly mozna jeszcze uznaé jej pierwszych ucznidw: Kazimierza Kuratow-
skiego, Bronistawa Knastera i Stanistawa Saksa.

Pierwsze polskie prace z topologii powstaja w roku 1910 — sg to prace Zygmunta

Janiszewskiego i Stefana Mazurkiewicza, wydane w czasopi$mie francuskim ,,Comptes
Rendus®. Praca Mazurkiewicza, dotyczaca topologicznej charakteryzacji tukow, jest
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uzupetieniem pracy Janiszewskiego — upraszcza dowod Janiszewskiego mowiacy, ze
w kazdym continuum istnieje continuum nieprzywiedlne. Jest to bardzo konkretny przy-
ktad poczatku wspoétpracy naukowej tych dwéch wielkich uczonych.

W tym samym roku Janiszewski pisze do ,,Wiadomosci Matematycznych® artykut
Nowy kierunek w geometrii ([12]), w ktorym wyjasnia potrzebg rozwoju topologii. Juz
tutaj znajduja si¢ zrgby opracowanego przez niego parg¢ lat pozniej programu budowy
polskiej szkoty matematyczne;j.

Kolejne prace topologiczne powstaly juz w okresie Iwowskim w latach 1911-1914.

Pod wptywem probleméw teoriomnogosciowych, jak rowniez zagadnien stawianych
przez Janiszewskiego, rowniez Wactaw Sierpinski podejmuje badania topologiczne. Jego
pierwsze rezultaty topologiczne powstaja w latach 1911-1914, z ktérych szczegdlne zna-
czenie ma praca O krzywej, ktorej kazdy punkt jest punktem rozgatezienia ([50]), gdzie
podaje stynne konstrukcje tzw. krzywej Sierpinskiego (dywanowej i trojkatowej).

W tym czasie powstaje tez kilka kluczowych dla rozwoju topologii prac S. Mazur-
kiewicza. Przede wszystkim w 1913 uzyskuje na Uniwersytecie Lwowskim doktorat pod
kierunkiem Sierpinskiego za prac¢ Przyczynki do teorii mnogosci. Podal tam, migdzy
innymi, definicj¢ wymiaru zgodna z wprowadzona pdzniej przez Mengera i Urysohna).

Zawierucha I wojny §wiatowej sprawia, ze cata trojka matematykoéw opuszcza Lwow
i znajduje zatrudnienie na nowo otwartym w 1915 roku Uniwersytecie Warszawskim.
I kolejnym waznym etapem w rozwoju polskiej szkoty topologicznej jest uruchomienie
od roku akademickiego 1916/17 seminarium z topologii, prowadzone na poczatku przez
samego Mazurkiewicza. Tam tez wychodzi, juz po przedwczesnej $mierci Janisze-
wskiego, pierwszy numer ,,Fundamenta‘. Zawiera on prace wylacznie polskich matema-
tykow, ktore sa poswigcone glownie teorii mnogosci i topologii. Wigkszo$¢ z nich
zawiera przelomowe wyniki. W tomie znajduje si¢ praca Janiszewskiego (z K. Kuratow-
skim, uczniem Janiszewskiego) Sur les continus indécomposables ([11]), 210-222), wiele
prac Sierpinskiego, Mazurkiewicza, kilka prac Kuratowskiego, a rowniez po jednej pracy
H. Steinhausa, S. Banacha. W. Wilkosza i S. Ruziewicza. Przedstawione tam rezultaty
Swiadcza, ze ukazanie si¢ tego tomu bylo przelomem w rozwoju nowych dyscyplin
matematycznych, przede wszystkim topologii i teorii mnogosci. Wida¢ bylo, ze istnieje
juz, w dopiero co odrodzonej Polsce, znaczace srodowisko matematyczne. W ciagu kilku
lat rozwoju matematyka polska stata si¢ trzecim, pod wzgledem rangi naukowej i liczby
nowych wynikow, krajem na $§wiecie.

Przyktadowo w pracy Janiszewskiego i Kuratowskiego Sur les continus indécom-
posables pojawia si¢ kilka warunkoéw charakteryzujacych continua nierozktadalne, w tym
twierdzenie Janiszewskiego stwierdzajace, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym
nierozktadalnosci continuum C jest, aby kazde wtasciwe podcontinuum continuum C byto
continuum zageszczenia. Natomiast Sierpinski, w ramach badan topologicznych ,,conti-
nuéw Peany‘ podatl warunek charakteryzujace takie continua. Pojawiaja si¢ tez warunki
charakteryzujace continua i continua lokalnie spojne. Rowniez Mazurkiewicz przed-
stawia twierdzenia charakteryzacyjne np. dla continuéw nierozktadalnych. Badania roz-
poczgte przez mistrzow kontynuuja uczniowie, w tym B. Knaster (skonstruowat pierwsze
continuum dziedzicznie nierozkladalne), K. Kuratowski, K. Borsuk i inni.
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2 Wydarzenia oraz inicjatywy kluczowe dla powstania polskiej szkoly
topologicznej

2.1 Okres przed wybuchem I wojny Swiatowej

Gdy siggamy do zrodel, z ktorych polska szkota topologiczna wziglta swoj poczatek,
musimy cofna¢ si¢ do dekady poprzedzajacej I wojng $wiatowa. W tym czasie miaty
miejsce wydarzenia, bez ktorych powstanie i rozwoj szkoly bylby niemozliwy.

Przede wszystkim glowni twoércy tej szkoly (Zygmunt Janiszewski, Stefan Mazur-
kiewicz, Waclaw Sierpinski) zdobywali w tym czasie wyksztalcenie w najlepszych
osrodkach matematycznych Europy (gléwnie Getynga, Monachium i Paryz). Czerpali
swa wiedzg od najlepszych matematykow tamtych czasOw oraz zapoznawali si¢ z naj-
nowszymi ideami, teoriami i problemami, ktére czekaty na rozwiazanie. W ramach tych
nowych teorii dokonywali pierwszych odkry¢ i tworzyli §rodowisko badawcze w za-
kresie topologii. Tak Mazurewicz jak i Janiszewski studiowali w Monachium 1 Getyndze.
Tam si¢ spotkali i nawiazali bliska wspotpracg naukowa. Byta ona potem kontynuowana
we Lwowie i Warszawie. Mazurkiewicz, po studiach w Krakowie w latach 1906—-1907,
udaje si¢ do Monachium, gdzie studiuje do roku 1910, a nastgpnie przybywa do Getyngi
— jest tam przez dwa lata az do 1912 i przyjezdza do Lwowa. Tam przytacza si¢ do grupy
Wactawa Sierpinskiego, ktory prowadzi na Uniwersytecie Lwowskim seminarium z teo-
rii mnogosci i jej zastosowan. Pod kierunkiem Sierpinskiego i Puzyny uzyskuje w 1913
doktorat za praceg Przyczynki do teorii mnogosci.

Natomiast Janiszewski najpierw studiuje przez jeden semestr 1907/08 w Zurychu,
a nastgpnie w Getyndze (do wakacji), poczym udaje si¢ na studia do Paryza i po roku
zn6é6w wraca w 1909 do Monachium i Getyngi, by przez kolejny rok akademicki 1910/11
kontynuowa¢ studia w Paryzu. W Niemczech stucha wyktadéw Hilberta, Minkowskiego
i Zermelo, Bernsteina, Rungego, Landaue’a, Toeplitza, Brunna i Burckhardta), natomiast
w Paryzu uczgszcza na wyktady Borela, Hadamarda, Picarda i Goursata i nawiazuje
bliski kontakt z Poincarem i Lebesguem. Pod kierunkiem tego drugiego pisze pracg dok-
torska z topologii (19]). Jak wspomina Steinhaus we Wspomnieniu posmiertnym wygto-
szonym 7 lutego 1920 na posiedzeniu Polskiego Towarzystwa we Lwowie ,,Poincare,
ktory bardzo niechgtnie si¢ udzielal, z Nim, 22-letnim studentem, przeprowadzil dluga
dyskusj¢ o jego tezie topologicznej, a w kilka lat po jego wyjezdzie z Paryza pamigtal Go
jeszcze sposrod thumu, ktéry od tego czasu przeszedt przez wrota Sorbony, H. Lebesgue
i wspominat z glebokim uznaniem Jego odrgbna indywidualnos¢™ ([60]). Nastepnie
wraca do Warszawy i prowadzi na przelomie 1911 i 1912 roku wyklady z topologii
i filozofii matematyki w ramach Towarzystwa Kurséw Naukowych (dziatajace od 1905
w Warszawie, jako namiastka wyzszej polskiej uczelni, kontynuator Uniwersytetu Lata-
jacego dla kobiet, przeksztatconego na poczatku niepodlegtosci w Wolna Wszechnice
Polska). I znoéw przez kilka miesigcy jezdzi po waznych o$rodkach naukowych Europy,
migdzy innymi uczestniczy w 1912 w Kongresie Matematykow w Cambridge, wyjezdza
do Strasburga (semestr letni 2012), Grazu (semestr letni 2013), Marburga, Padwy
i Bolonii (por. [5]). Na Kongresie w referacie Uber die Begriffe , Linie* und ,, Flache*
przedstawit szkic konstrukcji krzywej nie zawierajacej lukow. Bylo to znaczace
wlaczenie si¢ w dyskusj¢ nad ustaleniem $cistej definicji krzywejl. Jeszcze w 1911 roku
(18—22 lipca) uczestniczyl w XI Zjezdzie Przyrodnikow i Lekarzy w Krakowie (obrady

! Petng konstrukeje takiej krzywej przedstawit uczen Janiszewskiego B. Knaster w swojej pracy doktorskiej Un
continua dont tout sous-continu est indécomposable z 1922.
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w sekcji matematycznej), gdzie nawiazuje wspotprace z J. Puzyna i W. Sierpinskim. To
spotkanie owocuje praca w charakterze asystenta w katedrze Puzyny na Uniwersytecie
Lwowskim od roku 1912 (prowadzi zajecia z teorii funkcji analitycznych i rachunku
funkcyjnego) i wlaczeniem si¢ w pracg seminarium Sierpinskiego z teorii mnogosci
(patrz nizej). W 1913 uzyskuje Janiszewski habilitacje z matematyki na Uniwersytecie
Lwowskim, w oparciu o prace O rozcinaniu ptaszczyzny przez kontinua [15]. Za tg praceg
dostaje w 1918 nagrode im. Jakuba Natansona. Praca ta jest kontynuacja badan
topologicznych podstawowych obiektow geometrycznych, a poswigcona jest topologii
plaszczyzny. Wskazuje na kluczowa wlasnos¢ ptaszczyzny (wlasnos¢ Janiszewskiego),
ktora stala si¢ podstawa do podania w 1929 przez Kuratowskiego pigknej topologicznej
charakterystyki sfery dwuwymiarowej [30]. W tym czasie wlacza si¢ w projekt
Stanistawa Michalskiego wydania Poradnika dla Samoukow, zrodzony pod koniec XIX
wieku. Idea Poradnika bylo rozbudzenie wsrdd Polakow zainteresowanie nauka, aby
w ten sposob odrodzi¢ ducha narodowego. Mial to by¢ ,,pozytywistyczny zryw po-
wstanczy®, w ktorym, poprzez mito$¢ wiedzy i osobiste (samodzielne) poszukiwanie
prawdy, Nardd odbuduje samodzielnos¢ kulturows i polityczna. Janiszewski zredagowat
tom poswigcony matematyce, ktory wyszedt w roku 1914 w Warszawie [21]. Byt
autorem znacznej czgsci artykulow, w tym Wstepu ogolnego, Zakonczenia, rozdziatow:
Rownania rézniczkowe zwyczajne, Rownania funkcyjne, réznicowe i catkowe, Roz-
winiecia na szeregi, Topologia, Podstawy geometrii, Logistyka i Zagadnienia filozo-
ficzne matematyki. W Poradniku znajdowaly si¢ tez rozdzialy napisane przez S. Mazur-
kiewicza, W. Sierpinskiego, S. Zarembg i S. Kwietniewskiego.

Kolejng postacia wspottworzaca polska szkole¢ topologiczna byt, urodzony w 1882
w Warszawie, Wactaw Sierpinski. Rowniez w Warszawie uzyskal wyksztalcenie, w tym
studia matematyczne na Cesarskim Uniwersytecie Warszawskim. Tam, pod kierunkiem
matematyka rosyjskiego G. F. Woronoja, rozpoczat badania nad teoria liczb i uzyskat
w 1904 stopien kandydata nauk (odpowiednik doktoratu). Drugi doktorat otrzymal na
Uniwersytecie Jagiellonskim w 1906%. Od 1907 roku datuje si¢ jego zainteresowanie
teoria mnogosci. W celu dokladniejszego jej poznania odbyl kilkumiesigczne studia
w Getyndze (1907/08), a za namowa Jozefa Puzyny przeprowadza na Uniwersytecie
Lwowskim w 1908 przewod habilitacyjny, na podstawie pracy O pewnym zagadnieniu
funkcji asymptotycznych. W tym samym roku rozpoczal wyklady na Uniwersytecie
Lwowskim (od roku 1909 pierwsze na ziemiach polskich z teorii mnogosci). Owocem
badan i prowadzonych wykladow jest wydana w 1912 ksiazka Zarys teorii mnogosci
([58]). W roku 1910 uzyskuje nominacj¢ na stanowisko profesora nadzwyczajnego
i obejmuje funkcje kierownika I katedry matematyki, a od 1911 roku zaczyna prowadzié¢
seminarium z teorii mnogosci i jej zastosowan. Gromadzi ono tak matematykow (Z. Jani-
szewski, S. Mazurkiewicz, S. Ruziewicz, A. Lomnicki, Otto Nikodym) jak i filozofow
ilogikow (K. Ajdukiewicz, T. Czezowski, Z. Zawirski). Efektem pracy grupy Sier-
pinskiego sa dwa doktoraty obronione w 1913: Stanistawa Ruziewicza® i wspomniany juz
Mazurkiewicza oraz habilitacja Janiszewskiego. Spotkania grupy przerywa i ja rozprasza
wybuch wojny Swiatowej w 1914.

2 W tym czasie Warszawa i Krakow nalezaty do innych panstw — odpowiedni Rosji i Austrii — i byt problem
z uznawalno$cia stopni naukowych.

? Praca doktorska O funkcji cigglej, monotonicznej, nie posiadajacej pochodnej w nieprzeliczalnej mnogosci
punktow ukazata si¢ w [47].
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2.2 OKres wojny

Okres 1 wojny $wiatowej nie byl czasem straconym dla budowania polskiej szkoty
matematycznej. W czasie wakacji Sierpinski przebywat w Wiatce na Biatorusi w majatku
rodziny swojej zony. Tam zastal go wybuch wojny. Jako obywatel austriacki zostat przez
wladze rosyjskie internowany. Dzigki wsparciu matematykéw rosyjskich dostaje zgode
na zamieszkanie w Moskwie, gdzie przez trzy lata prowadzil dzialalno$cia naukowa.
Uczgszczal na spotkania Polskiego Kota Naukowego w Moskwie, a kiedy w 1915 zostat
powotany Uniwersytet Warszawski dedukuje mu napisana wowczas prace Analiza. Od
tego pobytu datuje si¢ wieloletnia wspolpraca z matematykami rosyjskimi (tam w tym
czasie rozwija si¢ silna szkota teorii mnogos$ci i topologii prowadzona przez P. S. Ale-
ksandrowa), w tym z D. Jegorowem, B. Mtodziejowskim i N. Luzinem. Wraz z Luzinem
napisali osiem wspélnych prac z deskryptywnej teorii mnogosci, do rozwoju ktorej
whniesli znaczacy wkiad.

Po wyparciu Rosjan z Kroélestwa Polskiego, wtadze niemieckie, chcac pozyska¢ Pola-
koéw do walki z Rosja, zgadzaja si¢ na uruchomienie w 1915 roku Uniwersytetu War-
szawskiego (jako uczelni polskiej)*. Od poczatku zostat zatrudniony w nim S. Mazur-
kiewicz i1 dostal nowo utworzona katedr¢ matematyki. Rozpoczyna z ogromnym im-
petem wyklady, ktére gromadza duza liczbg studentéw. Zajgcia jego byty bardzo dobrze
przygotowane, byl ponadto $wietnym mowca, potrafiacym pobudzi¢ do intensywnej
pracy twoérczej. Od roku akademickiego 1916/17 zaczat prowadzi¢ seminarium naukowe
z topologii, na ktore uczgszczali, migdzy innymi, K. Kuratowski, B. Knaster, S. Saks.

W 1917 (a doktadniej 3 grudnia), z inspiracji Janiszewskiego i Puzyny, zostaje
powotane Towarzystwo Matematyczne we Lwowie. Bylo to pierwsze oficjalne towa-
rzystwo matematyczne powstate na ziemiach polskich, a jego pierwszym prezesem zostat
J. Puzyna. Poza nimi do towarzystwa przystapili H. Steinhaus, Z. Krygowski, A. Lom-
nicki (sekretarz towarzystwa), P. Dziewinski, T. Czezowski (logik). Cala sidédemka
tworzyla grupe zatozycieli. Potem do Towarzystwa przystapili E. Zylinski, S. Ruzie-
wicz, M. Ernst i inni. Od grudnia 1917 do czerwca 1918 czlonkowie dziatali bardzo
intensywnie, wygtaszajac 15 referatow.

W tym czasie, wykorzystujac zamieszanie rewolucyjne, opuszcza Sierpinski Rosj¢
(luty 1918) i, przez Finlandi¢ i Szwecje, przedostaje si¢ do Polski. Wraca do Lwowa,
ktory w tym czasie przezywa kilka miesigcy wzglednego spokoju. W semestrze letnim
roku akademickiego 1917/118 kontynuuje wyktady we Lwowie i wlacza si¢ aktywnie
w dziatalno$¢ naukowa Towarzystwa Matematycznego. Jest jednym z najaktywniejszych
uczestnikow posiedzen, wyglasza kilka waznych referatow, w tym: Najnowsze badania
o funkcjach mierzalnych, O hipotezie continuum, Definicja catki Lebesgue’a bez teorii
miary ([5], 37).

Rozpoczegcie w listopadzie 1918 wojny polsko-ukrainskiej o Lwow 1 w catej Galicji
Wschodniej wstrzymato aktywna dzialalno$¢ Towarzystwa. Wojna ta konczy si¢ w lipcu
1919, jednak rozpoczynaja si¢ dziatania wojenne w ramach wojny polsko-bolszewickiej
1919—-1921. Dzialania wojenne utrudnialy, a przez dtugi okres uniemozliwialy dziatal-
no$¢ akademicka i naukowa. Jesienia 1918 roku Sierpinski opuszcza Lwow i udaje si¢ do

4 Utworzono cztery wydzialy: Prawa, Lekarski, Historyczno-Filozoficzny i Matematyczno-Przyrodniczy. Po
roku dwa ostatnie potaczono w jeden Wydziat Filozoficzny. Dopiero w roku 1927 ponownie utworzono odrgbny
Wydziat Matematyczno-Przyrodniczy.
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Warszawy, gdzie zostaje powotany na kierownika I katedry matematyki Uniwersytetu
Warszawskiego.

Natomiast Janiszewski zaraz na poczatku wojny wstgpuje do Legiondéw Polskich
i walczy az do kryzysu przysiggowego w 1916. Przez pewien czas ukrywa si¢ pod
Radomiem, gdzie, migdzy innymi, organizuje schronisko dla bezdomnych dzieci. Na lata
1917/19 zostal mianowany na asystenta w katedrze Puzyny, jednak juz wiosna 1918
opuszcza Lwow ipodejmuje pracg na Uniwersytecie Warszawskim, wlaczajac si¢
aktywnie w dziatalno$¢ seminarium topologicznego Mazurkiewicza.

W 1916 r. Komitet Kasy im. Mianowskiego podjat inicjatywe¢ majaca na celu bardziej
planowe i efektywne wydawanie srodkow skierowanych na pomoc nauce polskiej. Cho-
dzito o ustalenie planu dzialania dotyczacego wszystkich gléwnych dziedzin nauki po-
przez popieranie istniejacych instytucji naukowych i powolywanie nowych, wpieranie
odpowiednich wydawnictw naukowych i efektywne udzielanie pomocy materialne;j.
W celu zrealizowania tego przedsigwzigcia zwrocono si¢ do najwybitniejszych uczonych
polskich z prosba o przedstawienie swoich spostrzezen i propozycji. Te uwagi miaty si¢
ukaza¢ w pierwszym tomie ,,Nauki Polskiej”. W 1917 Janiszewski otrzymuje propozycje
napisanie artykutu, w ktorym przedstawitby stan i mozliwoséci rozwoju polskiej mate-
matyki. Pisze stynny artykul O potrzebach matematyki w Polsce, ktory stal si¢ mani-
festem tworzacej si¢ polskiej szkoty matematycznej. Przedstawil w nim postulat stwo-
rzenia w Polsce silnego os$rodka tworczej pracy matematycznej, skoncentrowanego na
jednej galezi matematyki i powolanie czasopisma naukowego, publikujacego prace
(gtéwnie matematykow polskich) z tej wybranej gatezi. Janiszewski proponuje skoncen-
trowac¢ badania na teorii mnogosci, topologii i dyscyplinach pokrewnych. Celem jest nie
tylko koncentracja matematykéw na jednej dyscyplinie matematycznej, lecz koncentracji
matematykow, stworzenia centréw autentycznej tworczosci (spotkan, dyskusji), w ktorej
panuja wlasciwe warunki pracy i klimat. Planowany tom ,,Nauki Polskiej* z manifestem
Janiszewskiego wychodzi w 1918 roku, u progu niepodlegtosci [14].

2.3 Lata 1918-1920

Koniec roku 1918 jest czasem odzyskania przez Polsk¢ niepodlegtosci, jest rowniez
czasem powolania Sierpinskiego na katedr¢ w UW, gdzie pracowat juz Mazurkiewicz (od
roku 1915) i Janiszewski (od wiosbu 1918). Trzech matematykow skupionych w jednym
miejscu i pracujacych nad tymi samymi zagadnieniami moglo zrealizowa¢ program
Janiszewskiego 1 powotaé specjalistyczne czasopismo. Wydanie pierwszego numeru
Fundamenta Mathematicae byto przetomem w historii teorii mnogosci i topologii, mimo
ze autorami byli wylacznie matematycy polscy (Sierpinski, Mazurkiewicz, Janiszewski,
Banach, Steinhaus, Ruziewicz, Wilkosz). Janiszewski, redaktor naczelny Fundamenta,
umiera na poczatku roku, nie doczekawszy si¢ wydania tomu. Do sukcesu polskiej szkoty
matematycznej przyczynit si¢ wazny rys osobowosci Janiszewskiego. Byl cztowiekiem
wrazliwym na kwestie spoteczne, narodowe, na drugiego cztowieka. Traktowal prace
naukowa jako misj¢ spoteczna i narodowa. Juz swoja pracg doktorska dedykuje Markowi
Sangnierowi, przywodcy chrzescijanskiej demokracji we Francji, tworcy ugrupowania
»Silon®“, z ktorym nawiazal bliska wspolpracg podczas studiow we Francji; gromadzi
wokot siebie studentow i wspotpracownikow, zaktada i utrzymuje przytutek dla dzieci,
przeznacza swoéj majatek na ksztalcenie uzdolnionych jednostek, aswoje ciato
przeznacza po $mierci na badania naukowe.
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Mozna wymieni¢ kilka wydarzen kluczowych dla powstania polskiej szkotly
topologicznej: studia zagraniczne w najlepszych osrodkach matematycznych, zorga-
nizowanie i prowadzenie seminariow naukowych z teorii mnogosci i topologii oraz
wydawanie specjalistycznego czasopisma. Duze znaczenie mial tez projekt naukowy
Janiszewskiego, w ktorym szczeg6lna range przypisywal on nowym teoriom matema-
tycznym (teorii mnogosci, topologii, teorii funkcji, logice matematycznej) i przewidywat
ich ogromna rol¢ w rozwigzywaniu problemow matematycznych, rowniez w innych
obszarach matematyki. Projekt ten byl oparty ponadto na nowej hierarchii i strukturze
dyscyplin matematyki zwiazanej z pojawieniem si¢ nowych dyscyplin naukowych.
Najwazniejsza w calej strukturze byta teoria mnogosci, a jako jej zastosowania pojawiaty
si¢: topologia, geometrie niearchimedesowe oraz badanie podstaw arytmetyki. Sama
topologia byla $cisle sprz¢zona z badaniem podstaw geometrii i, poprzez te badania,
z geometrig euklidesowa, syntetyczna, rozniczkowa, analityczna i geometriami nieeukli-
desowymi. Badania topologiczne daja podstawe oraz impuls do rozwoju teorii powierz-
chni algebraicznych, funkcji algebraicznych, eliptycznych, analitycznych, catek i funkcji
Abela, dalej prowadza do réwnan rozniczkowych, szeregow (w tym szeregdw Fouriera)
i innych dziatdw matematyki. Bezposrednie zastosowania topologii obejmuja w tym pro-
jekcie ogromna czg$¢ matematyki, w sposob posredni topologia obecna jest w calej
matematyce. Ten projekt Janiszewski konsekwentnie realizowat i innych ,,wciagal do
badan w tym zakresie.

Ten projekt zostal przez niego sformutowany w szeregu prac, poczynajac od pracy
Nowy kierunek w geometrii ([12]), poprzez wyklad habilitacyjny O realizmie i idealizmie
w matematyce, artykuty w Poradniku dla samoukéw i w koncu w manifescie polskiej
szkoty matematycznej O potrzebach matematyki w Polsce. Projekt ten, poprzez budowa-
nie bliskiej wspodlpracy migdzy matematykami polskimi (wspolne tematy, wspolne
autorstvo prac, wzajemna naukowa, i nie tylko naukowa pomoc) koncentracje na
nowych teoriach, dazyt do samodzielnosci naukowej polskiej matematyki.

3 Pierwsze polskie prace z topologii i ich charakterystyka

31 Prace topologiczne do roku 1920

W roku 1910 wychodza dwie prace Janiszewskiego Contribution a la géometrié des
courbes planes générales [9], Sur la géométrie des lignes cantoriennes [17] oraz jedna
Mazurkiewicza Sur la théorie des ensambles [38] — wszystkie w Comptes Rendus w Pa-
ryzu. Rok 1911 jest czasem ukazania si¢ przetomowej pracy doktorskiej Janiszewskiego
Sur les continus irréductibles entre deux points [19]. W tym tez roku swoja pierwsza
pracg z topologii (jako zastosowanie teorii mnogosci) drukuje Sierpinski — O pewnym
twierdzeniu z teoryi mnogosci i jego zastosowaniach do analizy funkcyj nieciqgtych [51].
W roku 1912 wychodza dwie prace Janiszewskiego — Uber die Begriffe ,,Linie* und
, Flach* [20] oraz Démonstration d’une propriété des continus irréductibles entre deux
points [10] 1 jedna Sierpinskiego O krzywych wypetniajqcych kwadrat [51]. W kolejnym
roku mamy pracg habilitacyjna Janiszewskiego prace O rozcinaniu ptaszczyzny przez
continua [15] 1 cztery prace Mazurkiewicza — Przyczynki do teorii mnogosci (praca
doktorska), Contribution a la théorie des ensembles [32] oraz O arytmetyzacji kontinuéw
w dwoch czesciach ([33] 1 [34]).

W oparciu o swoja pracg doktorska drukuje Mazurkiewicz w 1915 roku pracg O punk-

tach wielokrotnych krzywych wypetniajqcych obszar ptaski [36], a rok pdzniej O pewnej
klasyfikacji punktow lezqcych na kontinuach dowolnych [35]. Natomiast Sierpinski
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wydaje dwie prace — O krzywej, ktorej kazdy punkt jest pnktem rozgatezienia [50] oraz
Kontynuum liniowe jako mnogos¢ abstrakcyjna [49]. W roku 1918 zostaje wydana praca
Mazurkiewicza Teoria zbioréw G4;[39], w oparciu o ktora uzyskuje rok pdzniej, na
Uniwersytecie Warszawskim, habilitacje.

W tym okresie matematycy ci wydali jeszcze kilkanascie innych prac, jednak juz
mniejszej rangi lub bedacymi przygotowaniem do tego, co wydarzylo si¢ w roku 1920 —
wydanie pierwszego tomu Fundamenta Mathematicae. Zgromadzone tam prace
topologiczne (byto tez kilka prac z teorii mnogosci, teorii miary i teorii funkcji) byty
istna erupcja tworcza. Najwigcej prac napisat Sierpinski: Démonstration d'un théoreme
de M. Baire sur les fonctions représentables analytiqguement ([11], 159-165), Une
démonstration du théoréme sur la structure des ensembles de points ([11], 1-6), Sur les
suites transfinies convergentes de fonctions de Baire ([11], 132—141), Sur un ensemble
ponctiforme connexe ([11], 1-70), Sur une condition pour qu'un continu soit une courbe
Jjordanienne ([11], 44—60), Sur une propriété topologique des ensembles dénombrables
denses en soi ([11], 11-16). A oto prace Mazurkiewcza: Un théoreme sur les continus
indécomposables ([11], 35-39), Sur un ensemble G; ponctiforme qui n'est homéomorphe

a aucun ensemble linéaire ([11], 61-81) , Sur les lignes de Jordan ([11], 166-209),
Contribution a la topologie des ensembles dénombrables (wspoélna z Sierpinskim) ([11],
17-27), Janiszewskiego (wspdlna z Kuratowskim) — Sur les continus indécomposables
([11], 210-222) i Kuratowskiego — Une définition topologique de la ligne de Jordan
([11], 40-43).

Wszystkie te prace niosty nowe wyniki i rozwiazania wczesniejszych problemow.
W kolejnym paragrafie przeanalizujemy najwazniejsze z nich.

3.2 Najwazniejsze wyniki

Pierwsze prace Janiszewskiego podjelty badanie dotyczace podstaw geometrii i ana-
lizy. Byly nawigzaniem to prac G. Cantora, C. Jordana, A. Schoenfliesa, L. E. J. Brou-
wera i innych tworcow topologii. Sformutowane przez tych matematykéw twierdzenia
i wlasno$ci domagaly si¢ badan nad doprecyzowaniem wystepujacych w nich pojgc.
Jedno z pierwszych twierdzen topologicznych — twierdzenie Jordana — modwiace, ze
kazda krzywa zamknigta na plaszczyznie dzieli t¢ plaszczyzng na dwa obszary i jest ich
wspolnym brzegiem, otworzylo ogromny obszar badan nad zdefiniowaniem krzywej,
obszaru, brzegu jako podstawowych poj¢é topologicznych. Definicja krzywej (Jordana)
jako ciaglego obrazu odcinka prowadzita do wielu paradokséw (konstrukcje Peano
krzywych wypehiajacych kwadrat), a zdawaloby si¢ proste i oczywiste ,,twierdzenie*
Schoenfliesa, ze krzywa na plaszczyznie moze by¢ wspdlnym brzegiem tylko dwoéch
obszarow, okazalo si¢ falszywe. Pojawialy si¢ konstrukcje krzywych (L. E. J. Brouwer,
K. Yoneyama), ktére byly wspolnym brzegiem trzech obszaréow (i wigkszej liczby).
Okazato sig, ze te krzywe posiadaja ,,paradoksalna® wlasnos¢ nierozktadalnosci (nie
mozna ich roztozy¢ na sume¢ dwoch podcontinuow wiasciwych). To skierowalo badania
do poje¢ spojnosci i zwartosci, niezbednych do uchwycenia podstawowych bytow geo-
metrycznych, w tym continuum (jako zbioru spdjnego i zwartego).

W ramach tych badan, L. Zoretti wprowadzit w 1909 pojecie ,,continuum nieprzy-
wiedlnego® (kontinuum jest nieprzywiedlne migdzy dwoma punktami, jesli jest mini-
malnym kontinuum, zawierajacym te punkty). Continua nieprzywiedlne okazaly sig
bardzo przydatne przy badaniu pojgcia linii, szczegdlnie do podania jej charakterystyki
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topologicznej. Janiszewski w swojej pracy doktorskiej udowodnit, ze kazde continuum,
ktore jest nieprzywiedlne migdzy dwoma punktami i nie zawiera podcontinuum zaggsz-
czenia, jest tukiem (czyli homeomorficznym obrazem odcinka). Te badania byly
kontynuowane w polskiej szkole topologicznej. K. Kuratowski udowodnit w pracach
Théorie des continus irréductibles entre deux points I [28] oraz Théorie des continus
irréductibles entre deux points II [29] wiele niespodziewanych wlasno$ci continuéw
nieprzywiedlnych m. in. twierdzenia o rozkladzie continuum nieprzywiedlnego na
warstwy fundamentalne (sa to podcontinua maksymalne danego continuum X ze wzgledu
na inkluzj¢ zbioréw, w rodzinie tych podcontinudéw X, ktére sa przeliczalnymi sumami
nietrywialnych continuéw nierozkladalnych). Kuratowski dowodzit dla continuum X
nieprzywiedlnego migdzy punktami a i b, ze wszystkie continua w X zawierajace a,
bedace dotknigciami swoich wnetrz, sa uporzadkowane liniowo ze wzgledu na inkluzje.
Dalej Kuratowski pokazywal, ze z ta rodzina continuéw mozna zwiazaé pewne ciagle
przeksztalcenie z X na odcinek, ktérego warstwy sa warstwami fundamentalnymi X.
W oparciu o te wyniki Kuratowskiemu wraz z Knasterem udalo si¢ znacznie wzmocnic¢
wyniki H. Hahna, L. Vietorisa i W. A. Wilsona o liniowych rozkladach continuéw
nieprzywiedlnych. Udowodnili, ze dla continuum X nieprzywiedlnego migdzy dwoma
punktami, przestrzenia rozkladu potciaglego gornie X na warstwy fundamentalne jest
albo odcinek albo punkt.

Kolejnym istotnym wynikiem pracy doktorskiej Janiszewskiego jest konstrukcja
continuum nierozktadalnego. Byta ona istotnym uproszczeniem konstrukcji Brouwera
zpracy Zur Analysis Situs z 1909 [2]. Praca Brouwera jest analiza trzech prac
Schoenfliesa z lat 1903—1906 badajacych podstawy topologii ptaszczyzny. Schoenflies
probuje scharakteryzowaé krzywe plaskie jako brzegi obszarow, odwolujac si¢ do
twierdzenia Jordana o krzywych zwyktych zamknigtych (dzieli ona ptaszczyzng na dwa
obszary i jest ich wspdélnym brzegiem). Brouwer pokazal falszywos$¢ twierzden
Schoenfliesa m.in. o mozliwosci rozktadu krzywej zwyktej zamknigtej na dwa tuki,
bedace wilasciwymi podzbiorami tej krzywej. Zrobit to poprzez konstrukcje krzywej
bedacej kontrprzykladem do badanych ,twierdzen“ ([2], 434 i dalej). Janiszewski
podejmujac te analizy zauwazyt ponadto ciekawa wlasno$¢ skonstruowanego przez siebie
continuum: pokazal, ze istnieja w nim trzy takie punkty, ze continuum to jest
nieprzywiedlne migdzy kazda utworzona znich para. W pracy ([11], 110-122),
udowodnit (wraz K. Kuratowskim) cala seri¢ warunkéw charakteryzujacych continua
nierozktadalne, w tym twierdzenie Janiszewskiego, ktore stwierdza, ze warunkiem
koniecznym i wystarczajacym nierozktadalnosci continuum jest, aby kazde wtasciwe jego
podcontinuum byto continuum zageszczenia.

Natomiast w rozprawie habilitacyjnej z 1913 r. O rozcinaniu plaszczyzny przez
continuua ([15], 55) formutuje wazng wlasno$¢ (nazywana wiasnoscia Janiszewskiego)
i pokazuje, ze ma ja plaszczyzna: przestrzen ma wilasno$¢ Janiszewskiego, jesli suma
dwoch dowolnych continuéw, ktorych przekrdj nie jest spojny, rozcina tg przestrzen.

Parg lat pdzniej Kuratowski, w oparciu o to twierdzenie, podat prosta charakterystyke
sfery dwuwymiarowej: S*: continuum peanowskie X jest homeomorficzne z S* wtedy
i tylko wtedy, gdy zaden punkt nie rozcina X oraz kazde continuum niejednosprzegte’
w X rozcina X [230]. Dla sfer wyzszego wymiaru udowodnienie topologicznych
warunkow charakteryzujacych okazalo si¢ bardzo trudne. Najbardziej znana byla tzw.

* Continuum jest jednosprzegte, jesli przekroj dwoch dowolnych podcontinuéw, dajacych w sumie cale to con-
tinuum, jest spojne.
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Hipoteza Poincarego (dla sfery trojwymiarowej), ktora stwiedzata, ze kazda rozmaito$¢
spojna, zwarta, bez brzegu oraz jednosp6jna® jest homeomorficzna ze sfera. Dopiero sto
lat poézniej zostala udowodniona przez G. Perelmana (twierdzenie Poincarego-
Perelmana).

Kolejnym kluczowym wynikiem z pracy doktorskiej jest ,,lemat Janiszewskiego®,
jako wazne narzgdzie dowodzenia moéwiace, ze je§li U jest podzbiorem otwartym
pewnego continuum, to dowolna sktadowa (maksymalny zbidr spdjny) zbioru U ma
punkty wspdlne z brzegiem zbioru U ([19], 46).

Roéwniez w istotny sposob rozwijal pomysty mistrza Bronistaw Knaster, uczen
Janiszewskiego. W swojej pracy doktorskiej Un continua dont tout sous-continu est indé-
composable [22] konstruuje continuum dziedzicznie nierozktadalne (continuum dzie-
dzicznie nirozkladalne czyli pseudotuk jest to takie continuum, ze kazde jego
podcontinuum ma wiasno$¢ nierozkladalnosci), jako doprecyzowanie idei przedstawione;j
przez Janiszewskiego na Kongresie w Cambridge w 1912. Byla to pierwsza tego typu
konstrukcja i pozwalata, migdzy innymi, odpowiedzie¢ na pytanie postawione przez
Knastera i Kuratorskiego w 1920 ([11],. 223) oraz pytanie sformutowane przez
Mazurkiewicza w 1921 ([38], 286). Byly to pytania o topologiczna charakteryzacje
krzywej zwyklej zamknigtej (homeomorficzny obraz okrggu) oraz tuku. Brzmialy one
nastepujaco: 1. czy kazde jednorodne lezace na plaszczyznie continuum musi by¢ krzywa
zwykla zamknigta? (przestrzen jest jednorodna, jesli dla dowolnych dwoch punktow x iy
istnieje homeomorfizm f tej przestrzeni taki, ze f (x) = y); 2. czy kazde ptaskie continuum
o tej wlasnosci, ze jest homeomorficzne z dowolnym swoim niezdegenerowanym
(niejednopunktowym) podcontinuum, musi by¢ tukiem? Skonstruowany pseudotuk dawat
negatywne odpowiedzi na oba pytanie. Posiadat zarazem wlasnos$ci tuku jak i krzywej
zwyktej zamknigtej. Byt tym samym szczegolnie paradoksalny.

Najwazniejsze wyniki Sierpinskiego w zakresie topologii, w analizowanym okresie,
dotycza ,,continuow Peano (czyli ciaglych obrazéw odcinka, s to continua lokalnie
spojne). Podat on warunek charakteryzujace takie continua ([11], 44—60). Podat rowniez
nowa konstrukcje krzywej Peano (a wigc krzywej ,,wypehiajacej” kwadrat, ktora
powstaje jako ciagly obraz odcinka na kwadrat). Duze znaczenie w topologii maja
twierdzenia Sierpinskiego charakteryzujace continua i continua lokalnie spojne. Jedno
z nich méwi o tym, ze niemozliwe jest otrzymanie continuum jako sumy przeliczalnie
wielu zbioréw domknigtych rozlacznych [55]. Natomiast kolejne stwierdza, ze jesli
continuum metryczne jest lokalnie spojne, to dla kazdego € > 0 istnieje pokrycie
skonczone tego continuum zlozone ze zbiorow spdjnych o srednicy nieprzekraczajacej €.
([11], 44-60).

Stynne, i majace znaczenie nie tylko w topologii, sa skonstruowane juz w 1915 przez
Sierpinskiego krzywe, zwane krzywymi Sierpinskiego [54]: krzywa dywanowa
(konstrukcje¢ krzywej dywanowej pokazat Sierpinskiemu juz wczesniej S. Mazurkiewicz)
i trojkatowa. Krzywa dywanowa Sierpinskiego powstaje jako proces sukcesywnego
wyjmowania z ustalonego kwadratu K wngtrza kwadratu $rodkowego (po podziale
kwadratu K na dziewig¢ kwadratow). Ten podziat na dziewi¢¢ kwadratow i wyrzucanie
kwadratu $rodkowego powtarzamy w przypadku kazdego z pozostalych o$miu
kwadratow (w kolejnym kroku 64 = 82, potem 8 itd.). Krzywa ta ma nieskonczenie wiele
punktoéw rozgatgzienia. Krzywa ta jest uniwersalna dla wszystkich krzywych Jordana tzn.

® Przestrzen jest jednospojna, jesli kazda petla na tej powierzchni jest $ciagalna do punktu.
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sa one homeomorficznie zanurzalne w krzywa Sierpinskiego [57]. Zainspirowany ta
konstrukcja K. Menger podatl analogiczne konstrukcje dla kostek n-wymiarowych, n >3
[53]. Jest to tzw. gabka (lub kostka) Mengera dla n =3 (w przypadku kostek dowolnego
wymiaru mowimy o przestrzeniach Mengera). Okazuje si¢, ze dowolna krzywa z do-
wolnej przestrzeni metrycznej jest homeomorficznie zanurzalna w kostce Mengera.

Natomiast krzywa trojkatowa Sierpinskiego powstaje z trojkata poprzez nieskonczona
procedurg dzielenia trojkata na cztery trojkaty (poprzez taczenie srodkow bokoéw odci-
kami) i wyrzucania wngtrza trojkata srodkowego. Powstaje krzywa, ktorej punkty
rozgalezienia sa skonczonego rzedu, w odréznieniu od dywanu Sierpinskiego. Skons-
truowane przez Sierpinskiego krzywe sa przyktadami pierwszych skonstruowanych frak-
tali (a wigc figur samopodonych).

W przypadku Stefana Mazurkiewicza jego badania topologiczne rozpoczgly sig,
podobnie jak Janiszewskiego, w roku 1910. W napisanej woéwczas pracy na temat topolo-
gicznej charakteryzacji tukow upraszcza dowod twierdzenia Janiszewskiego o tym, ze
w kazdym continuum istnieje continuum nieprzywiedlne ([33]). Natomiast w swojej
pracy doktorskiej udowodnil, ze kazde continuum panowskie (czyli lokalnie spojne
continuum metryczne) jest obrazem ciaglym odcinka. Twierdzenie to zostalo nazwane
twierdzeniem Hahna-Mazurkiewicza-Mobore’a, gdyz wskazani w twierdzeniu matema-
tycy w tym samym czasie doszli do podobnych rezultatow. Mazurkiewicz w swojej pracy
doktorskiej wprowadzil réwniez pojgcie wymiaru w przypadku zbioréw zwartych. Ta
definicja wystgpuje w pracy jako narze¢dzie badan, a nie cel sam w sobie. Najpierw
formutuje twierdzenie mowiace, ze kazda ciagla funkcja, ktéra przeksztalca zwarty
liniowy zbidr w zbidr ptaski o niepustym wngtrzu, przyjmuje t¢ sama wartoS¢ w przy-
najmniej trzech roznych punktach, natomiast kazdy ptaski zbior nieposiadajacy punktéw
wewngtrznych jest juz dwukrotnym ciaglym obrazem takiego liniowego zbioru. W opar-
ciu o to twierdzenie formutuje pojgcie wymiaru: wymiar zbioru C wynosi co najwyzej n,
jesli, jesli n jest najmniejsza liczba catkowita, dla ktorej istnieje ciagla funkcja
przeksztatcajaca na C pewien nigdzieggsty zwarty liniowy zbidr i przyjmujaca t¢ sama
warto$¢ w co najwyzej n+1rdoznych punktach tego zbioru.

W 1920 ([11], 38) dowodzi, iz w dowolnym continuum nierozktadalnym istniejq trzy
takie punkty, ze to continuum jest nieprzywiedlne miedzy kazdq parq tych punktow. Przy
pomocy metod topologicznych badat wigc strukturg przestrzeni, krzywych, continuéw
i innych obiektoéw matematycznych. Te badania rozwijat w p6zniejszym okresie.
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