Logika

1. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Teorie:
Konjunkce Disjunkce Implikace Ekvivalence
A B|ANAB A B|AVB A B|A=B A B|As B
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0
0 O 0 0 O 0 0 O 1 0 O 1

Priklady:

1. Bylo vyloupeno skladisté, pachatel (pachatelé) odvezli lup autem. Policie zadrzZela tri
podezrelé A, B a C, nikdo jiny do loupeZe zapojen nebyl. Po vyslechu se zjistily tyto
dvé skuteCnosti:

a) C se nikdy nepousti do akce bez A.

b) B neumi ridit auto.
Je A vinen?
2. Totéz, zjistilo se:

a) A pracuje vzidycky aspon s jednim spole¢nikem.

b) C je nevinen.
Je B vinen?
3. Co vyplyva z téchto zjisténych fakta:

a) Pokud je A vinen a B nevinen, pak je C vinen.

)

b) C nikdy nepracuje sdm.

¢) A nikdy nepracuje s C.
)

d) Kromé A, B a C neni do pripadu zapleten nikdo dalsi, a aspon jeden z téch tri
je vinen.

(Kteri z obvinénych jsou urciné nevini a kteri jsou urdité vini?)

* 4. Majitel klenotnictvi nahldsil krddez, zjistilo se tohle:

a) Kazdy z trojice A, B a C byl v den loupeZe v obchodé, a nikdo dalsi tam nebyl.
b) Pokud je vinen A, mél prdavé jenoho spolec¢nika.

¢) Pokud je B nevinen, je nevinen i C.

d) Pokud jsou vinni prdvé dva, pak jednim z nich je A.

e) Pokud je C nevinen, je nevinen i B.

Co lze z toho usoudit?



* D.

Tentokrat byli predvedeni k vyslechu ¢tyri podezreli, A, B, C a D. Opét slo o loupez.
Bylo zndmo, Ze alespon jeden z nich je vinen, a Ze do loupeZe neni zapleteny nikdo
dalsi. Déle vysly najevo tyhle skute¢nosti:

a) Pokud je B vinen, pak mél prévé jednoho spoleénika.

b) Pokud je C vinen, pak mél préavé dva spoleéniky.

¢) A je nevinen.
Zajima nas, zdali je vinen D.

Zapiste nasledujici vyroky pomoci symbolti, a vyplnite tabulku pravdivostnich hod-
not:

a) Pokud je A vinen, pak B byl jeho spole¢nikem.
b) Pokud je A nevinen, pak je B vinen.

¢) Pokud jsou A i B oba vinni, pak C byl jejich spole¢nikem.

)
)
)
d) Pokud je A vinen, pak alespon jeden z B a C byl jeho spole¢nikem.
e) Pokud je B vinen, pak bud C byl jeho spole¢nikem, nebo je A nevinen.
)

f) Pokud je B nevinen, pak A je vinen a C nevinen.

Naopak, najdéte vyroky, které odpovidaji zadanym tabulkdm

A B|? A B|? A B|?

1 110 1 110 1 110

1 010 1 011 1 01

0 1|1 0 111 0 111

0 010 0 01 0 010
A B C|? A B C|? A B C|?
1 1 110 1 1 1|1 1 1 110
1 1 010 1 1 0|1 1 1 0|1
1 0 1|1 1 0 1|1 1 0 1|1
1 0 0|1 1 0 010 1 0 010
0 1 110 0O 1 11 0 1 11
0 1 0|0 0 1 0|1 0 1 0|1
0O 0 1|1 0O 0 11 0O 0 1|1
0O 0 010 0O 0 010 0O 0 010

Necht M znadi mnozinu véech muz a Z znac¢i mnozinu vSech Zen. Uvazujme né-
sledujici vyrokové formy:

4

S(m, z) : ,MuZ m je manzelem Zeny z.°
Li(m, z) : ,Muz m miluje Zenu z.”

Ly(m, z) : ,Zena z miluje muze m.”

Pomoci kvantifikdtort, logickych spojek a forem S, L; a L, vyjddrete ndsledujici
tvrzent:

a) Existuje vdana Zena.



10.

11.

12.

* 13.

* 14.

b) Kazdy Zenaty muZz miluje svou manzelku.

c¢) Existuji nevérné manzelky. (To jest takové, které miluji nékoho jiného nez svého
manzela.)

d) KaZdou Zenu miluje né&jaky muz.

e) Existuje Zena, kterou miluji vS§ichni muzi, kteti nejsou Zenati.

f) Existuje pdr, ve kterém se navzdjem miluji, ale kde nejsou sezdani.
g) Kazda Zena ma nejvys$e jednoho manzela.

Dédle ndsledujici vyroky prelozte do Cestiny:

h) 3m e MVz € Z: -S(m, z)
i) 3z € ZVm € M: Li(m,z) = -Ly(m, z)
i) 3z € ZVm € M: Ly(m,z) = -Li(m, z)

Rozhodnéte o sprdvnosti ndsledujicich vyrokl a napiste jejich negace:

a) Vx e NdyeNVzeN: (z>x)= (y < z)
b) JyeNVx eNVzeN: (z>x)= (y < z)
c) IxeNVyeNVzeN: (z>x)=(y <2z
d) IxeNVyeNVzeN: (z<x)= (y > 2)

vees

pravdu. Na cesté narazite na dvé osoby, A a B. A prohlasi ,Aspon jeden z nés je
padouch.”. Z jakych kment jsou A a B?

Opét potkdte A a B. Tentokrate A rekne ,Bud ja jsem padouch, nebo B je poctivec.”
Co jsou A a B?

Tentokréate jsem potkal jednoho ostrovana, ktery rekl ,Bud jsem jd padouch, nebo
2 a 2 je 5“. Jak to bude?

Dostali jste se na onom ostroveé do svizelné situace. Jste uvéznéni, a mate na vybér
ze dvou dveri. Jedny vedou na svobodu, druhé na popravisté. Hlidd vds smisend
strdz, to jest po jednom c&lovéku z kazdého ze dvou kment, vy ale nevite ktery je
ktery. Jednoho z nich se muliZete zeptat na jednu otazku. Jakd to ma byt otdzka, aby
jste se dozvedéli, kterymi dvermi se dostanete na svobodu?

A co kdyby jste byli ve stejné situaci, avéak strdznyg tam byl jenom jeden (z nezndmo
kterého kmenu)? Jakou otdzku mu maéte polozit nyni?

AND OVER THERE WE HAVE THE LABYRINTH GUARDS.
ONE ALWAYS LIES, ONE ALWAYS TELLS THE TRUTH, AND
ONE STABS PEOPLE WHO ASK TRICKY QUESTIONS.

xked 246, https://xked.com/246/


https://xkcd.com/246/

Logika

1. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Vysledky:
1. Ano.
. Ano.

. B je urcité vinen, u ostatnich se to nevi.

2
3
4. Nemohlo se to takhle stat — majitel klenotnictvi kecal.
5. Ano.

6

.a) A= B

)

b) A= B

c) (ANB)=C

d) A= (BVvC)

e) B= (CV -A)
)

f) =B= (AA-C)

A B Cla) b) ¢ d) e f
11 11 1 1 1 1 1
1 1 0 0O 1 0 1
1 0 1/]0 1 1 1 1 O
1 0 O 1 0 1 1
o1 11 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
o 0o 141 0 1 1 1 O
0 0 O 1 1 1 O

7. BA(-A) -(AAB) =(As B)

8. a) 3zc Z3dm e M: S(m, z)
b) Vm € MVz € Z: S(m, z) = Li(m, z)
¢) Iz e Z: (3my € M : S(my, z)) A (3my € M: Ly(my, z) A ~S(my, z))
d) Vze Zdm e M: Li(m, z)
e) 3z, € ZVm € M: <VZ2 A ﬂS(m,ZQ)> = L1(m, z¢)

f) 3z € Z3m € M: -S(m, z) A Li(m, z) A Ly(m, z)
g) Vz € ZVmy € MVm, € M: (S(my,z) A Simy, z)) = (my = my)

h) Existuje svobodny muz.

i) Existuje Zena, kterd nemiluje Zddného z muza, kteri miluji ji.
j) Existuje Zena, kterd neni milovdna Zaddnym z muz, které miluje ona.

4



10.
11.
12.
13.

14.

a) Vyrok je pravdivy, jeho negacije dx e NVy e Ndz e N: (z > x) A (y > z).
b) Vyrok je pravdivy, jeho negaci je Vy e NIx e NIz € N: (z > x) A (y > z).
¢) Vyrok neni pravdivy, jeho negacije Vx e NIy e NIz e N: (z > x) A (y > z).
d) Vyrok je pravdivy, jeho negacije Vx e NJy e Ndz e N: (z < x) A (y < z).

A je poctivec a B je padouch.
Oba dva jsou poctivci.
Ja (jakozto zadavatel tlohy) jsem z kmene padouchu.

,Kdybych se zeptal toho druhého, jestli ty levé dvete vedou na svobodu, co by mi
odpoveédél?”

+,Kdybych se té zeptal, jestli ty levé dvere vedou na svobodu, co by jsi mi odpoveédeél?“



Rovnice, nerovnice

2. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Teorie:
Pro kazdou dvojici redlnych ¢isel x a y plati takzvand trojahelnikovd nerovnost:

X +y| < x|+ 1y,
popripadé pro kazdou dvojici a, b plati

llal - [bl| < |a - bl.

Priklady:

1. Reéte v R nasledujici nerovnosti:

-2
e

x+2 2x+3
x+3 > x+6

)
)
) x2+1—-]x+2/>0
)
)

o]

o

O

d) logy(x? + |x +6| -1) >0

e) logi(x? —3x +3) >0

1
3
2. Najdéte viechna redlna feseni rovnice log? x + logs(9%) = logs x°.

3. V zdvislosti na parametru a € R najdéte vS8echna redlna cCisla x, ktera splnuji:

a) ala —1)x < 25785161 _4

)
b) x? +ax <0
¢c) x+a==2ax +1
d a- L -1-2
e) x? —2(a + 4)x +a”®+6a =0
f) x2 + 4x + 6 < |x? + 4]

4. Reste nerovnici 1 < |ax + 1] < 2 v zavislosti na parametru a € R.

5. Ur¢ete mnoZinu {a € R : Vx € R: (jx — 2| < 1) = (x* —ax > 5)}.

6. V zavislosti na parametru c najdéte vSechna redlnd x, kterd spliuji, ze
7T 71)

log|x|+c € <_§' 5



Nacrtnéte grafy funkci:

~1] -1 —1'
b) |gxed
c) |tan(—sx)|
d) |si 2 x) —1|
e) [logfx —1]]

Zjednoduste pro n € N:
2n+3

(6) + (1) + )+ + ()

. Pro n € N je definovén vyraz V(n) = log2" —log 2"~ + log 2" 2 —

a) Vyjadrete jedingm ¢lenem V(3).
b) Vypottste podil i
c) Vypoctéte rozdil V(100) — V(99).

Najdéte vSechna redlnd reseni rovnice

log5(y? + 2y + 1) + logy ((y +1)*8) = log,(49%)

Nacrtnéte grafy funkci:

a) T

b) 5547

¢) Bt

d) ’T’C%‘q’j“, kde ¢ = = 1.6180339887.

..+ (=1)"tlog 2.



Rovnice, nerovnice

2. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Vysledky:
1. a) x € (4,6]

b) x € (*1*2“5, *“m> U (-6, =3)

c) x € (—oo, 1_2‘@) U <1+‘/§,oo>
d xeR
e) x €[1,2]

2. x € 19,27}

3. a) ae{0,1}, x €R, nebo
a E (0 1) x > 257885161_1

ala-1) "’

ac(—oo0,0)U(1,00), x <

nebo

057885161 _q
ala-1) °

b) a <0, x € (0,—-a), nebo
a>0,xe(-a,o).

1-a
1-2a

d) a=2 xeR\{0}, nebo
acR\N{=2,0}, x=a+2.
e) x =a+4+vV2/a+38

f) x < -3

c)a# g x=

4 a<0, xe(i,0]u[-2,-3), nebo

a=0, xR, nebo
a>0, xe(-3,-2]u(0,1).

a’ a

5. (—o00, —4)

6. x ¢ (e—%—c'e%—c) ) (—e%—c, —e—%—c)
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b)

-6

M,

10

N AN -

-10

2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

e)

a. x=6ax=7"1-1.

8.8



100,

a)
50
=50
-100
C) 40
20
—4 -2 \
-20
—40

10

20

b)
15
10
5
X
20 18 ' -16 14 ~10
d) 20
10
X
—4 -9 \2
~10
-90




Dtkazy, indukce, kvantifikatory

3. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Priklady:

1.
2.

10.

* 11.

Dokazte, ze Vx,y € R: |x - y| = |x]| - |¥|.

Dokazte, Ze pro n € N plati vztah

1 . 1 . 1 R 1 n
1.2 2.3 3.4 nin+1) n+1

Dokazte, Ze pro kazdé n € N je Cislo 5" — 1 délitelné ¢tyrmi.
Dokazte, Ze pro kazdé x > —1 a pro kazdé prirozené n plati nerovnost

1+ x)">1+nx.

Uvazujme posloupnost {a,}, kdea; = 3,ay = Tapron > 2 plati a, = 3an,_1 —2an_o.
Najdéte vzorec pro n-ty ¢len této posloupnosti, a dokazte jeho spravnost.

Méjme Sachovnici s rozméry 2" x 2", na které chybi pravé horni poli¢ko. DokaZte,
7Ze se d4 tato Sachovnice vydlazdit s pomoci dilkti tohoto tvaru (dilky se mohou
otécet):

DokaZte, Ze pro n > 4 je pocet uhlopri¢ek konvexniho n-uhlenika %n(n - 3).

Vyjddrete ndsledujici vyroky pomoci kvantifikator:

a) Kazdy zné kazdého.

b) Nékdo zna kazdého.

¢) Kazdy zna nékoho.
)

d) Nékoho nikdo nezna.

Vyjddrete co nejjednoduseji:

a) Ve >0Vy e R: (ly — 7| <5)= (|fly) — 15| < €)
b) Vx e RIS > 1Vy € R Vn e N: (Jy — x| < 8) = (|f(x) — f(¥)| < %)

Necht f : R — R je funkce. O f rekneme, Ze je nerozhodnd, pokud je na néjakém
otevireném intervalu rostouci a na néjakém otevireném intervalu klesajici. Zapiste
tuto definici pomoci kvantifikdtora.

Znegujte nasledujici vyrok: ,Kazdy si nékdy rdd da jedno pivo, ale ne vidy a ne v
kazdé hospodé.”

11



Dtkazy, indukce, kvantifikatory

3. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Vysledky:
5. a, =21 —1

8. Oznaéme vyrok ,osoba a znd osobu b“ symbolem Z(a, b), dédle ozna¢tme mnozinu
vSech lidi jako L. Pak:
a) Va e LYb e L: Z(a,b)
b) da € LYb € L: Z(a,b)
¢) VaeLdb e L: Z(a,b)
d) 3b e LVa € L: -Z(a,b)

9. a
b

Pro y € (2,12) plati, Ze f(y) = 15.

Funkce f je na R konstantni.

)
)
10. Ja,b,c,d e R,a < b,c <d Vx;,x5 € (a,b),x;1 < xy Vty, 1t € (c,d), t) < ty:

(f(x1) < flxg)) & (f(t1) > f(t2))

11. Oznaéme symbolem V(c, t, h) vyrok ,Clovék c si da rdd jedno pivo v ¢ase t a v
hospodé h“. Pak si zadany vyrok mizeme napsat jako (kvantifikujeme vidy pres
vechny lidi (c), véechny ¢asy (t) a véechny hospody (h)):

Ve : [(3t3h: Vic, t, h)) A - (Vt3h: Vic, t, k) A~ (Yh3t: V(c, t, h))]

Negace tohoto je pak (s vyuZitim pravidel pro negaci kvantifikovangch vyrokt a
pro negaci konjunkce):

Jde : [(VtVh: =V(c,t,h)) Vv (VtIh: V(c,t, h))V (Vh3t: V(c,t, h))]
Takze, kdyz to prepiseme do Cestiny, ,Existuje osoba, kterd si nikdy nedd rdda jedno

pivo, nebo kterd si ho dd rada v libovolny ¢as, nebo ktera si ho da rada v libovolné
hospodé.”

12



Indukce, kvantifikatory, supremum

3b. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Priklady:
1. Dokazte, Ze pro n € N plati vztah

1 . 1 . 1 R 1 n
1.2 2.3 3.4 nin+1) n+1

2. Uvazujme posloupnost {a,}, kdea; = 3,a, = Tapron > 2 plati a, = 3a,_1 —2a,_o.
Najdéte vzorec pro n-ty ¢len této posloupnosti, a dokazte jeho spravnost.

3. Mé&jme Sachovnici s rozmeéry 2" x 2", na které chybi pravé horni policko. Dokazte,
7Ze se dé& tato Sachovnice vydlazdit s pomoci dilkti tohoto tvaru (dilky se mohou
otacet):

4. Vyjadrete ndsledujici vgroky pomoci kvantifikatort:

a) Kazdy znd kazdého. c¢) Kazdy znd nékoho.
b) Nékdo zné kazdého. d) Nékoho nikdo nezna.

5. Necht f : R — R je funkce. O f rekneme, Ze je nerozhodnd, pokud je na néjakém
otevieném intervalu rostouci a na néjakém otevireném intervalu klesajici. Zapiste
tuto definici pomoci kvantifikatora.

% 6. Vyjadrete co nejjednoduseji:

a) Ve > 0Vy e R: (ly — 7| < 5)= (|f(y) — 15| < &)
b) Vx e R3S > 1Vy € R Vn e N: (|y — x| < &)= ([f(x) — f(y)| < 1)

% 7. Znegujte ndsledujici vyrok: ,Kazdy si nékdy rdd dé jedno pivo, ale ne vzdy a ne v

kazdé hospodé.”

8. Najdéte suprema a infima nésledujicich mnozin (pokud existuji). Existuji maxima a
minima?

a){mq pEN,qEN} f) {n2-m?: neN, meN, n>m}
b) {sinx: x ¢ [0,27]} g) {n?—-m?: neN, meN, n<m}
¢) {sinx: x € (0,27)} h) {2 +3™": neN}

d) {sinx: x € (0,m)} i) {27 +3™": necZ}

e) {n>-m?®: necN, meN} j) {5V m e Z, neZ}

13



Indukce, kvantifikatory, supremum

3b. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Vysledky:

2. a, =21 -1

4. Ozna¢me vyrok ,osoba a zna osobu b“ symbolem Z(a, b), ddle ozna¢me mnoZinu
vSech lidi jako L. Pak:
a) Vae LVYb e L: Z(a,b)

b) 3a € LVb € L: Z(a,b)

¢) Vae Ldb e L: Z(a,b)

d) 3b e LVa € L: -Z(a,b)

5. 3da,b,c,deR, a<b, c<dVx;,x € (a,b),x; <xyVt,t, €(c,d),t <ty:
(flx1) < flxa)) & (f(t1) > f(t2))

6. a) Pro y € (2,12) plati, ze f(y) = 15.
b) Funkce f je na R konstantni.
7. Oznaéme symbolem V(c, t, h) vyrok ,Clovék c si d4 rad jedno pivo v ¢ase t a v

hospodé h“. Pak si zadany vyrok miZeme napsat jako (kvantifikujeme vidy pres
véechny lidi (c), vSechny €asy (t) a véechny hospody (h)):

Ve : [(3t3h: Vic,t, h)) A= (Vt3h: V(c,t, h)) A~ (Vh3t: Vic,t, h))]

Negace tohoto je pak (s vyuZitim pravidel pro negaci kvantifikovangch vgrokt a
pro negaci konjunkce):

de : [(VtVh: =V(c,t,h)) Vv (VtIh: V(c,t, h))V (Vh3t: V(c,t, h))]
Takze, kdyZ to prepiseme do Cestiny, ,Existuje osoba, kterd si nikdy nedd rdda jedno
pivo, nebo kterd si ho d& rdda v libovolny ¢as, nebo kterd si ho d& rdda v libovolné
hospodé.”
8. a) Supremum je 1, maximum neexistuje. Infimum je 0, minimum neexistuje.
b) Supremum je 1, maximum taky. Infimum je -1, minimum rovnéz.

)

)
¢) Supremum je 1, maximum taky. Infimum je -1, minimum rovnéz.
d) Supremum je 1, maximum taky. Infimum je 0, minimum neexistuje.
)

e) Supremum, infimum, maximum ani minimum neexistuje (mnoZina je zhora i
zdola neomezend).

f) Supremum ani maximum neexistuje. Infimum je 3, minimum taky.

g) Supremum je 0, maximum taky. Infimum ani minimum neexistuje.

h) Supremum je %, maximum taky. Infimum je 0, minimum neexistuje.

i) Supremum ani maximum neexistuje. Infimum je 0, minimum neexistuje.
)

j) Supremum ani maximum neexistuje. Infimum je 0, minimum neexistuje.

14



Supremum, limity

3c. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Priklady:

% 1. Necht f : R — R je funkce. O f fekneme, Ze je nerozhodnd, pokud je na né&jakém
otevieném intervalu rostouci a na néjakém otevireném intervalu klesajici. Zapiste
tuto definici pomoci kvantifikatora.

2. Najdéte suprema a infima nésledujicich mnozin (pokud existuji). Existuji maxima a

minima?

a){mq peN,qu} f) {n>—m?: neN, meN, n>m}
b) {sinx: x € [0,27]} g) {n® -m?: neN, meN, n<m}
c) {sinx: x € (0,2m)} h) {2 +3™: neN}

d) {sinx: x € (0,m)} i) {2 +3™": necZ}

e) {n>-—m?: neN, meN} j) {5V m e Z, neZ}

3. Spoctéte néasledujici limity:

a) lim (-2)™ ¢) lim cos(non)
b) lim (-1)" +1 d) lim sin(nom)

n—-oo n—oo

15



Supremum, limity

3c. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Vysledky:

1. Jda,b,c,d € R, a <b, c <d Vxy, x5 € (a,b),x; <xo Vi, t5 € (c,d), t; < ty:
(f(x1) < flxg)) & (f(t1) > f(t2))

Supremum je 1, maximum neexistuje. Infimum je 0, minimum neexistuje.

Supremum je 1, maximum taky. Infimum je -1, minimum rovnéz.

)
)
¢) Supremum je 1, maximum taky. Infimum je -1, minimum rovnéz.
) Supremum je 1, maximum taky. Infimum je 0, minimum neexistuje.
)

Supremum, infimum, maximum ani minimum neexistuje (mnozina je zhora i
zdola neomezend).

Supremum ani maximum neexistuje. Infimum je 3, minimum taky.

Supremum je 0, maximum taky. Infimum ani minimum neexistuje.

f)

g)

h) Supremum je g, maximum taky. Infimum je 0, minimum neexistuje.

i) Supremum ani maximum neexistuje. Infimum je 0, minimum neexistuje.
j)

Supremum ani maximum neexistuje. Infimum je 0, minimum neexistuje.

3.a)0 ¢) Limita neexistuje

b) Limita neexistuje d) O
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Limity posloupnosti

4. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Teorie:

Necht {a,},._, je posloupnost, a € R. Rekneme, Ze A je limitou posloupnosti {a,},
pokud plati, Ze

VeeR, e>03dnpeNVneN, n>ng: |a, —A| < e.

Rekneme, Ze limitou posloupnosti {a,} je co, pokud YK € R 3ng € NVn > ng: a, > K.
A koneéné rekneme, Ze limitou posloupnosti {a,} je —oo, pokud YK € R 3ng € N
YvneN,n>ngy: a, < K.

Jedi A € R* := RU {—00,00} limitou posloupnosti {a,}, pak to zna¢ime symbolem
,11520 a, = A, pripadné lima, = A. M&-li posloupnost kone¢nou (vlastni) limitu, rek-

neme, 7e je konvergentni. Neni-li tomu tak, rekneme, Ze je divergentni.
Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lim a, = A, lim b, = B, kde A, B € R*, pak

n—oo
plati:

e lim (a, + b,) = A + B, je-li vyraz na pravé strané definovdn.

n—-oo

e lim (a,-b,) = A- B, je-li vyraz na pravé strané definovan.

n—oo

e Je-li pro kazdé n € N ¢&islo b, nenulové, pak lim (a—“> = %, je-li vyraz na pravé

n—o00 bn

strané definovan.

Priklady:

1. Spoctéte (z definice) ndsledujici limity posloupnosti (pokud existuji):

a) lim (—-2)™ ¢) lim cos(nmn)
b) lim (-1)" +1 d) lim sin(nom)

2. Spoctéte ndsledujici limity posloupnosti (pokud existuji):

. . 3 —
a) lim (n* — 2n) f) lim <\3/n +11 - \3/n> k) lim Yni-1
. 2n%+n-3 . . on
P T ) Jim 5 U
: 2 3 6. . . n 5
c) lim 7 h) lim exetasr m) lim e
: 2n°+3n-2 : : 2 .
d) lim 5 i) fm (2% -3-37) n) lim (2550 - 5)
e) lim <\/n+ —\/H> j) lim YrizZn o) lim n
n—oo n—oo n—oo



Limity posloupnosti

4. cviCeni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Vysledky:

1. a) 0 c¢) Limita neexistuje
b) Limita neexistuje d) 0
b) O g) 0 )0
d) 2 i) oo n) — %
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Limity posloupnosti

5. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA (Aritmetika limit)
Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, A, B € R*. Necht lim a, = A, lim b, = B. Pak

plati, Ze:

e lim (a, + b,) = A + B, je-li vyraz na pravé strané definovan.

n—oo

e lim (a,-b,) = A- B, je-li vyraz na pravé strané definovan.

n—oo

e Je-li pro kazdé n € N ¢&islo b, nenulové, pak lim (a—"> = %, je-li vgraz na pravé

n—oo0 bn

strané definovan.

POZNAMKA
Pro x € R nejsou mj. definovdny vyrazy oo + (—00), (—00) + 00, 000, —00-0, §, F-

VETA (,Nulovd“ krit omezend)
Necht lim {a,} = 0, a posloupnost {b,} je omezend. Pak lim (a, -b,) = 0.

n—oo

VETA (O dvou stréZnicich)

Necht lim a, = lim b, = A. Necht 3dnp Vn € N,n > ny: a, < ¢, < b,
Pak lim ¢, = A.
n—oo

POZNAMEKA (Zndmé limity)
Plati, Ze

e lim ¥n =1

e Jelliq € (—1,1), pak lim g™ =0.Je-liq > 1, pak lim q" = oo, a je-li g < —1, pak
n—oo n—o0

lim q" neexistuje.

n—oo

VETA
Pro A, B € R plati, Ze

n

n __ n n n-1
(A+B"=A +<1>A B+<2

>A”‘282 + ...+ B™.
Dale plati, Zze

A" -B"=(A-B)(A""+A"*.B+---+A-B"* + B"").
Tedy specidlné A? — B> = (A — B)(A + B) a A> - B® = (A — B)(A? + AB + B?).

19



Priklady:

1.

Spodététe ndsledujici limity posloupnosti (pokud existuji):

a) lim = d) lim
b) llm ar‘cta;ln%—n

n—oo
c) lim (2°0 —3.3")

a) lim

n—oo

b) lim

n—oo

c¢) lim
n—oo

d) lim

n—oo

cos(n)

6n8+7n%-5
50n%—24n2

n?.7" 4+ n3.5"
=3n-7"+6"\/n

(i)

n<\/n2+2—\3/n3+1>

e) lim

In21

ne—

n

20

vVn2+2n
n

e) lim

n—oo

f) lim

n—oo

3"+n5
nb+n!

f) lim

n—-oo

g) lim

n—-oo

(1+2+---+n _
n+2

ASli=]
~

. Spoctéte ndsledujici limity posloupnosti (pokud existuji):

2n%+2n+nsin(2n)
n cos(3n)+(2n+sin(4n))2

Va proa >0
var +b" +cn, kde a,b,c >0

(~1)va (Vs 1 - vi)




Limity posloupnosti

5. cvi¢eni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Vysledky:

1. a

- D Qo O
~— -~ -~ -~ ~ ~ ~ -~
[ [ TN

g) max{a,b,c}

h) Limita neexistuje (https://youtu.be/sk0qZAYymoc?t=48s)
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Limity posloupnosti

6. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Teorie:

POzZNAMKA
Pro x € R nejsou mj. definovdny vyrazy co + (—00), (—00) + 00, 0- 00, —00-0, 5, §, =.

POZNAMEKA (Ristova $kéla)
,Pro q > 1 plati, Ze n! > q" > n*.”

DEFINICE

Necht x € R. (Dolni) celou ¢asti ¢isla x nazveme nejvétsi celé Cislo, které je mensi
nebo rovno x, tedy [x] = |x| = max{z € Z: z < x}.

POZNAMKA
Plati, 7e Vx € R: x —1 < |x| < x. Tedy naptiklad plati:
o 23] =2 o |-5.93] = -6 o |-3] = -3
o |5.96] =5 o |-3.01] = —4 o |2] =2
Pozor:
e [a-x] +a-|x] o [x"] # [x]" o [x+a] #|x]+a
JHEE o Vx| £ /1x]

Priklady:

1. Spodététe ndsledujici limity posloupnosti (pokud existuji):

d) lim {/(1 + %)n + (1 — %)n g) lim 3"—{3 (n+1)!J

n—00 n—co  3n’-|Vnl|

b) lim V/n2 + n® + n* +2n 4 30 4 4n

n—oo . | V/n3—1|+| Vn3+1]
c) rlll—?;lo #224 | kx| h) I{l—{?o VAn42n 4. +n"
d) lim (n® + sinn) <\/n4 +2—Vn*+ 1> ) Tim (n+7)°—(n?-1)"
noee nooco Vn204n%_1_/ni0049n% 4
e) lim Do V)P
nooo n—|vVn+9| n3n\/ﬁ
. 4 . . _ n
f) lim |[Vn* +4n° - n| j) lim (1) n®+ ¥/n

2. Spodtéte ndsledujici limity posloupnosti (pokud existuji) - zkouskova sloZitost:

o) im EIGEAE ) fim (VATe VT - Vit e 2V S)

x 3. Najdéte konkrétni priklady x a a, pro které neplati rovnosti ze treti poznamky v
teorii.
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Limity funkci

7. cvic¢eni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA (Limita slozené funkce)
Butc, D, A € R* a necht jsou f a g funkce. Necht plati, Ze lim g(x) = D, lirr[1) f(x) = A.
X—C xX—

Necht plati alesporn jedna z podminek:
dn > 0Vx € Plc,n): glx) £ D (P)
f je spojitéd v D. (S)
Pak plati lim f(g(x)) = A.

xX—C

POZNAMKA (Znamé limity)

Plati, Ze: lim 2% — Jjim 8 — Jim €= — lim —l°gf = lim aesinx _ Jjyy aclanx _ 4 4
x—0 x—0 x—0 x—1 *~ x—0 x x—0
lim 1-cosx __ 1.
x—0 > 2
N 7
Priklady:
1. Spoctéte ndsledujici limity, nebo dokaZte, Ze neexistuji:
. —_ . m _n
a) lll’l’é (1+r)(1+2i)(1+3x) 1 h) lm% —v1+axx VI+br ‘(m,n € N,a,b € R)
x— o
: x%-5x+6 0N x™m-1
b) }Clir% 22 8x+15 i) }leil w1 (myn €N)
im Yitx-vi-x j) lim ([x] —x
c) }CILI’(I) e i) m ([xc] )
o V42— Yx+20 k) lim x - [1]
d) lim e x0 © X
i (Emx)t—(14+nx)™ im -2sin”x+sinx—1
e) }Cli% 12 ’ (m'n € N) l) il_{r%l 2sin® x—3sinx+1
. x+x24-4x=n : 1—cosx
f) ilgril =, (n € N) m) 3615% i-egex
n
g) lim Vit+x-1 n) lim fenx
x—0 x x—-0 ¥
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Limity funkci

8. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA (Limita slozené funkce)
Butc, D, A € R* a necht jsou f a g funkce. Necht plati, Ze lim g(x) = D, lirr[1) f(x) = A.
X—C xX—

Necht plati alesporn jedna z podminek:
dn > 0Vx € Plc,n): glx) £ D (P)
f je spojitéd v D. (S)
Pak plati lim f(g(x)) = A.

xX—C

POZNAMKA (Znamé limity)

Plati, 7e: lim S1X — Jim 90X - Jim €1 = Jjm 19X _ |jy iz _ jiy aranx _ g, g
x—0 x—0 x—0 x—1 *~ x—0 x x—0

lim 1-cosx __ 1.

x—0 > 2

Priklady:

1. Spodététe ndsledujici limity, nebo dokazte, Ze neexistuji (V bodech d) a e) pouZijte ze

znédmych limit pouze lim s2X):
x—0

a) lim ([x] — x) f) lim sin(x-%)

x—1 o 1-2cosx

3

: 1
b) lim x - [;] g) lim sin 5x —sin 3x

x—0 $ 50 sinx

: 2sin® x+sinx—1 ;

e i L S : sin ax

C) chl_)n% 2sin® x—3sinx+1 h) }CIL% sinBx

: 1-cosx O B 1+sinx—cosx
d) }CILI'(I) x? 1) }CIL% 1-sinx—cosx
e) lim tnx j) lim —llog(ms“x)

r—0 X r—0 log(cospx)

% 2. Spoctéte ndsledujici limity, nebo dokaZte, Ze neexistuji:

. 1 1
a) lim =855= d) lim (1 + x?)
. 12\ X 1
b) lim (55) &) lim (Lenz)
2
; 2\ "
) Jm (3%
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Spojitost a derivace

9. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Priklady:

1. Spodtéte limitu

1+ 4F x

lim (LFAVE

x-0t \ 1 + 3%y/x

2. Spoctéte derivace ndsledujicich funkci, vysettete spojitost, pripadné rozhodnéte,
zdali je mozné funkce spojité dodefinovat na R:

a) (x) - sign x &) flx) =[x
b) £(x) |x —3| f) flx) = ex”’ (zde nepocitejte derivaci)
¢) flx) =x-[x]

3sin(—x), kdyZzx >0 g) flx) = x? -sin% (zde spodtéte derivaci,
d) fla) = x%2 -3x, kdyzx <0 pokud existuje, pouze v nule)

3. Spocététe derivace ndsledujicich funkei a vySetrete spojitost (odvdzni mohou zkusit
funkce spojité rozsitit na hranici):

a) (x? —Tx +14)° d) x*
b) sinx - cosx e) (%)5
¢) sin®x + cos?x f) log(x? + x + 1)

zebriku, ktery je mozno prenést ve vodorovné poloze z Jedne chodby do druhé.

5. Spoctéte derivace ndsledujicich funkci a vysetrete spojitost:

a) (x? + 51x + 119)% h) logarccos x
b) (x + 15)5(x — 17)0x° i) xarcsin /2 + arctan /x — /x

e cosx
(x+1)%log(x2+1) j) arctane® — log

)
)
)
d) log(x? + x +1)
)
)
)

<

e2x
e 41

2 4 _ _logx
k) arctan vVx? — 1 T

arcsin x

D

sin (cos ((x® + 17x? — 56x + 1)'8))
f) (sinx)®*** 1) (arctanx)

g) arcsin(sinx) m) f(x) = el
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Prabéh funkce

10. cviceni
Matematika 1, NMMA701, Ondtej Bouchala

Teorie:

DEFINICE
Vysetrit prabéh funkce znamena:

I. Urcit defini¢ni obor.
II. Provést diskuzi spojitosti (pripadné az s pouzZitim derivaci).

ITI. Nalézt praseciky s osami (existuji-li), zjistit, zdali je funkce symetrickd (lichd, sudd, perio-
dick4).

IV. Dopocitat limity v ,krajnich bodech defini¢niho oboru”.
V. Spoditat pryvni derivaci (i s jejim defini¢nim oborem), uréit intervaly monotonie.
VI. Nalézt lokdlni (a globélni) extrémy, urdit obor hodnot.

VII. Spocitat druhou derivaci (i s jejim defini¢nim oborem), uréit intervaly, kde je funkce kon-
vexni nebo konkdavni. Urdit inflexni body.

VIII. Rozhodnout, ma-li funkce néjaké asymptoty, pripadné je spocitat.

IX. Na zdklad¢ zjisténych poznatkd nacrtnout graf funkce.
VETA (O inflexnich bodech)
Necht a € R. Pokud f”(a) existuje a je nenulovd, pak a neni inflexnim bodem funkce f.

Necht [,a,p € R, | < a < p. Necht md funkce f spojitou prvni derivaci na inter-
valu (I, p). Necht plati, Ze

e [Vx € (l,a): f’(x) <0]al[Vx € (a,p): f'(x)> 0], nebo
e [Vx € (l,a): f'(x) > 0]a[Vx € (a,p): f"(x) < 0]

Pak je a inflexnim bodem funkce f.

VETA
[l' 3 . flx) . 3
xlrinoo(f(x)—(a-r+b)) —0] & x1—1>rinooT =a eR/\xgrinoo(f(x) —a-x)=q€eR

Priklady:
1. Vysetrete prabéh funkce log (|e* + e* —2|).

2. VySetrete prubéhy funkci:

a) =, d) arcsin(cos®x)
b) x /1 — x2 e) e~x2+3x~7
¢c) sinx + cos®x f) arccos (25)
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