Uzavrené a otevrené mnoziny

2. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Teorie:

DEFINICE

Necht M C R". Bod x € M nazveme vnitfnim bodem mnoziny M, pokud existuje
r > 0 tak, Ze B(x,r) C M. MnozZinu véech vnitfnich boda zna¢ime Int M.

Déle, mnoZina hrani¢nich bodd mnozZiny M je

H(M) := {x € R": [Vr >0: Blx,r)NM # @ ABlx,r)n (R"\ M) # ﬂ”

Uzdvér mnoZiny M je pak definovan jako M := M U H(M).
Ddle pro x € R" definujme vzdalenost bodu x od mnoziny M jako

olx, M) := inf{o(x,y): y € M}
VETA (Definice uzavirené mnoziny)
Necht M C R". Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
e HM)C M
e M =M

({xn} M, x, sxeRY)=xeM

o M = {x ¢ R": olx,M) =0}

R™\ M je oteviena.
Spliuje-li mnoZina M libovolnou z nich, #ikdme o ni Ze je uzaviena.
Navic, pro M C R" plati, ze M = {x € R": o(x, M) = 0}.
VETA (Definice otevfené mnoziny)
Necht M C R". Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
e Vx ¢ Mdr >0: Blx,r)C M
e IntM =M
e R"\ M je uzavrena.

Spliiuje-li mnozina M libovolnou z nich, rikdme o ni Ze je oteviena.



Priklady:

1. Necht F C R" je neprazdnd konecna. Je pak F oteviend/uzaviend? Jak vypadd
H(F),F a IntF?

2. U nasledujicich mnoZin rozhodnéte, zdali jsou oteviené, zdali jsou uzaviené, a po-
piste jak vypadd H(F),F a IntF:

a) M:={1: neN}

b) M:={%: neN}u{0}

c) M:=N

d) M:=Q

e) M:={[x,y] e R*: x >0,y <0}
f) Mi= [,y eR: ¥+ 4 <1}
g M ={[x,y]ER2: ’%2+%2=1}

h) M := {[x,y] cER?: |x —y|=x —J/}
3. Existuje mnozina, kterd je otevrend i uzavirend?
* 4. Popiste vSéechny podmnoziny R", které jsou otevrrené i uzavirené.

x 5. Sierpinského tésnéni je fraktdl definovany jako prtnik do sebe vnorenych mno-
Zin S;, tedy S := (o, Si, kde S; je trojuhelnik, a S,,1 dostaneme z S, odstranénim
Jprostrednich otevirenych trojuhelnika”. Je to vidét z obrazkd (S; az Sg):

Je S otevirend, pripadné uzavirend mnozina? Jak vypadaji H(S), S a Int S?



Uzavrené a otevrené mnoziny

1. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Vysledky:

1. F je uzavi‘end, neni oteviend. H(F) = F = F, IntF = {.

2. a) Neni uzavirend ani otevirend, H(M) = M = M U {0}, IntM = §.
b) Je uzaviend, neni otevitend, H(M) = M = M, IntM = §.
c) Je uzaviend, neni oteviend, HM) = M = M, IntM = 0.
d) Neni uzaviend ani otevirend, H(M) = M = R, IntM = 0.

)

e) Neni uzaviend ani oteviend, H(M) = {[x,y] e R*: (x =0Ay <0)V(y =0Ax >0)}.
M = {[x,y] € R*: x >0,y <0}. Int(M) = {[x,y] € R*: x >0,y < 0}.
f) Je oteviend, neni uzavirend. H(M) = {[x,y] c R2: ’%2 + %2 =1 },
wr xQ 2
M= {lx,y] € R% %+ 4 <1}, Int(M) = M.
g) Je uzavirend, neni otevitend. H(M) = M = M, Int(M) = 0.
h) M = {[x,y] € R*: x > y}. Tedy M je uzavfeng, neni oteviend.
HM) = {[x,y]eR* x =y}, M =M, Int(M) = {[x,y] e R?: x >y}

3. Jediné takové podmnoziny R" jsou § a R".



Parcialni derivace

3. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Priklady:

1. Spoctéte parcidlni derivace ndsledujicich funkci vSude, kde existuji:

a) x™my" i) |siny — sinx]|

b) e* i) Vx+y?

C) Xy +yz + zx k) flx,y) = \/xzilnx + y?)
d) /37 + 7 0.0 =

e) V/x5+ y3 D) fx,y) = e, £(0,0) = 0
) Jxl Iy m) (3)°

g) J/xy n) xz

h) |y — sinx| o) x¥°



Parcialni derivace

3. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Vysledky:

1. a) &£

L = mxm-lyn, gf = nx™y"! pro (x,y) € R

o

ox

C

d

5 5 5
é=y+z,%=x+y,—f=x+ypro(x,y,z)€R3.

Hlwy) = 2, Sfley) = 2, pokud (x,y) £ (0,01 £/(0,0)a 0,0

x24+y2

)
) & =y, § =xe™ pro (x,y) € R,
)
)

neexistuji.

e) Lix,y) = i/<§—Ts>2 2f(x,y) \/7 pokud y + —x. 2£(0,0) = Z(0,0) = 1,
Z(x, —x) a a;(x —Xx) neexistuji pro x # 0.
f) %(x,y |y| signx pro x # 0. ay(Jc V) = |x|signy pro y # 0. 6f -(0,0) = (0,0) =

0. ﬂ(O, y)proy +0a —(x,O) pro x # 0 neexistuji.

3x

g) Lix,y) = 35 pro x + 0. Llx,y) = y_ pro y # 0. 2£(0,0) = £(0,0) = 0.
§—§(O yiproy+0a < (x 0) pro x # 0 neexistuji.

h) %( y) = —sign(y — sinx) - cosx, a U (x,y) = sign(y — sinx), pokud ,y # sinx.
g(x sin x) neexistuje pro x € R. ( + ko, (—1)%) = 0 pro k € Z. (x sin x)
neex15tu3e pro x £ 3 + kot

i) gﬁ (x,y) = cosxsign(sinx — Smy) (x y) = —cosysign(sinx — siny), pokud

sinx # siny. 5(5 + ko, 5+ ) = ayf(2 + kot, § + ) = 0. V ostatnich bodech
parcidlni derivace neexistuji.
1 2 o of

o Of _ 9 _ 2y _ of 1.2
J) ( y) = 3wr ayf(xry> 53y’ pokud x # —y%, 6x( x%,x) a ay( x? ,X)

neexistuji pro x € R.

k) V (x, —x?) neexistuji parcidlni derivace pokud x? + x* #+ 1, pokud x? + x* = 1,
jsou obé parcidlni derivace nulové.
-1 -1

B [ e 2 B 2 X
1) ajfc = exZ+xy+y? . ﬁ’ 6; = exZixy+y? . (JCQ'S'—T'{W pro (x,y) -;L— (O, O),' v bodé (O, 0)
jsou obé parcidlni derivace nulové.
z-1 z—-1
m) Pokud x,y > 0 nebo x,y < 0, pak &L = 5(?) ;2 _;_35(%) .
z
X X
<;> -log;.
n) Pokud x >0ay # 0, pak 3 LA %-x%”; 2—£ = x* -logx-%; % = —x* logx - 5.

161‘

o) Pokud x,y > 0, pak 3 I = gz ¥, af = x¥" .logx-zy* = x¥ .logx-y*-logy.



Vsehochut funkci vice proménnych

4. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondrej Bouchala

Priklady:

1. Spoctéte parcidlni derivace funkce |y —cos x| vSude, kde existuji. Urcete, jak vypadd
te¢nd nadrovina v bodech (0,0) a (%,42).

2. Uvazujme funkci

203 — 1) —
flx,y):= (Blogx; gy\/arctanx.

a) Urcete defini¢ni obor funkce f a nacrtnéte ho.

b) Rozhodnéte, zdali je ten defini¢ni obor omezend mnoZina v R% DokaZte to.

* 3. Necht
Glx,y,z) = (x*- e +sin(x -y),x,x-z -y, x + 29" + z'7),

F(t,u,v,w) =u+uv —sin(lvw) + ut + u-v-w.

a) Spoditejte vSechny parcidlni derivace funkce F o G.

b) Urlete rovnice te¢né nadroviny v nule (v (0,0, 0)).

4. Urcete body, které by mohly byt lokdlnim nebo globdlnim extrémem funkce
x*+y? +22° —xy —xz + 2yz + 4y — 2x.

(Neboli najdéte body, kde je splnéna nutnd podminka existence extrému.)



Vsehochut funkci vice proménnych

4. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondrej Bouchala

Vysledky:

1. %[y — cosx| = sinx sign(y — cos(x)), %[y — cosx| = sign(y — cos(x)) pro y # cosx,
navic %Iy —cosx| = 0 pro (1,2kn) a (=1, + 2ki), k € Z. Jinde jiné parcidlni
derivace neexistuji.

Te¢né nadroviny jsou dany poporadé predpisy —y a éx + .

2. Trojahelnik s vrcholy (0,0), (0,4) a (3,0). Hrana x tam je, hrana y tam neni. Namin
tam jesté nejsou body, kde y = 1. Je to omezend mnozZina.

% 3. Parcidlni derivace jsou

0
aF(x,y,z) = 2x%e? + x cos(xy)y +

+1+xz -y +x%e? + sin(xy) + (xz — y)(x + 2y* + z1)+
+z[x —cos((xz — y)(x + 2¥* + 2"))(x + 29" + z'") + x(x + 29" + 27)] +
+x(xz — y) — cos((xz — y)(x + 29* + ') (xz — y)

2F(Jc, y,z) = x%cos(xy)—
oy

— [ (x +29* +2") = (x + 29" + 2'") cos ((xz — ) (x + 29* + 2'7)) + x| +
+8y° [x(xz — y) — (xz — y)cos ((xz — y) (x + 29* + z'7))]

0
gF(x,,y, z) = x’e’+

+x [x —cos((xz — y)(x + 29" + 2"7))(x + 29" + z") + x(x + 29" + 27)] +
+172'"° [— cos((xz — y)(x + 29" + z"))(xz — ¥) + x(xz — ¥)]

Nadrovina je pak ddna predpisem x + Oy + Oz.

(0, —4,9), <—L, —1(32 + f2),2> ) <

5 8 (—32+¢§),2>

1 1
2V/2' 8



Jedna implicitni funkce

5. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA (O implicitni funkei)
Necht n € N. Necht Q je oteviend podmnozina R**!, F : Q@ — R. Necht je funkce F tridy
BY(R). Necht xy € R, yo € R, [x0, ¥o] € Q. Necht jsou splnény ndsledujici podminky:

(1) F(xo,%0) =0,
(2) % (x0,30) # 0.

Pak existuji okoli U, bodu x; (xg € U, C 2 C R") a okoli bodu yy Uy (3o € U, C Q2 C R)
tak, ze
Vx € Uy3dly € Uy: Flx,y) =0.

Oznad¢ime-li navic toto y jako @(x), pak ¢ : U, — U, je funkce tridy G}(U,), kterad
splniuje vztah

8p, . oy o))
™ = T ()

prox e U,aje{l,...,n}



Priklady:
1. Je d4n vztah ™ + siny + y> = 1 a bod [2,0]:

a) Dokaizte, ze timto vztahem je definovdna hladkd funkce y = f(x) v jistém okoli
bodu 2, pro kterou plati f(2) = 0.

b) Napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé 2.
c) Spoctéte f7(2).

x d) Pro které body [a,0], a € R lIze dokazat tvrzeni analogické a)?
2. Je déan vztah x? + 2xy? + y* — y° = 0 a bod [0, 1].

a) Dokaizte, Ze timto vztahem je definovdna hladkd funkce y = f(x) v jistém okoli
bodu 0, pro kterou plati f(0) = 1.

b) Dokazte, ze funkce f roste v jistém okoli bodu 0.

¢) Je funkce f na okoli 0 konvexni nebo konkdvni?
3. Je ddn vztah x? + 2y + 322 + xy —z -9 =0abod [1, -2,1]:

a) Dokazte, ze timto vztahem je definovdna hladka funkce z = z(x, y) v jistém okoli
U bodu [1, —2], pro kterou plati z(1, —2) = 1.

b) Urcete &, & v okoli U.
c¢) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z = z(x,y) v bodé [1, —2].
4. Dokazte, Ze mnozina bodt [x,y, z] € R® které spltiuji vztah
x?+y? + 2> - 3xyz =0

je v okoli bodu [1,1,1] popsatelnd jako graf funkce f(x,y) definované na jistém
okoli bodu [1,1], pro kterou je f(1,1) = 1. Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu
funkce f v bodé [1,1].



Vicero implicitnich funkci

6. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA (O implicitnich funkcich)
Necht m, n € N. Necht Q2 je otevirend podmnozina R"*™, F : 2 — R™. Necht je funkce

F
po
(1)

(2)

tridy G'(Q2). Necht xo € R", yo € R™, [xg,¥0] € Q. Necht jsou splnény ndsledujici

dminky:
%Fi(xo.yo) g—fé(xo,yo) gy—ﬁ(xo,yo)
Z—if(xo,yo) S—Q(xo,yo) %(xo,yo)
# 0, kde |J| zna¢i determinant matice J.
%i,—’f(xo,yo) %FTI;(XO,VO) gl;—;’l‘(xo,yo)

Pak existuji okoli U, bodu x (xg € U, C 2 C R") a okoli bodu yy Uy (yo € Uy, C Q2 C R™)
tak, ze

Vx € Uy3dly € Uy: Flx,y) =0.

Oznacime-li navic toto y jako ¢(x), pak @ : U, — U, je funkce tridy G'(U,).

POZNAMKA

Determinant matice <(01 2> je roven ad — bc.

Priklady:

1.

Ukazte, Ze soustava rovnic
x?+y?+2%2 =1,
x2 +y% = 22

urduje v jistém okoli bodu [@Oﬁ] jednozna¢né funkce x = x(y) a z = z(y)
splnujici x(0) = z(0) = ‘/?Q Spoététe prvni derivace téchto dvou funkci v bodé 0. Lze
ted néco rict o monotonii funkei x(y), z(y) na né&jakém okoli bodu 0? Je funkce x

na okoli nuly konk4dvni?

10



2. Je ddn vztah x? + 2y + 322 + xy —z -9 =0a bod [1, -2,1]:
a) Dokazte, ze timto vztahem je definovdna hladka funkce z = z(x, y) v jistém okoli
U bodu [1, —2], pro kterou plati z(1, —2) = 1.
X 0z 0z 7
b) Urcete £Z, 5 v okoli U.
c¢) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z = z(x,y) v bodé [1, —2].
3. Dokazte, Ze mnozina bodt [x,y, z] € R® které spltiuji vztah

x*+y* +2* - 3xyz =0

je v okoli bodu [1,1,1] popsatelnd jako graf funkce f(x,y) definované na jistém
okoli bodu [1,1], pro kterou je f(1,1) = 1. Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu
funkce f v bodé [1,1].

4. Ukazte, Ze nésledujici soustavy rovnic urcuji v jistém okoli zadaného bodu [xg, ¥, U, Vo]
implicitné zadané funkce u, v (proménnych x a y). Spoditejte ob& prvni parcidlni
derivace téchto funkci v bodé [x¢, 3p]. Bude-li se vdm chtit, urcete rovnici te¢né
nadroviny.

a) Bod [1,0,1,0],
X = ucos (5) ,
Y = usin <£> .
b) Bod [e +1,€,1,%],

x =e"+usinv,

yv=e"—-ucosv.

Il

¢) Bod [1,2,0,0],
xe"V + 2uv =1,
u

1+v

u-—-v

yve — = 2x.

11



Extrémy funkci vice proménnych I

7. cvic¢eni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA
Necht K je kompaktni (tj. uzavifend a omezend) podmnozina R". Necht f je spojitd
funkce z K do R. Pak f nabyvd na K svého minima i maxima.

VETA (Lagrangeova véta o multiplikatoru)
Necht Q C R? je otevirend mnozina. Necht f a g jsou funkce z G'(Q2). Budiz

M :={[x,y] € Q: glx,y) =0},

a necht [xg, 9] € M je bodem lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M.
Potom je splnéna alespon jedna z ndsledujicich podminek:

(I)
Vgl(xo,¥0) = 0, neboli

0 0
ag(xo,yo) = @Q(xolyo) = 0.

(ITI) Existuje redlné &islo A spliujici

Vf(xo, ¥0) + AVg(xo, ¥) = 0, neboli
0 o, 50) + A g, 90) = (X0, 50) + A-Lglxo,90) = O
p 0,30 axg 0,¥0) = 3y 0,30 ayg 0,%0) = L.

Tomuto A se pak rikd Lagrangetv multiplikéator.

12



Priklady:

Naleznéte globdlni extrémy funkce f na mnoziné M:

1.

S T I

~

10.
11.
12.

fle,y) =x+y, M={[x,y] e R?: x?+y? <1}

flx,y,z) =xyz, M ={[x,y,z] e R®: x?+yp®+2z%=1}

fle,y) = e*, M = {[x,y] € R*: x* + 2y* < 1}

flx,y,z) = sin(x)sin(y)sin(z), M = {[x,y,z] e R*: x+y+z=%, x>0, y >0, z> 0}
flx,y) =x>+y, M={[x,9]cR?*: x>0,y >0, x +y <1}

fle,y,z) = xy?z%, M ={[x,y,z] eR*: x+2y +3z=a, x >0, y >0, z> 0}, kde
a > 0.

fle,y)=x, M ={[x,y]eR?*: 2>x>0,1>y >0, 2x +y <2}

fl,y)=x+y, M={[x,y]eR?: x3+y5—2xy =0, x>0, y >0}

13



Extrémy funkci vice proménnych 11

8. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA (Lagrangeova véta o multiplikatoru)
Necht Q C R? je otevirend mnozina. Necht f a g jsou funkce z G'(Q2). Budiz

M := {[x,y] € Q: glx,y) = 0},

a necht [xg,¥9] € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M.
Potom je splnéna alespon jedna z ndsledujicich podminek:

(I)
Vgl(xg,¥) = 0, neboli

0 0
ag(xo.yo) = @g(xo,yo) = 0.

(IT) Existuje redlné ¢&islo A splhujici

Vf(xo, ¥0) + AV g(xo, ¥) = 0, neboli

0 0 0 0
af(xolyo) + )Lag(xo,yo) = @f(xo,yo) + )»a—yg(xo,yo) = 0.

Priklady:

Naleznéte globdlni extrémy funkce f na mnoziné M:
1L fle,y)=x?+y, M={[x,y]eR* x>0, y>0, x+y <1}

2. flx,y,z) = xy?z°, M = {[x,y,z] cR’: x+2y +3z=a, x>0, y >0, z> 0}, kde
a > 0.

fle,y)=x, M={[x,y]eR?: 2>x>0,1>y >0, 2x +y < 2}
flx,y)=x+y, M={x,y] cR*: x°+y°-2xy =0, x >0, y >0}
flx,9,2) = (x +9)> + (x —y)* + 2z, M =[0,1] x [0,1] x [0,1]

flx,y) =y, M ={[x,y] € R (x?+y?)? - 2(x* — y*) = 0}

flx,y)=%2+% a>0b>0, M= {[x,y] € R*: x? +y? <1}

®» N o g N~ N

fle,y) =x?+y, M ={[x,y] € R?: 4y° —4y +x?2 =0, y >0}

14



Extrémy funkci vice proménnych II1

9. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA (Lagrangeova véta o multiplikatorech)
Necht n a m jsou prirozend Cisla. Necht Q2 C R" je otevfend mnozina. Necht gy, gy, ..., gm
a f jsou funkce z G'(Q2). Budiz

M:={zcQ: gi(z) =0,...,gm(z) = 0},

a necht zy € M je bodem lokdIniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M. Potom
je splnéna alespon jedna z nasledujicich podminek:

(I) Vektory Vgi(zg), Vgo(zo), ... Vgm(zo) jsou linedrné zavislé.
(II) Existuje redlnd &isla A4, ..., Ay splitujici

V(zo) + MV ai(zo) + eV ga(zo) + - -+ + AmVIm(20) = 0.

Priklady:
Neni-li rec¢eno jinak, pak urcete sup a inf funkce f na mnoziné M, a vysetrete, zdali
se téchto hodnot nabyva.

1. Ur&ete rozméry vodni nédrZe ve tvaru kvddru o objemu 32m? tak, aby dno a stény
meély dohromady nejmensi povrch.

2. flx,y,z) =x -2y + 2z

a) M= {[x,y,z] e R%: x? +y?+ 2> =1}
) M ={[x,y,z] eR®: x*+y°+2z°=1, x+y+z =0}

A
-

(x,y,z) = xyz

{[x,y,z] e R: x? + y? + z* =1}

[®)]

) M =
) M ={[x,y,z] eR®: x*+y°+2z°=1, x+y+z =0}

o

4. f(x,y,z) = sin(x) sin(y) sin(z)

M = {[x,y,z] € R*: x+y+z=g,x>0,y>0,z>0}.

B. flx,y,z) = xy?z®

M={[x,y,z]ecR* x+2y+3z=a, x>0, y >0}, kdea >0

* 6. floy,...,xn) =27 +---2xP

M= {[xg,...,x,] ER": xy4+--4x,=a, x1 >0,...,x, >0}, kdea>0,p>0an >2

15



Matice I - hodnost, inverze

10. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Teorie:

DEFINICE
Elementdrni rddkovou Gpravou matice rozumime jednu z ndsledujicich operacit:

(i) Zdména dvou radka.
(ii) Vynasobeni libovolného rddku nenulovym ¢&islem.
(iii) Pri¢teni ndsobku jednoho #ddku k druhému.
DEFINICE
Hodnosti matice A rozumime pocet nenulovych rddku po transformaci na schodovitou
matici (prevedeni do odstupriovaného tvaru), znac¢ime ji h(A).
TVRZENI

(a) KaZdou matici Ize pomoci elementdrnich rddkovgch aprav pirevést na schodovitou
matici.

(b) h(A) = h(AT).
(c) Pro ¢tvercovou matici A € M(n x n) je ekvivalentni:

(i) A je reguldrni (neboli existuje matice inverzni).

)
(ii) A lze pomoci elementdrnich Gprav prevést na jednotkovou matici.
(iii) h(A) =
)

(iv) A md nenulovy determinant.

16



Priklady:

1.

Uréete hodnost matic (v zdvislosti na parametru) a rozhodnéte, zdali se jedné o
matici reguldrni:

1213 2@ —-1) Ba+1) a 2a
o 2451 e | l-a) -2 -1 2
36 725 a 2a a a+1
L83 T
1 2 2 3 5 1 -1 0 -3
b |6 15 12 25 42 r -2 2 -10
9 5 4 8 14 fy (7 -1+ 1 -9
1 1 2 —4 -7 2.0 -2 -4
6 -1 2 -7
a1 1 1
C) 1 a 1 a 11 1 1 1
11 a a a212a
o%%a—-1) Ba+1) a 9|56 713
dl-a) -2 -1 1 2 a 21
a 2a a 1 01 01

Najdéte inverzni matice k ndsledujicim maticim:

1 2 -1 1 2 -3 1
a2 3 o 29 3 1 2
0 -1 1 7 1 4 3
1 1 -2 1
12 1 1
1 0 -1 g 100 -t
by [-1 1 0 01 1 0
2 1 3 12 0 0

Na zdkladé vysledkti predchozich prikladd napiste inverzni matice k maticim, které
vzniknou:

a) Prehozenim prvniho a druhého rddku v matici z prikladu 2. a).

b) Vyndsobenim ¢tvrtého rddku matice z prikladu 2. ¢) ¢islem 11.

c) Pri¢tenim sedmindsobku tretiho rddku k prvnimu rddku v matici z prikladu 2.
b).

d) Z matice v prikladu 2. d) tak, Ze misto prvniho rddku napiSeme trojndsobek
druhého a misto druhého pétindsobek prvniho.

17



Matice I - hodnost, inverze

10. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Vysledky:

1. a) 3 e) 3proa + —1,2proa = —1
b) 3
) f) 3
c)3proa+1,1proa=1
d) 3 proa ¢ {0, —1,2}, 2 jinak g) 4proa+1,3proa =1
3 -1 3 0 —1/21 5/42 11/42
2.4) | -2 1 -2 o) —1/2 23/42 -5/42 5/21

-2 1 -1/2 13/42 -1/42 1/21

1/2  -5/42 1/21 -25/42

2 2 2 -3

1/2 -1/6 1/6 d) -1 -1 -1 2

b) [ 1/2 5/6 1/6 1 1 2 -2
-1/2 -1/6 1/6 2 1 2 -3

3. Inverzni matice vzniknou z inverzni matice k ptivodni matici

a) prehozenim prvniho a druhého sloupce;
b

C

)
) vyndsobenim ¢tvrtého sloupce ¢islem 1/11;

) odectenim sedmindsobku prvniho sloupce od tretiho sloupce;

d) tak, Ze misto prvniho sloupce napiseme 1/3 druhého a misto druhého sloupce
1/5 prvniho.

(To vSe lze zdtvodnit napriklad s pouZitim definice inverzni matice a definice ma-
ticového ndsobeni. Jind, méné prima moznost je vhodné pouzit vétu o ndsobeni a
transformaci.)

18



Matice Il - soustavy rovnic, determinant

11. cvi¢eni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Priklady:
022 2 3
1. Najdéte vSechna redlnd reseni soustavy rovnic | 1 3 2 4| 5 |.
310 4|-2
1 2 3
2. Vyreste soustavu danou matici A:= [ 2 8 6 | s vektory pravych stran:
35 6 14
(a) by :=(1,6,8)T
(b) by :=(0,8,0)T
(c) bs:=(1,18,28)T
3. Spoctéte nésledujici determinanty:
1 -1 0 -3 1 2 -1 1
7T -2 2 -10 (e)10 0o -1
(@ (7 -1 1 -9 01t 1 O
2 0 -2 -4 12 0 O
6 -1 2 -7
1 2 -
(b) g 31 (1) 1213
- () 2 4 51
1 0 -1 36 75
© -1 1 0 4857
2 1 3
1 2 -3 1
(d) 2 3 -1 2 246 427 327
7T -1 4 3 (g) (1014 543 443
1 1 -2 -1 =342 721 621

* 4. Urlete, Cemu se rovna determinant matice, kterd vznikne:
(a) z matice v prikladu 3 (b) pterovndnim radkd v poradi 2,3,1;

b) vyndsobenim matice v prikladu 3 (c) ¢islem —1;

d

e) sou¢inem matic z prikladu 3 (d) a 3 (e);

(d) vyndsobenim matice z prikladu 3 (g) ¢islem 1/100;
(

)
)
(c) prerovndnim sloupctt v matici z prikladu 3 (d) v poradi 4,2,1,3;
)
)
(f) jako ATAB, kde A je matice z prikladu 3 (a) a B matice z prikladu 3 (f);

19



5. Najdéte reseni soustav linedrnich rovnic:

x + 2y — z =1 X -z =-2
(@) 4 2x + 3y =1 (b) -x + Y =1
| -y + z =1 2c + y + 3z =13
[ x; + 2x9 — 3x3 + x; =-5
() 4 201 + 3x9 — x3 + 2x; =0
7I1 — Xo + 4x3 — 3I4 =15
L X1 + Xy — 2x3 — x, =-3
[ Xy + QXQ - X3 + X4 = 2
X1 — X4y = —1
(d) ] X9 + X3 =0
| X1+ 2x = -1
[ x; + 2x9 + 2x5 + 3x, =5
(e) 4 6x; + 15xy + 12x5 + 2bx, = 42
2I1 + 5I2 + 4x3 + 8)?4 =14
L X1 - Xy + 2x3 - b, = -7

6. Pro které pravé strany md soustava se stejnou matici jako v prikladu 5 (e) reseni?

02 2 a
. 1x y T X2 , ., . 1 3 b 5
7. Najdéte vSechna redlna ¢isla a, b, c, pro kterd maji matice A := 5 4 4 9
1 4 —4c 7
1 2a 3
aB:=[11lc 7 -8b | stejny determinant.
1 9 2
8. Najdéte vSechny matice X, které komutuji s matici A := <_11 _21> neboli takové

matice X, Ze XA = AX.

20



Vysledky:

-2 1

4 1
1 +

0 -1

2. (@) (—4,1,1)7
(b) (—4,2,0)"
(c) (=22,4,5)7

3. (a) Neexistuje (neni ¢tvercova)

(g) -29400000

~N O

o

21

Prévé pro (244,b,c,d)

det(A) = —16ab — 44ac + 4a + T4b +
216¢c — 6, det(B) = —7 + 72b — 16ab +
297c — 44ac, FeSeni ¢ = g-(1 + 4a + 2b).

a b _[d-2c —2c
-2 a-b, c d



Rady s nezapornymi c¢leny
12. cviCeni

Teorie:
VETA (Nutnd podminka konvergence)

Pokud Y, a, konverguje, pak lim, ., a, = 0.

VETA (Srovndavaci kritérium)
Necht posloupnosti {a,} a {b,} spliuji, Ze Vn € N: 0 < a, < b,. Potom plati ndsledujici
implikace:

e (3, b, konverguje) = (3>, a, konverguje)
e (Y0, a, diverguje) = (Y, b, diverguje)
VETA (Limitni srovndvaci kritérium)

Nechtc € R* a nechf posloupnosti nezdpornych ¢isel {a, } a {b,} spliiujf lim,, ., g = c.
Potop plati:

e Je-li c € (0,00), pak (¥.,7; an konverguje) < (3, b, konverguje).
e Jellic =0, pak (Y., by konverguje) = (Y, a, konverguje).
o Aje-lic = oo, pak (Y, by diverguje) = (3>, a, diverguje).

VETA (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Necht je {a,} libovolna posloupnost. Potom plati, Ze:

o <limn_)OO V]an| < 1> = (Y}, a, konverguje absolutné)

o <1im,,l_>OO Van| > 1> = (¥, a, diverguje)

VETA (d’Alambertovo podilové kritérium)
Necht {a,} je posloupnost nenulovgch ¢&isel. Potom plati:

An+1
an

o <limn_,oo < 1) = (Y}, a, konverguje absolutng)

An+1
an

° (Hm,Hoo > 1) = (3, a, diverguje)

VETA (Leibnizovo kritérium)
Necht {a,} je monoténni posloupnost jdouci k nule (lim,_,, a, = 0). Pak Y, (—1)"a,
konverguje.

TVRZENI
Rada Yo, ni—a konverguje, pravé kdyz a > 1. Rada Y, q" konverguje, pravé kdyz
q e (—-1,1).
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Priklady:
VySetrete konvergenci ndsledujicich rad s nezdpornymi ¢leny v zavislosti na parametru
acR:

00 . 00 n?
(a) anl a” (J) Zn:l ﬁ

00 1 00 7
(b) Y it nvt (k) Y onet oo
(¢) Yoolt 7r—isnss (1) Yo,y n'9e
(d) 3o, A (m) Y > n-logn

o8] 1

© T i ) Lot gy

00 a-n 00  ny/n+2n
(f) Zn=1n e (0) Zn=1 n\Q/:;_rﬁ

00 12 00 o4 (—1m \ "
(9) Lo o () Loy (25)

00 2n+1 00 3n _SH
(h) Yoo, 2 (q) S Yot Vites
() Yoot 3o (r) Yoo, vrioyn-2
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Rady s obecnymi ¢leny
13. cviceni

Teorie:
VETA (Nutnd podminka konvergence)

Pokud Y, a, konverguje, pak lim,_,, a, = 0.

VETA (Srovnavaci kritérium)
Necht posloupnosti {a,} a {b,} spliuji, Ze Vn € N: 0 < a, < b,. Potom plati ndsledujici
implikace:

e (3, b, konverguje) = (3>, a, konverguje)
o (3, a, diverguje) = (Y., b, diverguje)
VETA (Limitni srovnavaci kritérium)

Nechfc € R* a necht posloupnosti nezdpornygch &isel {a,} a {b,} splfuji lim,_, B =c.
Potop plati:

e Je-li c € (0,00), pak (Y, an, konverguje) < (37, b, konverguje).
e Je-lic =0, pak (Y}, by, konverguje) = (Y, a, konverguje).
e Aje-lic = oo, pak (Y, by diverguje) = (3>, a, diverguje).

VETA (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Necht je {a,} libovolna posloupnost. Potom plati, Ze:

o <limn_>OO Van| < 1> = (Y}, a, konverguje absolutné)

o <limn_>OO Van| > 1> = (3, a, diverguje)

VETA (d’Alambertovo podilové kritérium)
Necht {a,} je posloupnost nenulovych ¢&isel. Potom plati:

o <limn_>OO < 1) = (3>, a, konverguje absolutné)

An+1
n

a

o <limn_>OO > 1) = (32, a, diverguje)

An+1
n

VETA (Leibnizovo kritérium)
Necht {a,} je monoténni posloupnost jdouci k nule (lim,_,., a, = 0). Pak ¥>°, (—1)"a,
konverguje.

TvRZENI
Rada Y, -1 konverguje, pravé kdyz o > 1.

Rada Y 7, g™ konverguje, pravé kdyz q € (—1,1).
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Priklady:

Vysetrete konvergenci ndsledujicich fad s nezdpornymi ¢leny v zavislosti na parametru
x eR:

(a) 3250, (—1)n (2ed00)" (k) Yoo, G

(b) 3o (—1) (st ) Yo, SR

(c) Xop, S (m) 30 o

(d) Y50, () 2meinas () Y0, 5

(€) Yoney(—1)n 2t (0) Yoy st

(f) Soniy (1)t (p) Yooy sin (3 + nor) &
(g) Yooy Zix" (@) Yoolylog (%) arcsin &

(h) 3on_ynfx”
U IS )
(J) Zrolo=1 gl_jxn * (S) Zf:i sin(n—j -
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