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(Analýza obalu dat)

Martin Branda

Univerzita Karlova
Matematicko-fyzikálńı fakulta
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Motivace

3 firmy:

1 2 3

Suroviny (vstupy) 3 6 3

Výrobky (výstupy) 7 11 5

Která pracuje nejlépe – efektivně – eficientně?

7

3
>

11

6
>

5

3
,

tedy (asi) firma 1.

Co když je vstupů a výstupů v́ıce?

Co když zdvojnásobeńım vstupů nemůžu zdvojnásobit výrobu?
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Decision Making Units

Vyšeťrujeme eficienci homogenńıch jednotek (Decision Making Units,
DMU), j = 1, . . . , n, na základě

Vstup̊u: X = {xij}, i = 1, . . . ,m, preferujeme nižš́ı hodnoty,

Výstup̊u: Y = {yrj}, r = 1, . . . , s, preferujeme vyš̌śı hodnoty.

Předpokládáme, že data jsou kladná.
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Př́ıklad – bankovńı pobočky

Vstupy

počet zaměstnanc̊u (dále děleno dle kvalifikace: junior, senior,
vedoućı)

rozloha pobočky

mzdové/nemzdové náklady

Výstupy

počet uzav̌rených smluv (běžný účet, hypotéka, spoťrebitelská půjčka,
pojǐstěńı)

počet nově źıskaných klient̊u
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Př́ıklad – fakulty

Vstupy

počet zaměstnanc̊u (dále děleno dle kvalifikace: asistent, docent,
profesor)

počet student̊u, ktěŕı nastouṕı do 1. ročńıku

Výstupy

počet vědeckých publikaćı

počet absolvent̊u (Bc., Mgr., Ph.D.)
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Charnes–Cooper–Rhodes (CCR) model
Lineárně frakcionálńı formulace

Posouzeńı eficience jednotky1 0 ∈ {1, . . . , n}

max
ur ,vi

∑s
r=1 uryr0∑m
i=1 vixi0

s.t.∑s
r=1 uryrj∑m
i=1 vixij

≤ 1, j = 1, . . . , n,

ur ≥ 0, r = 1, . . . , s,

vi ≥ 0, i = 1, . . . ,m.

Každá jednotka dostane pro ni nejvýhodněǰśı váhy ur , vi .

Jednotka 0 je eficientńı, právě když je optimálńı hodnota rovna jedné, a
neeficientńı, právě když je optimálńı hodnota menš́ı než jedna.

1Použ́ıváme tradičńı značeńı z DEA literatury, které však neńı úplně p̌rehledné.
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Charnesova–Cooperova transformace

Úlohu je možné p̌revést na LP pomoćı Charnesovy–Cooperovy
transformace. Polož́ıme

t =
1∑m

i=1 vixi0
,

ũr = t · ur ,
ṽi = t · vi ,

č́ımž odstrańıme pod́ıly a źıskáme úlohu LP ..

23-04-2020 7 / 29



Charnes–Cooper–Rhodes (CCR) model
Multiplikátorová formulace

LP po Charnesově–Cooperově transformaci:

max
ur ,vi

s∑
r=1

uryr0

s.t.
m∑
i=1

vixi0 = 1,

s∑
r=1

uryrj −
m∑
i=1

vixij ≤ 0, j = 1, . . . , n,

ur ≥ 0, r = 1, . . . , s,

vi ≥ 0, i = 1, . . . ,m.
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Charnes–Cooper–Rhodes (CCR) model
Duálńı reformulace

Dualita v LP – primárńı úloha:

v1 . . . vm u1 . . . us
≥ 0 . . . ≥ 0 ≥ 0 . . . ≥ 0

x10 . . . xm0 0 . . . 0 = 1
−x11 . . . xm1 y11 . . . ys1 ≤ 0

. . . . . .
−x1n . . . xmn y1n . . . ysn ≤ 0

0 . . . 0 y10 . . . ys0 max
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Charnes–Cooper–Rhodes (CCR) model
Duálńı reformulace

Dualita v LP – primárńı a duálńı úloha:

v1 . . . vm u1 . . . us
≥ 0 . . . ≥ 0 ≥ 0 . . . ≥ 0

θ ∈ R x10 . . . xm0 0 . . . 0 = 1
λ1 ≥ 0 −x11 . . . xm1 y11 . . . ys1 ≤ 0
...

... . . .
...

... . . .
...

...
λn ≥ 0 −x1n . . . xmn y1n . . . ysn ≤ 0

≥ ≥ ≥ ≥ min

0 . . . 0 y10 . . . ys0 max

23-04-2020 10 / 29



Charnes–Cooper–Rhodes (CCR) model
Duálńı (obalová) formulace – orientace na vstupy

min
θ,λj

θ

s.t.

n∑
j=1

λjxij ≤ θxi0, i = 1, . . . ,m,

n∑
j=1

λjyrj ≥ yr0, r = 1, . . . , s,

λj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Interpretace: každé omezeńı odpov́ıdá jednomu vstupu i , resp. výstupu r .
Lineárńı kombinace výstupů dosahuje nejméně úrovně výstupů vyšeťrované
jednotky 0. Lineárńı kombinace vstupů dosahuje nejvýše úrovně vstupů
jednotky 0 a je-li možná redukce všech vstupů, tedy θ < 1, je vyšeťrovaná
jednotka 0 neeficientńı. Neńı-li redukce možná, tedy θ = 1, je 0 eficientńı.
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Charnes–Cooper–Rhodes (CCR) model
Multiplikátorová formulace

Přidáme infinitezimálńı ε > 0, aby byly všechny vstupy a výstupy zahrnuty

max
ur ,vi

s∑
r=1

uryr0

s.t.
m∑
i=1

vixi0 = 1,

s∑
r=1

uryrj −
m∑
i=1

vixij ≤ 0, j = 1, . . . , n,

ur ≥ ε, r = 1, . . . , s,

vi ≥ ε, i = 1, . . . ,m.
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Charnes–Cooper–Rhodes (CCR) model
Duálńı reformulace

v1 . . . vm u1 . . . us
≥ 0 . . . ≥ 0 ≥ 0 . . . ≥ 0

θ ∈ R x10 . . . xm0 0 . . . 0 = 1
λ1 ≥ 0 −x11 . . . xm1 y11 . . . ys1 ≤ 0
...

...
...

...
...

...
...

...
λn ≥ 0 −x1n . . . xmn y1n . . . ysn ≤ 0
s−1 ≥ 0 −1 . . . 0 0 . . . 0 ≤ −ε
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
s−m ≥ 0 0 . . . −1 0 . . . 0 ≤ −ε
s+

1 ≥ 0 0 . . . 0 −1 . . . 0 ≤ −ε
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
s+
s ≥ 0 0 . . . 0 0 . . . −1 ≤ −ε

≥ ≥ ≥ ≥ min

0 . . . 0 y10 . . . ys0 max
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Charnes–Cooper–Rhodes (CCR) model
Duálńı (obalová) formulace

V duálńı formulaci dostáváme skluzové proměnné s−i , s
+
r s penalizaćı v

účelové funkci:

min
θ,λj ,s

−
i ,s

+
r

θ − ε

(
m∑
i=1

s−i +
s∑

r=1

s+
r

)
s.t.

n∑
j=1

λjxij + s−i = θxi0, i = 1, . . . ,m,

n∑
j=1

λjyrj − s+
r = yr0, r = 1, . . . , s,

λj ≥ 0, j = 1, . . . , n,

s−i ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

s+
r ≥ 0, r = 1, . . . , s.
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Klasifikace jednotek

Nechť θ∗, s−∗
i , s+∗

r je optimálńı řešeńı, potom jednotka 0 je

Neeficientńı, pokud θ∗ < 1.

Slabě eficientńı, pokud θ∗ = 1 a existuje kladná skluzová proměnná,
tj. s−∗

ĩ
> 0 nebo s+∗

r̃ > 0.

Silně eficientńı, pokud θ∗ = 1 a všechny skluzové proměnné jsou
nulové, tj. s−∗

i = 0, ∀i a s+∗
r = 0, ∀r .
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Production possibility set

Množina možných produkt̊u

PPS =

(x , y) : xi =
n∑

j=1

λjxij , yr =
n∑

j=1

λjyrj , λj ≥ 0

 .

Obsahuje skutečné jednotky i umělé, které jsou vytvǒreny jako nezáporné
kombinace (nezáporný obal) skutečných jednotek. Vůči této množině je
stanovena (ne-)eficience jednotek.
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Výnosy z rozsahu

Vzniká otázka: Rostou se vstupy proporcionálně i výstupy, je to
technologicky možné? Tj. plat́ı

(x , y) ∈ PPS, α > 0 =⇒ (αx , αy) ∈ PPS ?

Plat́ı-li, konstantńı výnosy z rozsahu (Constant Returns to Scale – CRS).

Neplat́ı-li, variabilńı výnosy z rozsahu (Variable Returns to Scale –
VRS): modifikace na konvexńı obal

PPSVRS =

(x , y) : xi =
n∑

j=1

λjxij , yr =
n∑

j=1

λjyrj ,
n∑

j=1

λj = 1, λj ≥ 0
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Výnosy z rozsahu
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Výnosy z rozsahu

Z obrázku vid́ıme:

CRS vede na nejmenš́ı konvexńı kužel obsahuj́ıćı data,

VRS uvažuje horńı konvexńı obal dat.

Zároveň je žrejmé, že každá CRS eficientńı jednotka je i VRS eficientńı,
naopak to ale neplat́ı.
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Banker–Charnes–Cooper (BCC) model
Duálńı (obalová) formulace – orientace na vstupy

min
θ,λj ,s

−
i ,s

+
r

θ − ε

(
m∑
i=1

s−i +
s∑

r=1

s+
r

)
s.t.

n∑
j=1

λjxij + s−i = θxi0, i = 1, . . . ,m,

n∑
j=1

λjyrj − s+
r = yr0, r = 1, . . . , s,

n∑
j=1

λj = 1,

λj ≥ 0, s−i ≥ 0, s+
r ≥ 0.
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Př́ıklad – 3 firmy

1 2 3

Suroviny (vstupy) 3 6 3

Výrobky (výstupy) 7 11 5

Položme ε = 0

CRS eficientńı: firma 1

f1: θ∗ = 1
f2: θ∗ = 0.786
f3: θ∗ = 0.714

VRS eficientńı: firmy 1 a 2

f1: θ∗ = 1
f2: θ∗ = 1
f3: θ∗ =?
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Př́ıklad – 3 firmy

1 2 3

Suroviny (vstupy) 3 6 3

Výrobky (výstupy) 7 11 5

Položme ε = 0

CRS eficientńı: firma 1

f1: θ∗ = 1
f2: θ∗ = 0.786
f3: θ∗ = 0.714

VRS eficientńı: firmy 1 a 2 i 3

f1: θ∗ = 1
f2: θ∗ = 1
f3: θ∗ = 1 (vstupy už nejdou zlepšit → model orientovaný na výstupy)
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Banker–Charnes–Cooper (BCC) model
Duálńı (obalová) formulace – orientace na výstupy

max
ϕ,λj ,s

−
i ,s

+
r

ϕ + ε

(
m∑
i=1

s−i +
s∑

r=1

s+
r

)
s.t.

n∑
j=1

λjxij + s−i = xi0, i = 1, . . . ,m,

n∑
j=1

λjyrj − s+
r = ϕ yr0, r = 1, . . . , s,

n∑
j=1

λj = 1,

λj ≥ 0, s−i ≥ 0, s+
r ≥ 0.
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Daľśı DEA modely

Tone (2001) slack-based model = model založený (čistě) na skluzových
proměnných:

min
λj ,s

−
i ,s

+
r

1− 1/m
∑m

i=1 s
−
i /xi0

1 + 1/s
∑s

r=1 s
+
r /yr0

s.t.
n∑

j=1

λjxij + s−i = xi0, i = 1, . . . ,m,

n∑
j=1

λjyrj − s+
r = yr0, r = 1, . . . , s,

λj ≥ 0, s−i ≥ 0, s+
r ≥ 0.

Charnesova–Cooperova transformace na LP (na cvičeńı).
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DEA ve finanćıch

Chceme porovnat nap̌ŕıklad n investičńıch fondů charakterizovaných
náhodnými výnosy Rj .

Vstupy: ḿıry rizika, transakčńı náklady, ...

Výstupy: ḿıry výnosnosti, ...

Uvažujme jednoduchý model s jedńım vstupem a výstupem

x1j = CVaR0.95(Rj), y1j = E[Rj ].

Předpokládejme, že CVaR0.95 je pro naše fondy kladný2.

2Tento p̌redpoklad lze vynechat p̌ri použit́ı obecněǰśıch DEA model̊u.
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DEA ve finanćıch

(BCC=VRS) model v duálńı formě

min
θ,λj

θ

s.t.

n∑
j=1

λj CVaR0.95(Rj) ≤ θ · CVaR0.95(R0),

n∑
j=1

λj E[Rj ] ≥ E[R0],

n∑
j=1

λj = 1,

λj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

23-04-2020 26 / 29



Zat́ımco
∑n

j=1 λj E[Rj ] je očekávaný výnos portfolia, prvńı omezeńı
p̌redstavuje pouze horńı mez pro riziko portfolia, neboť (d́ıky konvexitě
CVaRu) dostáváme

n∑
j=1

λj CVaR0.95(Rj) ≥ CVaR0.95

 n∑
j=1

λj Rj

 .

BCC model nadhodnocuje skóre → DEA model s diverzifikaćı

min
θ,λj

θ

s.t. CVaR0.95

 n∑
j=1

λj Rj

 ≤ θ · CVaR0.95(R0),

n∑
j=1

λj E[Rj ] ≥ E[R0],

n∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, . . . , n.
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Daľśı DEA modely

Supereficience – sěrazeńı eficientńıch jednotek

Náhodná data (chance-constrained DEA)

Záporná/reálná data (DEA based on directional-distance measure)

Dynamické/v́ıceperiodické modely (dynamic/network DEA)

...
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