1.1, i)

Vyfesme

v =2 > 1.
20 — 8

Jmenovatel nesmi byt nulovy, tedy = # 4. Jeho znaménko se méni v bodé 4, proto rozlisime dvé
moznosti.
Pro x > 4 se smér nerovnosti nezméni:

r—22>2r—8 <— x <6.
Dostéavame (4, 6]. Pro = < 4 se smér nerovnosti obrati:
r—2<2xr—8 << x > 6,

coz s podminkou z < 4 nema feseni. Celkem tedy

x € (4,6] |
1.1, ii)
Resme
log1/3(:r2 —3z+3)>0.
Protoze

log u __10gu
log(1/3) ~ log3

logy /3 u =

a log 3 > 0, pozadujeme
log(z? — 3z +3) < 0.

3\? 3
w2—3x+3:<x—) + -

Vyraz

2 4

je kladny pro vSechna z. Proto (pomoci toho ze logaritmus je rostouci funkce) zbyva podminka

2?2 —3z+3<1,
22 —3x+2<0,
(x—1)(x—2)<0.

Tedy
x € [1,2]]

1.2

Nacrtnéme graf funkce
flx) = lllx] =1 = 1] = 1].

Budeme postupovat presné podle toho, jak je vyraz vytvoren: vidy nejprve odecteme 1 a potom
vezmeme absolutni hodnotu.

1. Zaéneme funkci fy(x) = |z|



2. Odecdteme 1

Polozme
fi(@) = |z — 1.
7 predchoziho predpisu dostavame
—r—1, <0,
€Tr) =
(@) {x—l, x> 0.
Graf funkce fy jsme tedy posunuli o jednu jednotku dold. Nuly jsou z = -1 a x = 1.

3. Vezmeme absolutni hodnotu

Nyni
fa(2) = [[z] = 1] = | fi(2)].

Cast grafu fi, ktera lezi pod osou x, pfeklopime nad osu z. Algebraicky rozlisime intervaly uréené

body —1, 0 a 1:
—x—1, x< -1,
SRl TR
T —1, x> 1.
Napiiklad pro —1 <z <0 je —z —1 <0, a proto
|-z —1=z+1.
Podobné pro 0 < x <1 jex —1 <0, takze
lr —1]=1—=.

4. Znovu odecéteme 1

Polozme
fa(@) = [lx] = 1] = 1= fo(2) -
Od kazdé vétve predpisu fo jednoduse odec¢teme 1:

—x — 2,

fa(z) =

0<z<1,

Graf funkce fo se posunul o jednu jednotku doli. Nové nuly jsou z =

5. Znovu vezmeme absolutni hodnotu

Nyni
fa(z) = [[Ja] = 1] = 1| = | f3(=)].

Zaporné Casti grafu f3 opét prekloplme nad osu z. Dostaneme

—r—2, x< -2

T+ 2, —2<zx< -1,

-, -1 <2 <0,

fa(z) =

z, 0<z<1,

2 —x, 1<x <2

T —2, x> 2.

-2, x=0axz=2.



Napiiklad:

6. Jesté jednou odecteme 1

PoloZzme

fs(@) = ||lz] = 1] = 1| = 1 = fa(z) -

Opét odec¢teme 1 od kazdé vétve:

4+ 1, —2<x< -1,
—r—1, —-1<z<0,
rz—1, 0<z <1,
1—ux, 1<x <2,

\a:—3, x> 2.

—r—3, x< -2,

7. Posledni absolutni hodnota

Hledana funkce je

f(@) = fs(@)] = ||« = 1] = 1] = 1].

Vgechny ¢asti grafu fs pod osou x pieklopime nad osu x.

Pro prvni vétev plati
r—3, x< -3,
|—z—-3|= { N
x <

T+ 3, -3 <

Pro vétev x + 1 plati
Pro vétev x — 1 plati

A pro posledni vétev



Celkem tedy

—r—3, =< ,

z+ 3, -3 <x < -2,
—x—1, -2<z<-1,
z+1, -1 <z <0,

1—ux, 0<z<1,
r—1, 1<x <2,
33—,
l:c—3, x> 3.

Graf prochazi body
(_37())7 (_271)a (_1>O)a (0,1),

(1,0), (1),  (3,0),

a je soumeérny podle osy .

1.3

Necht N
f@) == 7

Aby byla odmocnina definovana, musi byt x > 0. Soucasné 4 — \/x # 0, tedy x # 16. Proto

Dy =1[0,16) U (16, 00).
Pokusme se najit inverzni funkci. Z rovnosti

2Vr
4=V

y prd
dostavame

4y = y/T + 2V/x,
4y
r=—,
Ve y+2
164>
(y+2)2

Je nutné, aby y # —2 a

47y>0

Odtud
Hy = (—00,—-2)U[0,00).

JelikoZ je f na svém defini¢nim oboru prosté, existuje f~! a

164>
(y +2)?’

fﬁl(y> - Y€ (_007 _2) U [07 OO)



1.4

Pouzijeme souctové vzorce:

sin bx = sin(3z + 2x)

= sin 3x cos 2z + cos 3z sin 2.

Dosazenim
sin3z = 3sinz — 4sin® r, cosdx = 4cosdz — 3cosz,

2 2

sin2x = 2sinxcosx, cos2x =cos”x —sin”x

obdrzime napiiklad tvar

sinbx = 16sin® z — 20sin® z + 5sinx |,

1.5

Dokéazeme, ze pro a,b € R plati
|a+ 0] < |af +[b].

Rozlisime pripady podle znamének a a b.
Maji-li a a b stejné znaménko (pfipadné je nékteré z nich nulové), plati rovnost

la + b = |a] + [b].
Maji-li opa¢na znaménka, pak
la+ b = [la| — [bl] < |a| +[?].
Posledni nerovnost plyne napiiklad z toho, Ze pii |a| > |b| méame
|lal = [b]] = lal — (8] < |a] + [b];

ptipad |b| > |a| je obdobny.
Alternativné miZeme pouZzit vyjadieni
|a + b| = max{a + b, —a — b},
la] + |b| = max{a, —a} + max{b, —b}
= max{a + b,a — b, —a + b, —a — b}.

Prvni maximum se bere z podmnoziny druhé mnoziny, a proto |a + b| < |a| + |b|.

1.6, i)
Vyteste
sin 2z = sin x.

Protoze

sin2x = 2sinz cos x,
dostavame

2sinx cosx = sinz,
tedy

sinz(2cosz — 1) = 0.



Proto
sinx =0 nebo cosST = —.

Prvni moznost dava
sinz =0 < z € {km; ke€Z}.

Ve druhém pfipadé
1 1 1
cosT = 3 <— x € arccosi + 2km, 2kw — arccos 5; kelZsy.
Regenim je tedy sjednoceni mnozin
1 1
{km; k € Z} U arccos 5t 2km, 2km — arccos 2 kel

neboli

xe{kw:keZ}U{kaig:keZ}.

1.6, ii)
Vyfteste
2sinx 4+ cosx = 1.

Tato rovnice je ekvivalentni soustavé
2sinz + cosz > 0 a (2sinz + cosz)? = 1.

Po umocnéni dostavame

2

4sin’® x + 4sinz cosx + cos® & = 1,

3sin®z 4+ 4sinz cosz = 0,

sinz(3sinz + 4cosx) = 0.

Proto
sinz =0 nebo 3sinx +4cosx = 0.

Jestlize
sinz = 0,

pak po dosazeni do ptivodni rovnice musi platit cosx = 1. Dostavame
x € {2km; k € Z}.

Jestlize
3sinxz +4cosxz =0,

pak cosx # 0 a miZzeme rovnici vydélit vyrazem cos x:
dtanz +4 =0,

tedy

) 4
any = ——.
3

4
T € {arctan <—3> + km; k€ Z} .

6

Odtud



Musime v8ak zachovat podminku

2sinx + cosx > 0.

Pro jedno z odpovidajicich ramen jednotkové kruznice plati

sinz = — cosx = ——
57 )

5
a tedy

2sinx +cosx =2 -

4
T € {arctan (—3) + 7+ 2km; k € Z} .

4
{2km; ke Z}U {arctan <—3) + 7+ 2km; k€ Z} .

o >~

Vyhovuji proto pravé thly

Celkové feseni je

1.6, iii)
Vyteste
log(2? +1) = 2log(3 — z).

Pouzijeme vztah
bloga = log(a®), a>0, beR.

Nejprve musi platit
3—x >0,

tedy
T < 3.

Ptivodni rovnici miazeme prepsat jako
2 _ 2
log(z® + 1) =log(3 — x)~.
Logaritmus je prosté funkce, a proto

2 +1=(3-1x)°

Tedy
22 4+1=9—6x+ 22,
6x = 8,
4
r=—.
3
Protoze
s
3 )

nalezena hodnota patif do definiéniho oboru. Regenim je tedy



