2.1 i)

Dokazeme indukci, Ze

PoloZzme n = 1. Potom

takZe tvrzeni plati.
Predpokladejme jeho platnost pro n — 1, kde n > 2, tedy

(n—1)n(2n — 1)
Zk2 5

Pri¢teme n?. Na levé strané nyni mame > orq k2 a

"~ 5 (n—1)n(2n — 1) 4 6n
Zk2 - 6

2n3 4+ 3n? +n
6
n(n+1)(2n+1)
G )

2.1 ii)
Dokazeme, Ze
n
1
Sk =(1+2+- (Zk> :(”JF))
k=1
Platnost pro n = 1 je zfejma. Pfedpokladejme platnost pro n — 1, tedy
= il o\’ nt — 2n3 4 n?
kS = k| =———.
- () -
k=1 k=1
na obou stranich a dostaneme

Zkg n? +2n +n® <n(n2+1)>2

Pii¢teme n?

2.1 iii)
Dokazeme indukei, Ze pro a # 0, a # 1 a n € Ny plati

n+1_1

n
Zak:1~|—a+a2+---+a”:
— a—1

Pro n = 0 plati

0

-1
E ak:aozlza ,
— a—1

k=0

—



takZe tvrzeni je pravdivé.
Predpokladejme jeho platnost pro néjaké n € Ny, tedy

an-i—l —1

n

k

a = —7.
> at ==
k=0

Pii¢teme a”t! a dostaneme

n+1 n
Zakzzak+an+1
k=0 k=0

_ a1 N an-‘rl

a—1
B an+1 S an+1(a o 1)
N a—1
an+2_1
T oa—-1

Tim jsme dokézali tvrzeni pro n + 1.
Pro a = 1 plati zvlast

2.2 i)

Dokazeme, Ze
n

D (2i—-1)=n

=1
Pro n =1 dostavame 1 = 1, takZe tvrzeni zfejmé plati. Pfedpoklddejme jeho platnost pro n.
Pri¢teme dalsi liché ¢islo 2n + 1:

n n+1
@n+1)+> (2i-1)=) (2i—1)
=1 =1
=n*+2n+1
= (n+1)%

2.2 ii)
Dokéazeme, Ze
(I+z)">1+nx prox > —1, neN.
Pro n = 1 plati rovnost. Pfedpokladejme, Ze
(1+2)" > 1+ nz.
ProtoZze 1 4+ x > 0, mtiZeme obé strany vynasobit vyrazem 1 + x:
(I+2)"1+z)> (14 nz)(l+2)

=1+ (n+ 1)z + na?
> 14 (n+ 1)z

Tim jsme dokazali tvrzeni pro n + 1.



2.3, i)

Dokazeme, Ze
n < 2™

Pro n =1 je tvrzeni zifejmé. Pro n > 2 predpokladejme, ze vyrok plati, tedy
n < 2™
Protoze 2™ > 1, dostavame

n+1<2"4+1<2"42n =ontl

2.3, ii)

Dokazeme, Ze
n? < 2on pro n # 3.

Pron = 0,1, 2 tvrzeni snadno ovéfime. Pro n = 4 plati
16 = 4% < 2* = 16.
Necht nyni tvrzeni plati pro néjaké n > 4. Mame

n+ 1)2 2 1
n n n

protoze

2 1
I+-+5<2 = n?—2n—1>0,
n o n
a polynom 22 — 2z — 1 je kladny na (1 + v/2,00), pficemz 1 + /2 < 3. Proto

(n+1)? <2n?<2.2" =2

2.4, i)

Dokazeme Pascaltv vztah:

<Z> - <k | 1> - k!(nni PIRECE 1)!(2!— K1)
n!

R AR C)
B (n+1)!
(k+D)(n—k)!

< 1>
k+1)

Dokazeme indukci, Ze

Pro n =1 plati



Podle ¢asti i) je

7 indukénfho predpokladu tedy plyne

+1
k .

k=0
2.4, iii)

Dokéazeme, ze

Mame

n!

< (n—1)!
=n), (n—1)— (k- 1))k —1)!

kde jsme v predposlednim fadku polozili j = k — 1 a v poslednim pouZili ¢ast 2.4, ii).

2.5

DokaZeme binomickou vétu indukci. Uzivame Pascaliv vztah

0-G)+()



Pro n =1 je tvrzeni (a + b)! = a + b ziejmé. Predpokladejme, 7e véta plati pro n — 1. Potom

(a4+b)"=(a+b)""a+b)

_ (i " B 1>ak’bn_1_k> (a +b)

k=0
—(n-1 k+1pn—1—Fk —(n-1 kpn—k

= < f )a b" +Z< i >a b"
k=0 k=0

n—1
n—1 n—1
:a”+b”—|—z<< >+< >>akb”_k
e \\k—1 k

_ <Z> aFpn—k
k=0

2.6

Pouzijeme ¢ast 2.4, i). Plati
2n\ _ (2n-—1 n 2n —1
2k)  \2k—1 2k )
Sectenim pres k dostavame vSechny Cleny binomického souc¢tu pro 2n — 1, a tedy

n 9 2n—1 m—1 .
> ()= 2 (") -
k=0

J=0

2.7

Dokéazeme, Ze
(n+1)" < nntt pro n > 3.

Pro n = 3 snadno ovéfime
4% = 64 < 3* = 81.

Necht tvrzeni plati pro n — 1, tedy
n" < (n—1)"

Chceme dostat
(TL + 1)n S nn—i—l'

Staci si v&imnout, Ze
n+1 n
<

0< ,
n n—1

nebot 1
n + < n

< — n?-1<n%
n n—1

Funkce x +— 2™ je na (0, 00) rostouci, takze

() = ()

Vynésobenim této nerovnosti indukénim pfedpokladem dostavame

(n+1)" <n"t



2.8

DokéZeme aritmeticko-geometrickou nerovnost

induk¢énim postupem.
Krok 1: n=1. Tvrzeni je zfejmé.

Krok 2: n = 2n. Rozdélime soucet na dvé poloviny:

1 2n 1 1 n 1 2n
=1 =1 i=n+1

1
> 5({1/961"'3071-1- Y/ Tpy1 - Tan)

> \/{L/xl"'an/IEnJrl"'fL‘zn
= X/x1X2 "+ Tap.

Ve druhé nerovnosti jsme pouzili

a;bz\/%,

ktera po umocnéni na druhou plyne z (a — b)? > 0.

Krok 3: n=n—1. Zvolme
Typ = "VT1T0 - Tp_1.

7 nerovnosti pro n proménnych dostaviame

n—1
1 1
- g i+ — "N/X1Tp—1 2 "R/T1 Tp—1
n n

1=

Po prevedeni druhého ¢lenu doprava a pouziti
1 < 1)‘1 1
(1= -
n n n—1

1 n—1
—1 E Ti = "N/T1Tpo1.
i=1

obdrzime

Kroky 1-3 dokazuji tvrzeni pro vSechna n € N.



