3.1
1. Viz 1.6.
2. Uvazujme nejprve piipady z,y > 0. Pak zfejmé
||z = [yl| = |z —yl.
Podobne, kdyz nebo x,y < 0, pak
|z = [yl| = ly — 2| = & — yl.
Necht nyni bez Gjmy na obecnosti x > 0 a y < 0. Potom

|z —yl = [|lz| + |yl| = |=| + [y = |=| — |y]

a zaroven
2| + [y > |y| — |z].
Tedy
lz —yl > ||z| — |yl|.
3.2, 1)
Vyrok

Ve,yeR: 22+42>0

neni pravdivy. Jeho negace je
dr,y e R: x2—|—y2 <0.

Staci uvazovat x =y = 0.

3.2, 2)
Uvazujme vyrok
Ve e (0,00) IyeNy: (y<z)A(y+1>ux).

Jeho negace je
dr e (0,00) VyeNg: (z<y)V(y+1<x).

Najdéme prvni k € N, pro které k > x. Takové k musi existovat diky Archimédovu principu.
Polozme y = k — 1. Potom y < z, protoze kdyby y > z, bylo by to ve sporu s tim, ze k je
nejmensi piirozené ¢islo vétsi nez x. Zaroven y + 1 = k > x. Pivodni vyrok tedy plati.

Pro x € R~ staci napfiklad uvazovat x = —1.

3.2, 3)

Uvazujme vyrok
VeeRIyeNy: (y<z)A(y+1>x).

Jeho negace je
dJreRYyeNy: (z<y)V(y+1<a).

Stac¢i napiiklad uvazovat z = —1.



3.2,

4)

Uvazujme vyrok

Ve>030>0VzeR: 0<|lz—1<d = |z—-3|<e.

Jeho negace je

e>0Vi>03zeR: 0<|z—1<d a |z—3>ec

Zvolme € = 1 a poloZzme

i 5 1+5
r =min<{ = — 5.
2’ 2

Potom |z — 1| € (0,9), ale

3

Negace tedy plati.

3.3

1.

3.4

Uvazujme vyrok
VeeNJyeNVzeR: z>zx=z2>y.

Jeho negace je
JreNVyeNdzeR: z>z A z2<y.

Ptvodni vyrok plati: pro dané x stac¢i zvolit napiiklad y = .

. Uvazujme vyrok

VaeR3Ie>03dacRVzeR: z€(a,a+e) < |r—a| <1

Plati: sta¢i zvolit « =a+1 a e =2, nebot (a,a+2) = (o —1,a +1).

Negace tohoto vyroku je
JaeeRVe>0VaeRIzeR: (z€ (a,ate)A|lz—al>1)V(jlz—al < 1Az ¢ (a,a+¢)).
Uvazujme vyrok
JaeRVe>0VaeRIxeR: z€(a,a+¢e) < |z—al <1
Jeho negace je
VaeRIe>03dacRVzeR: (z€ (a,a+e)A[z—al >1)V(Jz—a| < 1Az ¢ (a,a+¢)).

Negace plati. Pro libovolné a € R zvolme ¢ = 1 a o« = a + 3. Je-li z € (a,a + 1), pak
|z —a| > 2 > 1. Jestlize naopak |z —a| < 1, pak z > a + 2, a tedy = ¢ (a,a + 1).

YmeMVzeZ: (S(m,z)ALi(m,z))V-S(m,z).
VzeZ3ImeM: La(m,z).

dzeZdmiy,meeM: myF#mg A S(ml,z) /\LQ(mQ,Z).



3.9

1. DokaZeme sporem, Ze v/2 + /3 ¢ Q. Pfedpokladejme, 7e v/3 4+ v/2 € Q. Protoze
(B34 = 1,

platilo by také v/3 — v/2 € Q, a tedy 2v/2 € Q. To je spor s iracionalitou isla v/2.

Pro tplnost: kdyby v/2 = n/m pro nesoudélna n,m € N, pak n? = 2m?2. Cislo n by bylo
sudé, a nasledné také m, coz je spor s jejich nesoudélnosti.

2. Necht
S ={n?:neN}

a necht m € N\ S. Ukazeme, ze v/m ¢ Q. Rozlozme
m=k{'k} -k,
kde k; jsou prvocisla. ProtoZe m neni ¢tverec, alespon jeden exponent j; je lichy. Kdyby

V/m = p/q pro nesoudélna p, q € N, pak by p?/q?> = m. Exponent kazdého prvocisla v p? i
¢? je vdak sudy, coz dava spor u prvoéisla s lichym exponentem v rozkladu m.

3.6
Necht f: X =Y a A, BCY.

1. Dokazeme, Ze
f7HAUB) = (AU FU(B).
Pro x € X plati
r€f 1 (AUB) < f(z) € AUB
<~ f(r)e AV f(x)eB
— zecf YA uUFYB).
2. DokézZeme, ze
fTHANB) = YA\ f71(B).
Pro x € X plati
z€ fTHA\B) < f(z)e A A f(z)¢ B
= zefHA) AazgfH(B)
= ze [THAN\[TH(B).

3.7
Necht A, B C X.
1. DokéZzeme De Morgantv zakon
X\(ANnB)=(X\4)U(X\B).
Pro x € X plati

re€X\(ANB) <= z€ X AN ~(x € ANB)
< zeX AN (x¢AV x¢B)
<— ze€(X\A)U(X\B).



2. Obdobné
X\(AUB)=(X\A4)Nn(X\B),

protoze
r€X\(AUB) <= z€ X N ~(r€ AUB)

— (ze X\A)AN(reX\B)
— ze(X\A4)N(X\DB).

3.8
Necht f: X =Y a A, BC X.
1. Plati
f(AUB) = f(A)uU f(B),
nebot
f(AUB)={yeY :3z € AUB, f(z) =y}

={yeY:(FrecA flx)=y)V(3zeB, flx)=y)}
— f(A)U (B).
2. Obecné plati pouze
f(ANB) C f(A) N f(B).
Je-li y € f(AN B), existuje x € AN B takové, ze f(z) = y. Odtud y € f(A) a zaroven
y € f(B).
Opacna inkluze obecné neplati. Napiiklad pro f =sin, A = [0,27] a B = [47, 67r] mame

ANB=o, [(ANB) =2, f(A)=f(B)=[-11]
3. Plati

JF(AN\B) 2 f(A)\ f(B).

Jestlize y € f(A) \ f(B), pak existuje z € A's f(z) = y a zadny prvek B se nezobrazuje
nay. Protox ¢ B, tedy r € A\ Bayec f(A\ B).

Opacné inkluze obecné neplati. Pro f =sin, A = [-27,27] a B = [0, 27] je
A\ B =[-2m0),  f(A\B)=[-1,1],

zatimco

f(A)=f(B)=[-1,1,  f(A\[f(B)=2.



