Cviceni 4 — Suprema a infima
Reseni

V celém feseni pouzivame konvenci N = {1,2,3,...}. Suprema a infima chapeme jako redlna
¢isla; v pripade ze realny horni (dolni) mez neexistuje piSeme, ze pfislusné supremum je oo (nebo
infimum je —o0).

Priklad 4.1

A. A=[0,1).
inf A=0, sup A =1.

Supremum. Pro kazdé x € A plati x < 1, takze 1 je horni zdvora mnoziny A. Necht ¢ < 1.

Polozme
t+1

2
Jestlize t <0, pakuz0€ Aa0 >t Jestlize 0 <t <1, potomt<z<l1,tedyxz € A. V
obou ptipadech ¢ neni horni zavora A. Proto je 1 nejmensi horni zavora.

X

Infimum. Pro kazdé x € A plati z > 0, a navic 0 € A. Cislo 0 je tedy minimum mnoziny A,
a proto také jeji infimum. Maximum mnozina nemé, protoze 1 ¢ A a pro kazdé = € A plati
r<(r+1)/2<1.

B. B={-1/n;n € N}.
inf B=—1, sup B = 0.
Infimum. Pron > 1 je —1/n > —1 a pro n = 1 nastava rovnost. Tedy —1 = min B = inf B.

Supremum. VSechny prvky B jsou zaporné, takze 0 je horni zavora. Je-li t < 0, zvolime
n € N tak velké, aby n > 1/(—t). Potom

1
— >,
n

takze t neni horni zévora. Proto sup B = 0. Maximum neexistuje, protoze 0 ¢ B.
—1) —1)
C:{n+( );nGN}:{1+( );nGN}.
n n
Pro lichd n je ¢len 1 —1/n > 0 a pro sudé n je ¢len 1+ 1/n > 0. Hodnoty 0 dosdhneme pro

n =1, takze 0 = min C = inf C'. Pro licha n je ¢len mensi nez 1, zatimco pro suda n > 2
plati

1+1<1+1—3
n = 2 2

Pro n = 2 nastava rovnost. Proto

inf C'=minC = 0, SupC:maXC:g.



D. D= {n{-Y";n e N}

Vsechny prvky D jsou kladné, tedy 0 je dolni zévora. Necht ¢ > 0. Zvolime liché n > 1/t.
Pak n(-D" = 1/n < t, takze t neni dolni zavora. Proto inf D = 0; minimum neexistuje,
nebot 0 ¢ D.

Pro sudé n je n=D" = n. Ke kazdému K € R lze zvolit sudé n > K, a pak jeprvek n € D
vétsi nez K. Mnozina tedy neni shora omezena. Tudiz

inf D =0, sup D = 0.

E. E={1/\y/n;n € N}.
Pro kazdé n € N plati 0 < 1/y/n <1 a pro n = 1 nastdva na pravé strané rovnost. Proto

sup £ = max E = 1. Cislo 0 je dolni zévora. Je-li ¢ > 0, zvolime n > 1/t2; potom 1//n < t,
takze ¢ neni dolni zdvora. Tedy

inf £ =0, supE = 1.
Minimum neexistuje, protoze vSechny prvky F jsou kladné.

F. F={p/(p+q)p,q €N}
Pro vsechna p, ¢ € N plati

0<—— <1,
takze 0 je dolni a 1 horni zavora.

Je-li t < 1, pak pro t < 0 je libovolny prvek F' vétsi nez t. Pro 0 <t < 1 zvolime p € N tak,
aby p > t/(1 —t), a polozime ¢ = 1. Pak

b

— >,
p+1

takze t neni horni zavora. Proto sup F' = 1.

Je-li s > 0, zvolime ¢ € N tak, aby ¢ > 1/s — 1, a polozime p = 1. Potom 1/(1 4 q) < s,
takze s neni dolni{ zévora. Proto

inf FF =0, sup F' = 1.
Mnozina nemd minimum ani maximum, protoze nerovnosti 0 < p/(p + q) < 1 jsou ostré.

G. G = {sinz;z € (0,27]}.
Pro kazdé x € R plati —1 <sinx <1, takze —1 a 1 jsou prislusné zavory. Protoze

T 3T
in — = 1 i _— = —1
sin > , sin >

a oba body patii do (0, 27|, jsou obé zavory dosazeny. Tedy
inf G =minG = -1, supG = maxG = 1.
H. Protoze 1
sinzcosz = 5 sin(2x),

plati pro kazdé x € R

1 < < 1
—- <sinzcosz < —.
2~ -2

Horni zévory je dosazeno napiiklad pro z = w/4 a dolni pro = = 37 /4. Proto

1 1
inf H =min H = —5 sup H =max H = 5



I. I ={n?>—-m?n,meN}.

Necht K € R. Zvolime n € N tak velké, aby n? — 1 > K. Pro m = 1 pak dostaneme prvek
n? —1 € I vétsi nez K, takze I neni shora omezena. Déle zvolime m € N tak velké, aby
1-m?<K.Pron=1jel—m?c I mensnez K, takze I nenf ani zdola omezena. Proto

supl = o0 a infI = —occ.

J. J={27"+3"™"n e N}
Pron > 1 plati 27" <271 2 37" < 37! tedy
1 5

1
27" 43T < - - =
+ _2+3 6

Pro n = 1 nastava rovnost, takze sup J = max J = 5/6.

Vsechny prvky jsou kladné, takze 0 je dolni zavora. Necht s > 0. Navic je 37" < 27" a
tudiz je
27" 437 < 2t
Chceme ukazat ze infimum je nula a tudiz necht ¢ > 0 je dany. Zde je definovana funkce
log. Zvolme
loge ] +2
S Uoge‘ J+

o2 +2J eN.

> Wﬁgi;;” +1=:m € (0,00). Pak diky tomu, ze funkce loga exp jsou

rostouci a diky tomu, ze 27% = (2%)~!

Pozoirujme, ze m

= e~ 71982 plati

_ o _ -1 _ _
21 m < 21 m_ e [loge™" J+1-log2 < eloge log 2 <e.
Tudiz vidime, ze € neni dolni mez. Nicmeme 27",37" > 0 a tudiz nula je dolnim mezem a

tudiz infimum.

K= {03k ez,

Vsechny prvky jsou kladné, takze 0 je dolni zavora. Necht € > 0. Zvolime liché j tvrdime, ze
1ze zvolit potom k tak velké, aby 573" < e. Totiz staci najit k takove ze —3% < 198¢ neboli

log 5’
loge™?!
IOg( log5 )
>~ - 7

log 3

a jelikoz je prava strana realne cislo, toto lze diky Aristotlovu axiomu.
Nas prvek patii do K, a proto € neni dolni zavora. Odtud inf K = 0; minimum neexistuje.

Naopak, zvolime-li sudé j, dostavame prvky 53°. Ke kazdému R € R lze zvolit k tak velké,
aby 53° > R. Podobne jako drive staci

log ({&8) |

k>
log 3

Mnozina K tedy neni shora omezena. Proto

inf K =0, sup K = oo.



L. L={qeQq<V3}
7 definice L plyne, Ze v/3 je jeji horni zavora. Ke kazde k, najdeme prvek ¢ € Q takove ze
0 < V3 —t < 27F tak, ze vybereme nejvetsi z cisel {j27%;j € N, j27% < /3}. Mnozina je
konecna a tudiz maximum existuje. Protoze 27% < 1/k staci k libovolne € zvolit k := EJ +1.

Pak je v/3 -t < 27% < 1/k < €. Tudiz je kazdy horni mez vetsi nez v/3 — € pro kazde € > 0
neboli sup L = /3 Maximum neexistuje, nebot /3 ¢ Q.

Ke kazdému R € R lIze zvolit n € N tak velké, aby —n < R. Protoze —n € L, mnozina L
neni zdola omezena. Tedy

sup L = V/3, inf L v R neexistuje.

Teoreticky priklad 4.2

Predpokladejme, ze A a B jsou nepriazdné a omezené. Oznacme sq4 = sup A, i4 = inf A,
sg=supB aipg =inf B.

(1) Pro sjednoceni plati presné
sup(AU B) = max{sa, sp}, inf(AU B) = min{ia,ig}.

Napriklad max{s4, sp} je horni zédvora obou mnozin, a tedy i jejich sjednoceni. Kazda
horni zavora A U B je soucasné horni zavorou A i B, takze nemize byt mensi nez s ani
nez sg. Dikaz pro infimum je obdobny.

(2) Prunik muze byt prazdny; potom jeho supremum je —oo a infimum je co. Je-li AN B # (),
pak
max{ia,ip} <inf(AN B) <sup(ANB) < min{sa, sp}.

Obecné nelze z pouhych ¢tyr ¢isel s4,i4, sp,ip uréit presné supremum a infimum pruniku.
(3) Pro Minkowského soucet plati
sup(A+ B) = s4 + sB, inf(A+ B) =is+ip.

Skutecné, a +b < s4 + sp pro kazdé a € A, b € B. Navic pro kazdé € > 0 existuji a € A a
b e B takové, ze a > sq4 —€/2ab> sp —¢/2. Potom a+b > s4 + sp — ¢, takze mensi
¢islo uz horni zdvorou byt nemuze. Tvrzeni o infimu se dokaze analogicky.

(4) Rozdil A\ B muze byt prazdny; (viz 2 v tomto pripade). Je-li neprazdny, protoze A\ B C A,
plati pouze obecné odhady

ig <inf(A\ B) <sup(4\ B) < s4.

Ani ¢tyfi ¢isla sa,i4,$p,ip vysledek neurcuji. Napiiklad pro A = [0, 2] maji mnoZiny
B; ={0,2} a By = {0} U[1, 2] stejné infimum 0 a supremum 2, ale

A\B; =(0,2), A\ Bs=(0,1).

Teoreticky priklad 4.3

Je-li fi g shora omezend, pak pro kazdé x € M plati

f(z) <sup f(M),  g(z) <supg(M).



Sec¢tenim dostaneme

(f +9)(x) <sup f(M) +sup g(M).

Prava strana je tedy horni zdvora mnoziny (f + g)(M), a proto

[sup(f + g)(M) < sup f(M) + supg(M). |

Podobné, jsou-li f a g zdola omezené, pak pro kazdé x € M

f(z) znf f(M),  g(x) = inf g(M),

a tedy

|inf(f + g)(M) > inf f(M) + inf g(M). |

Obé nerovnosti mohou byt ostré. Vezméme M = {0,1} a definujme

f(z) ==, glz)=1-u.

Potom f 4+ g = 1. Mame tedy

sup(f +g)(M) =1 <2 =sup f(M) + sup g(M)

a zaroven

inf(f+g)(M)=1>0=inf f(M) + inf g(M).

Duvodem je, Ze maxima funkci f a g nastavaji v ruznych bodech; totéz plati pro minima.

Teoreticky priklad 4.4

Tvrzeni
VAcM: fYf(A)=A
plati pravé tehdy, kdyz je f prosté.

Je-li f prosté a x € f~1(f(A)), pak f(x) = f(a) pro néjaké a € A; z prostoty plyne r = a,
tedy x € A. Opacné inkluze plati pro kazdé zobrazeni. Naopak, plati-li rovnost pro vSechna
A, vezméme x,y € M s f(z) = f(y). Pro A= {z} madme y € f~1(f(A)) = A, a tedy y = z.

Tvrzeni

VBCcL: f(f/'(B)=B
plati pravé tehdy, kdyz je f na.
Pro kazdé zobrazeni plati f(f~1(B)) = BN f(M). Jeli f na, pak f(M) = L, takze
dostéavame B N L = B. Naopak z rovnosti pro B = L plyne f(M) = L, coz je pravé
surjektivita.



