5. Mohutnost mnozin — reseni

Budeme fikat, ze mnozina je spocetnd, ma-li mohutnost nejvyse Ng; koneé¢né mnoziny jsou
tedy také spocetné. Mnozinu vSech podmnozin mnoziny X znac¢ime P(X). Déle

No=|N[, c¢=[R|l=2%,

Opakované pouzijeme Cantorovu—Bernsteinovu vétu: existuji-li injekce A — B a B — A, pak
existuje bijekce A — B.

Priklad 5.1

Porovname mohutnosti vsech uvedenych mnozin.

(1)

(2)

Mnozina N je podle definice spocetné nekonec¢nd, tedy

IN| = Ro.

Mnozina Z je spocetné nekonec¢na. Napriklad posloupnost
0,1,-1,2,-2,3,-3,...
obsahuje kazdy prvek Z prévé jednou, a urcuje tedy bijekci Ng — Z. Proto |Z| = Ny.

Kazdé q € Q lze pravé jednim zpusobem zapsat jako ¢ = p/r, kdep € Z, r e N, r >0 a
ged(|p|,r) = 1. Zobrazeni

q— (p,7)
je proto injekce Q@ — Z x N. Soucin dvou spocetnych mnozin je spocetny (dvojice lze
napiiklad setadit podle |p|+r), takze Q je spocetnd. Jelikoz N C Q, je zaroven nekoneéna.
Tedy

Q[ = Ry.

Kazdé podmnoziné A C N pritadme jeji charakteristickou posloupnost (1 4(n))nen. Do-
stavame bijekci
P(N) +— {0, 1}V,

Cantorova véta dava |P(N)| > |N|. NiZe soucasné ukdzeme, ze |P(N)| = |R| = c.
Nejprve tvrdime, ze je zobrazeni
1
Ar— Z o ~ 0.000110010110101... (dame jednicky tam kde prvek je)

neA

proste P(N) — [0, 1]. Odhadneme totiz
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(6)

neboli jakmile dve posloupnosti lisi v jednom clenu, tak ani cely zbytek clenu nema sanci
dohnat pocet. Tudiz jakmile dve posloupnosti lisi, tak se lisi i soucet vyssi rady.

Opaénym smeérem zvolme ocislovani Q N[0, 1] = {¢1, g2, ...} a polozme
z+—{neN:q, <z}

Toto zobrazeni [0, 1] — P(N) je injektivni, protoze mezi dvéma riznymi redlnymi ¢isly
lezi racionalni ¢islo. Cantorova—Bernsteinova véta tedy dava |[0,1]] = |P(N)|. Jelikoz
(0,1) je bijektivni s R (naptiklad pomoci vhodné posunuté a preskdlované funkce tan),
dostavame

PN)| = c.

Z predchoziho bodu plyne |R| = ¢. Podle Cantorovy véty je mocninnd mnozina vzdy
ostfe vétsi nez puivodni mnozina, a proto

|P(R)| =2 > c¢=|R|.
VSechny ¢tyfi intervaly maji mohutnost ¢. Pro otevieny interval mame napiiklad bijekci

1 1
x — §+—arctanx z Rna (0,1).
T

Inkluze (0,1) C [0,1] CRa (0,1) C [0,1) C R spolu s Cantorovou-Bernsteinovou vétou
dévaji
1[0, 1] = [(0, D[ = ][0, )| = ¢.

Konec¢né [0,1] < [0,1]%, z — (=,0). Naopak z jiz dokdzané ekvivalence [0,1] ~ P(N)
dostavame injekci

[0,1]> < P(N) x P(N) — P(N), (A,B)— {2n:nc A} U{2n+1:n € B}.
Proto opét podle Cantorovy—Bernsteinovy véty

10,1)% = «.

Mnozina Py_g = {0,1,...,9}" viech nekone¢nych desitkovych posloupnosti ma mohut-
nost ¢. Injekce {0,1}N < Py_g je inkluze. Pro opaény smér zakédujeme kazdou cifru
Ctyfmi bity (naptiklad jeji bindrni reprezentaci doplnénou zleva nulami) a bloky za sebou
spojime. Tak vznikne injekce Py_g < {0, 1}, Tedy

|P0_9| = C.

Pro mnozinu Py; = {0, 1} jsme jiz sestrojili bijekci s P(N) pomoci charakteristickych
funkci. Proto
|P01| = C.
Necht K je mnozina vSech koneénych podmnozin N. Pro kazdé k € Ny oznacme
Kp={ACN:|A|l =k}

Mnozina Kj je spocetnd, protoze zobrazeni

{a1<~~-<ak}%>(a1,...,ak)



je injekef K, — N¥ a koneéné kartézska mocnina N¥ je spocetna. Jelikoz

K = K,
k=0

je K spocetna jako spocetné sjednoceni spocetnych mnozin. Zaroven je nekonecné, nebot

obsahuje vSechny jednoprvkové mnoziny {n}. Tedy

K| = Ro.

Souhrnné:

IN| = |Z| = |Q[ = |K| = R,
P(N)| = [R| = [[0,1]] =,
(0, ) = 1[0, 1)] = |[0,1]*| = ¢,
|Po—o| = |Po1| = ¢,
|[P(R)| = 2° > ¢ > Ry.

Priklad 5.2

Pracujeme v obvyklém ramci ZFC. Zejména v bodech (2) a (4) pouzivame prislusnou slabou
formu axiomu vybéru.

(1) Necht A C X a X je spocetna. Je-li X konecnd, je kone¢na i A. Jinak existuje surjekce
f:N—= X.Proa € A definujme
m(a) =min{n € N: f(n) = a}.

Minimum existuje diky dobrému usporadéani N. Jestlize a # b, pak m(a) # m(b), takze
m : A — N je injekce. Tedy A je spocetna.

(2) Necht (Ap)nen je posloupnost spocetnych mnozin. Pro kazdé neprézdné A, zvolme
surjekci f, : N = A,. Potom zobrazeni

F:{(nk)eN*: A, #2} = |J An,  F(n,k) = faulk),
neN

je surjektivni. Jeho defini¢ni obor je podmnozinou spo¢etné mnoziny N2, a je tedy spo-
¢etny podle bodu (1). Obraz spoéetné mnoziny je spocetny (viz nasledujici bod), takze
U,, An je spocetna.

Volba surjekci f,, pro vsechna n je pravé mistem, kde se v obecnosti pouzivd axiom
spoc¢etného vybéru. V ZF bez jakékoliv formy axiomu vybéru tvrzeni obecné dokazatelné
neni.

(3) Necht A je spocetnd a f : A — Y. Je-li A konecné, je konecény i obraz f(A). Je-li A
nekonecnd, existuje surjekce g : N — A. Slozeni

fog:N—= f(A)

je surjektivni, a proto je f(A) spocetna.



(4) Necht X je nekonec¢na. Rekurzivné zvolime prvky z, € X tak, aby byly navzajem rizné.
Zvolime x1 € X. Jsou-li jiz zvoleny z1,...,x,, je mnozina

X\{z1,...,zn}

neprazdnd, nebot jinak by X byla kone¢nd; z ni zvolime x,41. Zobrazeni n — =z, je
injekce N — X | takze {z,, : n € N} je nekoneénd spocetnd podmnozina X.

Tento rekurzivni vybér pouzivd axiom zdvislého vybéru (stac¢i i vhodna slabsi forma
axiomu vybéru). Bez axiomu vybéru muze v ZF existovat nekoneénd mnozina, kterd
nemad zadnou spocetné nekoneénou podmnozinu.

Tézky priklad 5.3

Ozna¢me 2<N mnozinu vsech koneénych posloupnosti nul a jednic¢ek. Je spocetnd, protoze
(o)
2N = | J{o,1}"
n=0

je spocetnym sjednocenim kone¢nych mnozin. Zvolme tedy injekci e : 2<N — N (dokonce lze
zvolit bijekei).
Pro kazdou nekoneénou binarni posloupnost = = (1, x2,...) € {0, 1} definujme

A, ={e(z|n):neN} CN,

kde z [n = (x1,...,x,) je pocatecni tsek délky n. Kazdd mnozina A, je nekoneénd, protoze
pocatecni tseky ruznych délek jsou rtzné a e je injektivni.

Jsou-li x # y, existuje nejmensi index k, pro ktery x # yi. Pro kazdé n > k jsou pocatecni
useky = [n a y [ n rizné. Navic poc¢atecni tseky riaznych délek se také nemohou rovnat. 7Z
injektivity e proto plyne

A, NAy={e(zn):1<n<k},

a tento prunik je kone¢ny (mé nejvyse k — 1 prvki).
Zobrazeni x — A, je injektivni: kdyby = # y, zvolime prvni index k, kde se lis{; naptiklad
kazdy pocatecni usek = délky n > k dava prvek A, ktery nelezi v A,. Rodina

A={A,:zec{0,1}}

mé tudiz mohutnost |A| = [{0,1}Y| = ¢, je tedy nespocetnd, a kazdé jeji dva riizné cleny maji
pouze kone¢ny prunik. To je pozadovana konstrukce.



