Cvicen{ 6: Skala funkef a limita posloupnosti podle definice
reseni

Definice a zakladni postup

Pro posloupnost (ay) a ¢islo a € R plati

lim a, =a <= Ve>03dIngeNVn>ny: |a,—a|]<e.

n—o0

Podobné
li_>man:+oo <— VKeRIgeNVR>ng: a, > K.
n [o.¢]

V diikkazu vlastn{ limity nejprve pro libovolné € > 0 hledame podminku na n, potom zvolime
konkrétni ng a ovéiime, ze podminka plati pro vSechna n > ng. Pfedpokladame N = {1,2,...}.

Piiklad 6.1: Skala funkci

Pro kladné posloupnosti definujeme

a
ap Kb, <= lim — =0.
n—oo by,

Necht 0 < p < qa0< a< . Dokizeme

1< (Inn) < (Inn)? < n? < n? < ™" < " < nl < n™,

1. 1 < (Inn)?

Je tieba ukazat 1/(Inn)? — 0. Necht € > 0. Pro n > 1 plati

-1
<e = Inn>e VP —= pn>e

(Inn)p

gfl/PJ

Volime ng = |e + 1. Pak pro kazdé n > ng plati pozadovana nerovnost.

2. (Inn)? < (Inn)?
Protoze ¢ —p > 0, mame pron > 1

(Inn)P 1
(Inn)?  (Inn)a—>p —0

na zakladé predchoziho kroku s exponentem g — p.



3. (Inn)? < n?
Ukazeme obecnéjsi tvrzeni: pro kazda p,q > 0 plati

q
lim (Inn)
n—oo npP

=0.

Polozme t = Inn; potom ¢t — +o00 a n? = eP!. Zvolme m € N tak, aby m > ¢q. Pro ¢t > 0 mame

ept > (pt)m
— m!

napiiklad z mocninného rozvoje exponencialy. Proto pro ¢t > 0

td m! 1

0<
- ept - pm tm—q

Véta o dvou policajtech dokazuje pozadovanou limitu. Pozndmka: Pokud dosud nebyl odivodnén
pouzity odhad exponenciély, 1ze toto tvrzeni vyuzit aZ po jeho dikazu na prednéasce.

4. n? <« nt
Piimo
nP 1
— = — 0,
n4 nd4—>r
protoze ¢ — p > 0.
5. nT e
Zvolime celé m > g. Potom
nd m! 1
0< — —0

6. e & efn

Protoze 8 — a > 0,

7. P < n)

Oznaéme a, = " /n!. Potom
B
e

a, n+1

an+1

Zvolme ng € N dost velké, aby pro kazdé n > ng platilo e®/(n + 1) < 1/2; staci napiiklad
ng = [2e7]. Tedy ani1 < an/2 a indukci

o<an0+kg“2% (k=0,1,2,...).

Prava strana konverguje k nule, a proto a,, — 0.



8. nlgn®

Pro n > 2 plati k < n/2 u prvnich [n/2] ¢initelt sou¢inu n! =1-2---n. U zbyvajicich ¢initeli
plati k < n. Dostavame

n/2 |
n! < (g)L P o2 < LS L —)
n

Tim je prvni skala dokazana.

Prevracena skala

Jestlize jsou an, b, > 0 a a, < by, pak

/by an 11
1/a, by

Obracenim pofadi a prevracenim jednotlivych ¢lent dostéavame

1
n "< ] e PM<we ™ <«nl<«n?<(Inn) %< (Inn)? < 1.

Jednotlivé limity uvedené v zadani

1. Pro k > 0 je lim, ;0o n'/* = +00. Pro K > 0 volime nyg = |K*| + 1 a pro K < 0 postaci
ng = 1.

Pro p > 0 je lim, oo Inn/nP =0 (krok 3 s ¢ = 1).

Pro a > 1 je lim, yoon/a™ =0 (krok 5s ¢ =1a a =1na).
Pro p >0, a > 1 je lim, oo n?/a™ = 0 (krok 5).

Pro b >a > 1 je lim, o0 a" /0" = limy, 00 (a/b)™ = 0.

Pro a > 1 je lim,, o a"/n! =0 (krok 7 s f =Ina).

lim,, oo n!/n™ = 0 (krok 8).

Pro p > 0 je lim,, ;o0 1/n? = 0: pro & > 0 volime ng = [¢~'/P| 4 1.

© ® N otk W

Pro k > 0 je limp_oo ¥k = 1. Je-li k = 1, tvrzeni je ziejmé. Je-li k > 1, polozme
Cpn = kY™ —1 > 0. Bernoulliova nerovnost dava

k-1
kE=(1+cy)" > 14 ncy, 0<e, <— —0.
n

Tedy kY™ =1+ ¢, — 1. Pro 0 < k < 1 polozime b = 1/k > 1; pak k'/" = 1/b1/" — 1.

10. Posledni uvedena limita lim,,_,o, Inn/n? = 0 je shodné s bodem 2.

Piiklad 6.1: Skala funkci

Pro kladné posloupnosti definujeme

ap € b, <= lim a—”:O.

n—oo by,

Necht 0 < p < qa0<a< . Dokizeme

1< (Inn)? < (Inn)? < n? < nd < e < " < nl < n"



Nejjednodussi kroky: 1, 2 a 4

Krok 1: 1 < (Inn)P. Necht € > 0. Pro n > 1 jsou podminky

1
(Inn)p

-1
<e <= Inn>ec /P = p>e /»

ekvivalentni. Polozime ng = Leafl/pj + 1. Pro v8echna n > ng pak prvni nerovnost plati.

Krok 2: (Inn)? < (Inn)?. Protoze ¢ — p > 0, mame pro n > 1

(Inn)P 1 0
(Inn)?  (Inn)a—P
podle prvniho kroku.
Krok 4: nP < n4. Protoze ¢ — p > 0, plati
p 1
o —0
n4 nd4—>r

Napfiklad pro libovolné € > 0 staci zvolit ng = [¢= /(@ P)| 4 1.

Krok 5 pred krokem 3: n? < e®"

UkéZeme dokonce, Ze pro libovolnd r > 0 a A > 0 plati

vvvvvv

Budeme postupovat od jednoduchého ke sloZitéjsimu.

Nejprve dokazeme n/e* — 0. Protoze e* > 1, miizeme psat e* = 1 + § pro jisté § > 0. Z
binomické véty pro n > 2 dostavime

n
n n __ n i n\ o2 n(n B 1) 2
e _(1+5)._§:<j>5 Zl—+n5+<é)5 > = 0%
7=0
Vsimnéme si, Ze linedrni ¢len nd zde nestaci: po vydéleni n by poskytl jen konstantni horni odhad.
Rozhodujici je kvadraticky ¢len. Proto pro n > 2

2
< - —0.

<
0= 2(n—1)

n
o
Pro tplnost lze posledni limitu ovéFit pifmo: pii e > 0 stadi vzit ng = max{2, |1+ 2/(6%)] + 1}.

Potom ptejdeme k libovolné mocniné n”. Zvolme m € N's m > r a polozme p = A/m > 0.

Pron >1 je
nm n \m
0< <5 = (an) —o
en eAn ebn

Posledni konvergence plyne z jiz dokédzaného vysledku pro linedrni mocninu a z véty o limité
soucinu. Volbou r = ¢ a A = a mame pozadovany krok 5.



Krok 3: (Inn)? < n” — nyni pomoci kroku 5

Zde nejdiive dokadzeme jednodussi tvrzeni

Inn

lim
n—oo NS

=0 pro kazdé s > 0.
To provedeme porovnanim n s mocninami ¢isla e, jak naznacuje postup na fotografii. Pro kazdé
celé n > 2 existuje celé k > 0 takové, ze
e <n < FL napiiklad k = [Inn].
Odtud k <Inn < k+1an®> e, tedy

lnn< k+1

ns — esk’ !

0<

KdyZz n — oo, pak také k = [Inn] — oo. Prava strana méa limitu nula: podle jiz dokdzaného
kroku 5 (pro linedrni mocninu a parametr s) plati

k+1 k1

ok — gk T U

Z véty o dvou policajtech tedy Inn/n® — 0.

Nyni vezméme libovolna p, g > 0 a polozme s = p/q > 0. Dostavame

(Inn)?  (Inn\*?
o\ — 0.

Tim je krok 3 dokizan, aniz bychom pouzili Taylortv rozvoj ¢ derivaci exponencialni funkce.

6. ™" & efn

Protoze B — a > 0,

67 — e_(ﬂ_a)n —0
efn
7. " < nl
Ozna¢me a, = €°"/n!. Potom
Ap+1 _ 6’8
an, n+1

Zvolme ng € N dost velké, aby pro kazdé n > ng platilo €®/(n + 1) < 1/2; staci napiiklad
ng = [2e7]. Tedy ani1 < an/2 a indukci

0<%ﬁk§%g (k=0,1,2,...).

Prava strana konverguje k nule, a proto a,, — 0.

8. nl«n?

Pron > 2 plati £ <n/2 u prvnich |n/2] ¢initeld sou¢inu n! =1-2---n. U zbyvajicich ¢initela
plati k < n. Dostavame
|
n< (2) PR 2 g P g2l g,
- 2 M - nn —_

Tim je prvni gkala dokazana.



Prevracena skala

Jestlize jsou an,, b, > 0 a a, < by, pak

1/b,  ay, 1 1
— 90, tedy — < —.
1/an, by ey < a

Obréacenim poradi a prevracenim jednotlivych ¢lenii dostavame

1
M S <M< ™ <nTl <P < (Inn) ! < (Inn) P < 1.
n.

Priklad 6.2: n — +o00

Pro K = 10,100, 1000, 10000 je nejmensi pfipustné n postupné 11,101,1001, 10001.
Diukaz podle definice. Necht K € R. Zvolme

o = max{1, | K| +1}.|

Pro kazdé n > ng plati
n>ng> |K|+1>K.

Proto lim,,_ oo n = +0c.

Pozor: Nestaci, ze posloupnost nabyva libovolné velkych hodnot. Definice pozaduje, aby vsechny
¢leny od jistého indexu pfekrodily K.

Priklad 6.3: n? — +o0

Pro K = 10,400, 1600 je nejmensi pripustné n postupné 4,21,41.
Piimy dikaz. Necht K € R. Volime

1, K <0,
ng =
TV IVE]+1, K>o0.

Pro n > ng mame v piipadé K < 0 nerovnost n? > 1 > K. V piipadé K > 0 plati n > VK, a
tudiz n? > K. To dokazuje lim,_soo n? = 400.

Druhy diikaz. Pro n > 1 plati n? > n. Pro libovolné K € R najdeme podle pfedchoziho pitkladu
no takové, ze n > K pro viechna n > ng. Pak n? > n > K. Tedy opét n?> — +oc.

Priklad 6.4: % —0

Nejprve ovéiime, ze posloupnost je klesajici:

13 13

N ES I

Samotné monotonie jesté nestadi k uréeni hodnoty limity.

Vn+l>yn>0 =

Dikaz podle definice. Necht € > 0. Pro n > 1 jsou nasledujici nerovnosti ekvivalentni:

13 13 169
—=<e &= 13<evn &= —<Vn &= — <n
3 g

NLD



Zvolme

169
=|— 1.
no = | =2 ]+
Jestlize n > ng, pak n > 169/¢2, a tedy
13 0 13 <
— —0l=—F<e.
vn vn

Proto lim,,_,~ 13/y/n = 0.

Priklad 6.5: Wt

Pro n > 1 plati 7n3 < 10n*, a proto

10n*+7mm3  20m* 2
0< < ==
10n8 10n8 nt

Necht € > 0. Nerovnost 2/n* < ¢ plati, jakmile n > (2/¢)'/4. Volime tedy

ng = [(2/e)Y*] + 1.

Pro vSsechna n > ng pak
10n* + 7n? 2
10n8
Tim je dokdzana pozadovana limita.

Jiny odhad:
10nt4+7m3 1 7 17 2
——=—+ —5 < < —.
10n8 nt  10n® — 10nt ~nt

Dopliujici priklady ze strany 7

n? + nsin(n?)

1. lim 5
n—o0 n
Plati 5 ) )
: y 1
n +ns21n(n ) :n+bln(n ) S T
n n n

Necht K € R. Zvolime ng € N tak, aby ng > K + 1. Pro vSechna n > ng je vyraz alespon

n —1 > K. Proto limita je .

7 Bernoulliovy nerovnosti

Tedy

Limita je @



Pron >2je3"/4>9/4 > 2, a tedy
37 (3m\"
—=—)] >2">14+n— +c0.
4n 4

Limita je [+o0].

1 200 10
4 qjm PEDT AR
e (n—1)1%

Pro n > 2 plati

+1)200 4 10 n+1 199
(n(nzl)wg > (n+1) o >n4+1— 4oo.

Limita je .

5. lim
n—o0o COS T

Tato limita neezistuje. Pouhy odhad |n/cosn| > n nesta¢i: znaménko cosn se méni.

Pro kazdé k € N necht pr € N je celé &islo nejblizsi 2km a ¢ € N celé ¢islo nejblizsi (2k + 1)7.
Potom
lpr — 2km| < %, lgx — (2k + )| < %

Protoze 1/2 < /2,
cospy > cos(1/2) > 0, cos g < —cos(1/2) < 0.

Navic pg, g — +o0. Proto

Ph > pr — +00, I < —qp — —o0.
COS Pk COS gk

Jsou to dvé podposloupnosti s neslucitelnym limitnim chovanim; piivodni posloupnost nemé ani
vlastni, ani nevlastni limitu. Vyrazy jsou definovany: cosn = 0 by vyzadovalo n = /2 + jm, coz
pro celé n neni mozné.

) n
6. lim 5
n—o0 COS2 N

Protoze 0 < cos?n < 1, dostavame

> n — +oo.

cos?n
Limita je .

7. lim n'/*
n—oo

Necht K € R. Pro K < 0 staéi ng = 1. Pro K > 0 polozme ng = |K*| + 1. Pak pro n > ng
mame n > K*, a tedy n'/* > K. Limita je .



2

8. lim —
n—oo Ml

Pro n > 6 mame
n! >n(n—1)(n—2)(n—3),

a protoze n —1,n —2,n—3 >n/2,

Limita je @

oo+ P+
9. lim 5 5
n—oo  en? — mln

Vydélime citatele i jmenovatele n?:

7+ 72 /n + 73 /n? T
—

e—m2/n e’

Pouzili jsme vétu o limité souctu a podilu, pfi¢emz e # 0. Limita je .

Pro n > 2 z binomické véty plyne

2”:(1+1)”2<n>=n(n1),

2 2
a tedy
n
0< =< —0
< 2n —n—1

Limita je @
11, lim

" nheo (n2)]

Pro n > 2 plati
() =nl(n+1)(n+2)---(n?),

a proto
0< n! 1 < 1 0
2! m+1D(n+2)---(n?) ~n+1 ’

Limita je [0]



