7. Limita posloupnosti realnych cisel

Pouzivame véty o aritmetice limit, vétu o dvou policajtech a znamé limity
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Pri déleni limit je vzdy treba ovérit, ze limita jmenovatele je nenulova

Priklad 7.1

(1) Vydélime citatele i jmenovatele nejvyssi mocninou n
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Citatel konverguje k 0 a jmenovatel k 1 # 0, tedy

(2) Obdobné
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Jmenovatel na pravé strané konverguje k 1, a proto

i 2n5+3n—2_2
n1—>nc}on5—3n3+1 -

(3) Po vydéleni n® dostavame
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Jmenovatel opét konverguje k 1 # 0, takze
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Priklad 7.2

Pouzijeme vzorce

n(n+1)

nk:7’ nk2: |
T & ;

k=1

lim n*/™ =1

(k € N).



(1) Nejdrive vyraz pfesné upravime:
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Priklad 7.3

(1) Vytkneme z odmocniny 4™:

Y2n 4+ 4n = 43/1 4277
Protoze 1 <1+ 27" < 2, plati
1< Vig2mn<2l/n 1.

7 véty o dvou policajtech tedy plyne
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Vsechny ¢leny jsou nezdporné a n® + n! > n!, tudiz
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Pro u, = 3"/n! platf u, 11 /un = 3/(n+1) < 1/2pron > 5; tedy 0 < u, < us(1/2)"° —

0. Pro druhy ¢len, je-li n > 10, plati
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nebot poslednich alespon n/2 ¢initelu faktoridlu je nejméné n/2; Polozime-li pravou

stranu rovnu v, pak
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Od jistého indexu je tedy /v, < 1/2, a tudiz 0 < v, < 27" — 0. Z véty o dvou
policajtech dostavame
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Pro |a| < 1 plati geometricky vzorec
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Analogicky 1 +b+ ---+b" — 1/(1 — b). Protoze |b] < 1, je 1/(1 — b) # 0, takze lze
pouzit vétu o limité podilu:
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Binomicka véta dava pro pevna r,s € R
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Odectenim prislusnych rozvoju dostaneme
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Po vydéleni ¢itatele i jmenovatele n?? tedy
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Zépis O(n”®) zde nenf pouh4 heuristika: z binomické véty je zbytek Z?io (1(;0)711007]' rJ
koneénym souctem ¢lentd c;n’ s j < 98, takze po vydéleni n® skuteéné konverguje k
nule.

Polozme
M, = max{n? n® n* 2" 3" 4"},

Pro soucet Sesti nezdpornych c¢isel plati
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Pro dostatecné velka n je M, = 4": totiz 2", 3" < 4" a n¥ /4" — 0 pro k = 2,3, 4. Proto
pro vSechna dostatecné velka n

4< Un2+nd3+ntr2n 430440 < 436.

Jelikoz 6'/™ — 1, dostévame
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(6) Nejprve presné zjednodusime oba vyrazy v hranatych zavorkach:
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Proto je dany vyraz roven
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Prvni faktor konverguje k 2/3. Pro druhy faktor plati
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pro n > 3, zatimco tento faktor je alespon 1. Véta o dvou policajtech tedy dava
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Priklad 7.4

Bez ujmy na obwecnosti muzme predpokladat, ze a > b > 0 a polozme ¢ = b/a. Potom
0<g<la

Var+ b ayTFq
Va2 £ p2n @2 Y/1 + g2
YT+q°

1
a

Pror=qir=¢? mame 0 <r < 1, a tedy
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Oba odmocninové faktory proto konverguji k 1 a jmenovatel ma nenulovou limitu. Odtud
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