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Krivkovy a plosny integral

Krivkovy integral

1.

10.

Parametrizujte epicykloidu, tj. ktivku, kterd vznikne pohybem zvole-
ného bodu jedné kruznice, kutalejici se po jiné pevné kruznici.

. Napiste v parametrickém tvaru rovnici kruznice, kterd je prunikem

koule a roviny.

Napiste parametricky tvar kuzelosecky, tj. pruniku kuzele a roviny a
provedte diskusi.

Parametrizujte kiivku, zadanou jako prunik dvou sfér v R3.

Spoctéte nasledujici kiivkové integraly:

/Cx2 ds, kde C je oblouk AB kiivky y =Inz, A= (2,In2), B=(1,0)
/C(x% + y%) ds, kde C' je asteroida 23 + y3 = a3

/C ly| ds, kde C' je lemniskdta (22 4+ y*)? = a®(z* — y?)

/ (2% + y?) dz + (22 — 9*) dy, kde C je obvod trojihelnika ABC, A =
(((i 0), B = (1,0), C = (0,1), pficemz (A, B,C) je trojice usporadana

ve smyslu orientace kiivky

d
y’ kde C je kruznice 22 + y? = a?, pficemz

/ (z+y)de—(z—y)
c x? + y?
trojice bodu A = (a,0), B = (0,a), C = (—a,0) je usporddand ve
smyslu orientace krivky

/ ydr + zdy + xdz, kde C je prisecnice ploch z = zy, 22 + 3y =1 a

c
trojice bodu A = (1,0,0), B = (0,1,0), C = (—1,0,0) je uspordadand
ve smyslu orientace kiivky



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Ukazte, ze / f(@*+y?+ 28 (v dr+ydy+2dz), kde f je spojita funkce,
c
je roven nule pres libovolnou uzavienou kiivku C'.

Spoctéte nasledujici kiivkové integraly:
B

/ (z* + day?) dz + (62%y* — 5y*) dy, kde A = (=2, —1), B = (3,0)
A

B 1 2 1 2
/ (2xy2 + 322 + = + —x) do + <2x2y + 3y + = — i) dy, kde
" 22 2 R
A=(2,1), B=(1,2) a kiivka se nachdzi uvniti prvniho kvadrantu
Brdr+ydy+ zdz

PR

mimo pocatek

,kde A = (0,0,a), B = (0,b,0) a kiivka prochazi

Vypoctéte hmotnost hmotného oblouku z = acost, y = asint, z = bt,
t € (0,2m), je-li jeho linedrn{ hustota u(z,y, z) = k(z* + y* + 2?).

Najdéte tézisté homogenniho oblouku kruznice o polomeéru a, 0 < ¢ <
2.

Spoctéte gravitacni silu, kterou pusobi homogenni pulkruznice o polo-
meéru R a hmotnosti M na hmotny bod o hmotnosti m ve svém stredu.
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Krivkovy a plosny integral

Plosny integral 1. druhu

1

2.

10.
11.

12.

Parametrizujte torus.
Parametrizujte Mobiuv list.

Popiste povrch kvadru jako zobecnénou plochu.

. Napiste parametricky rovnici zobecnéné koule

|2[* + [y + [2]" = o,
aia>0.
Popiste plast valce
{(z,y,2);2% +y* <% |2 < a}
jako zobecnénou plochu.

Najdéte plosny obsah plochy 2% = 2y uifznuté rovinami z +y = 1,
r=0,y=0.

Najdéte plosny obsah plochy z = v/x? + y?, omezené vnitikem valce
22+ y? = 2.

Najdéte plosny obsah plochy x = gcosp, y = gsinp, z = hp, 0 < o <
a, 0 < p < 2.

Najdéte plosny obsah anuloidu (v/22 + 32 — a)? + 2% = b2
Najdéte plosny obsah plochy z2 4+ y* = 1 omezené y? + 2% < 1.
Najdéte plosny obsah plochy (22 4 y2)2 + 2 =1, 2 > 0.

Spoctete [g %, kde S je povrch elipsoidu a h je vzdalenost od stredu
elipsoidu k roviné "tecné k dS”.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Spoctéte [q ﬁ dS, kde S ¢ast hyperbolického paraboloidu z = zy,

odifznuté valcovou plochou 2? 4+ y* = R? (|2| < R).

Najdéte momenty setrvacnosti homogenni trojuihelnikové desky desky
r4+y+z=1, x>0,y >0, z>0, vici jednotlivym soutadnicovym
osam.

Spoctéte gravitacni silu, kterou se pfritahuji dvé homogenni sféry o
polomérech R a r, lezici ve vzdalenosti d. Plosna hustota rozlozeni
hmoty je o.

Najdéte tézisté homogenniho kuzele /22 4+ y? = z, useknutého valcem
2? +y? = ax.

O<u<a, 0<v<m.

Najdéte gravitacni potencidl homogenni kulové plochy 2% +y?+ 2% = a?

v bodé P = (¢, Yo, 20), tj. spoctéte [q \/(:c—xo)2+(y1—yo)2+(z—zO)2 ds.

Najdéte silu, kterou pusobi kapalina s hustotou v na svislou sténu
nédoby tvaru parabolického tseku 2% (y? — a?) < 2 <0, z = 0.
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Krivkovy a plosny integral

Plosny integral 2. druhu

1.

Spoctéte [¢(y—2)dydz+ (2 —x)dzdr+ (v —y) dz dy, kde S je "vnéjsi
strana” kuzele 22 +y? = 22, 0 < z < h.

Spoctéte [g2? dydz+y? dzdr+ 22 dzdy, kde S je ”vnéjsi strana” sféry
(x —a)*+ (y —b)?+ (2 — c)? = R~

Spoctéte [4(z—R)* dz dy, kde S je ¢dst kulové plochy 22 +y*+2? = 2Rz,
R < z < 2R, orientovand normélou ven.

Spoctéte [ zdy dz+z dz dr+ydx dy, kde S je ¢ast plochy x—y+2 = 1,
x,z > 0, y <0, orientované tak, ze s vektorem ve sméru kladné osy y
svird ostry uhel.

Spoctéte [ga*dydz + y*dzdx + 22 drdy, kde S je ¢ast paraboloidu
22 +y? +2az = a? 2 <0, y,z > 0, orientovand tak, Ze pro normélovy
vektor n plati n - k > 0, k je vektor ve sméru kladné osy .

IS dydz dzdz dz dy . . . 22 Y2 2
Spoctéte [q “L5= + =+ = kde S je elipsoid % + % + &% = 1,
orientovany normaélou ven.

Stokesova a Gauf3—Ostrogradského véta

Spoctéte kiivkovy integral [~ydz + zdy + xdz, kde C je kruznice
22+’ +22 =1, 2+y+ 2z =0, orientovand kladné vzhledem k vektoru
(1,1,1).

Spoctéte kiivkovy integral [.(y* — 2?) dx + (2% — 22) dy + (2? — y?) dz,
kde C je prinik krychle [0,a]® s rovinou z + y + z = 2a, orientovany

2
kladné vzhledem k vektoru (1,1,1).

Spoctéte kiivkovy integrdl [, y?22 dz+222? dy+2%y® dz, kde C je elipsa
a(sin?t,2sint cost, cos’®t), t € [0,2n], orientovana ve sméru rostouciho
parametru .



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Pomoci Stokesovy véty dokazte, ze [,yzdz + xzdy + xydz = 0 pro
libovolnou uzavienou po ¢astech hladkou ktivku.

Spoctéte kiivkovy integral fCLQ —yz)dz+ (y* — :132) dy + (2% — zy) dz,
kde C' je oblouk sroubovice AB (acost,asint, 5-t), A = (a,0,0), B =
(a,0,h) tak, ze kiivku doplnite tseckou BA na uzavienou kiivku a
pouzijete Stokesovu vétu.

Spoctéte [q2®dydz + y*dzdz + 22 dedy, kde S je vngjsek sféry 22 +
y? + 2% = a®

Spoctéte [q(z%cosa + y?cos B + 2% cosy)dS, kde S je ¢ast kuzelové
plochy 22 +1y? = 22,0 < 2 < h, a cosa . .. jsou smérové kosiny normély
k této plose.

Spoctéte objem télesa ohraniceného plochou x = wcosv, y = usinwv,
z=—u-+acosv, u >0 arovinami z =0a z=0.

Dokazte Archiméduv zdkon.

Najdéte objem sudu, ohrani¢ené¢ho plochami z = +¢,x = a cosu cos v+
bsinusinv,y = acosusinv — bsinucosv, z = csin u.

Necht f a g jsou dvakrat spojité diferencovatelné funkce az do hra-
nice oblasti €2, kterd je ohrani¢ena jednoduchou uzavienou plochou S
orientovanou normalou n ven. Ukazte, ze plati:

aof
s On

/f s = /ngdxdydz+/Vf Vgdedydz
/f / —dS, jeli Af =Ag=0

s = /Afdxdydz
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Diferencialni formy a jejich integrace

1. Necht ey, ...eq je kanonickd baze v R®. Zjednoduste:
a) ea Aes AesAler Aeg+eq A es)
b) [e2 + es5] Aes Aer A fes — ey)

2. Necht ey, ... es je kanonickd baze v R3. Necht vy = e14e, v3 = €1 —es,
vs = e; + e3. Vypocitejte e = vy A v A v3. Pritom odvoate, cemu se
rovna

11 0
det| 1 0 —1
1 0 1

3. Vypocitejte dw, je-li:
a)w=zxdr+ydz
b) w=sinxdy + dz

4. Napiste rovnice, které musi splnovat ¢; resp. 1);; forem
a) w = 1 drg A deg A daey — po day A daeg A day+ s dag A daee A day —
Yoy} dl’l VAN d.TQ VAN dIL’3
b) T = 77[}12 dl’g AN dZE4 - ¢13 dl‘g A dl’4 + 77[)14 dZEQ AN d[L’g + ¢23 dl‘l A dl‘4 -
Yogdry A dag + Pggday A day,

aby
a)w= dr
b) dw = 0.

5. Ukazte, ze je-li w forma sudého stupné, pak 7 = w A dw je exaktni.

6. Necht ® : R? — R? je ddno piedpisem ®(s,t) = [st, s cost, e!]. Naleznéte
®*w pro:
a) w=zxdy
b)w=dz A dyA dz

7. Necht w = %@ﬁdy je 1-forma na R*\{0}. Necht ®(t) = [r cost,rsint],

kde r > 0 je pevné. Naleznéte formu ®*w.



10.

11.

. Naleznéte 1-formu w pro kterou dw = (2 + y?)dz A dy a uzijte ji pro

vypocet integralu
/ (z° + y*) dz A dy,
Q

kde Q = {|z| + |y| < 4} \ {z* +y* < 1}.

. Vypocitejte [y, w, kde:

a)w=mzzdrAdynaR® M = {22 =9>+22+1,2 € [1,v/2)} s orientaci
danou normélou v bodé m € M, jejiz prvni komponenta je kladna

b) w=eYdz A dz na R, M = {y = 2 + 2%,y < 4} s orientaci danou
normélou v bodé m € M, jejiz druha komponenta je kladné

Oveéite Stokesovu vétu pro:

a) w = xdz pro plochu ¢ : z = w,y = v+ v,z = u? +v2 [u,v] €
0,1))v<u

b) w = zydyA dz+yzdxA dw proplochu ¢ : z = u?+v% y =u—v,z =
uwv, w =u+ v, [u,v] € (0,1)?

Necht M = {[z1, 22,23, 74);2? + 23 + 22 < 22,0 < 24 < 1} C R.
Ukazte, ze M je zobecnénd plocha dimenze 4 v R*, najdéte jeji parame-
trizaci ¢ tak, aby souhlasila s kanonickou orientaci na R*. Vypocitejte:
a) [o.(r2 +x4)day A dag A dag

b) fo. x| dzy A dzg A dzs
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Klasicky varia¢ni pocet

1.

. Ukazte, ze funkcional ®(y)
-1,

Necht ®(y) = [2(3? +( N dz, y € C'a,b]. Spoctéte Gateauxovy
diferencialy D®(y; h), D*®(y; h, k) a D3®(y; h, k,1).

Spoctéte prvni Gateauxuv a Fréchetuv diferencidl funkciondlu

O(y) = Jo z*(y* — (¥)*) dz na C*[0,1].

Spoctéte prvni a druhy Gateauxuv diferencial funkcionalu
®(y) = Jy [#?sin(my) + (1) + y"y" + ye @] da ma C3[0,1].

Spoctéte prvni Gateauxiv diferencidl funkciondlu ®(y1,y2) = fy [xy% +
()2(15)* + (v5)°] dz ma C'[0, 1] x C*[0,1].

J1 2%(y)? dz nemd na mnoziné M =
) = 1} minimum.

fy € C-11liy(~1) = ~Ly(1
Névod: Uvazujte funkce y,(z) = arctg (x/a)/arctg (1/a).

Ukazte, ze funkciondl ®(y) = [1, #5(y/)2 dz nemé na mnozine M =
{y € C'[-1,1];y(—1) = —1,y(1) = 1} minimum.

Navod: Uvazujte feseni Euler-Lagrangeovy rovnice.

Najdéte extremadly (tj. Feseni ptislusné Euler—Lagrangeovy rovnice) pro
funkciondl ®(y) = [o7 {(y) - yﬂ dx na mnozine M = {y € C[0, 27];
y(0) = y(2m) = 1}.

Necht ®(y) = [y y*(2™ — y) dz pro n piirozené dostatecné velké éislo a
necht M = {u € C[0,1];u(0) = u(1) = 0}.

a) Ukazte, ze jedinym Fesenim Euler-Lagrangeovy rovnice lezicim v
mnoziné M je yo = 0.

b) Ukazte, ze D*®(yo; h,h) > 0 pro h € M, h # 0.

c) Ukazte, Zze yo neni bodem extrému funkciondlu, tj. v libovolném
okolf bodu o (v metrice C[0,1]) existuji body v, y» € M tak, ze
P(y1) < B(yo) =0 < (1)



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

Naleznéte extrémy nasledujicich funkcionalti na mnozinach spojité dife-
rencovatelnych funkci az do hranice splnujicich nize uvedené hrani¢ni
podminky.

®(y) = I} [2(y)* = 20(y)?] da, y(1) = 0, y(2) = 1
B(y) = J5 & da, y(2) =4, y(3) = 9

O(y) = fy [()? +22] da, y(0) = -1, y(1) =1
®(y) = J§ [1— e @] dz, y(0) =0, y(a) = b, a > 0

®(y) = Jo y(y')* de, y(0) = p > 0, y(1) = ¢ > 0.

V nésledujicich tlohach hledejte minimum funkciondlu ®(y) na spo-
jité diferencovatelnych funkcich, splnujicich dané hrani¢ni podminky a
vazebni podminku ¢(y) = const

D(y) = fo (v')?da, y(0) = y(7) =0, g(y) = fg y*dz =1
O(y) = fy (y)*dz, y(0) = 1, y(1) = 6, g(y) = fy yde =3
D(y) = Jy [22+ ()] dr. y(0) = (1) = 0. g(y) = g v dr = 2

(y) = o () dr, y(0) = 0, y(1) = 5, 9(v) = fy [y — ()] dw = 5.

Klasicky variacni pocet - aplikace ve fyzice

Necht lagrangian L nezavisf explicitné na ¢ase, tj. L = L(x, ). Ukaite,
ze podél libovolné extremdly plati zdkon zachovani energie, tj.
de  d
At dt
(E=%N, 4,9 55 — L)

{B(xo(t), a0(t) } = 0.

Necht pro pevné i = {1,2,... N} lagrangidn nezdvisi na z;. Potom
podél libovolné extremdly plati zakon zachovani hybnosti, tj.

flif dt{SL (t, J”0(15)7550(15))} =0.

2



20.

21.

22.

23.

24.

Hamiltontuv princip v klasické mechanice tvrdi, ze mechanickd soustava
popsana soutradnicemi qi, go, ..., gy se bude pohybovat tak, aby akce

Q
S:/ Ldt L=T(tqq) —U(tq)
P

(T', U dané funkce, reprezentujici kinetickou a potencialni energii sous-
tavy) byla staciondrni, tj. bude-li vektorové funkce ¢(t) fesit Euler—
Lagrangeovy rovnice. Napiste tyto rovnice.

Pomoci zdkona zachovani energie (viz vyse) ukazte, ze pro extremadly

, ., 1 .. . - ,
akce S dané lagrangianem L = 33, ; gi;¥;%; je parametr ¢ piirozeny
parametr, tJ.

d .
ij
Sestavte Hamiltonovy rovnice pro néasledujici funkcionély

T = [ o =203 + (n)? = () dt

Tw) = [ Ve it R

J(y1,y2) = /b(tQ +y1(11)* + ya(12)?) dt.

a
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Posloupnosti a rady funkci

Posloupnosti funkci

Najdéte obor bodové konvergence a hodnotu limity posloupnosti funkei:

1.
Lsinzsin(2z) ... sin(nx)
N4
2.
1 + x2n+1
14 x2n
3.
sin(mzn)

Zjistéte, zda na danych mnozinach konverguji posloupnosti funkci stej-

nomerne.

4.
5.

L na [0, 1]
6.

arctg nx na (0, 00)
7.

nx
T na a) {r € C;|z| <&} b) {z € C;|z| > ¢}
.
sin ma" na [0, 1]

9.

Tm? na a) (0,¢) b) (g, 00)

n n



10.

11.

12.

13.

14.

v1+axn

14 gt

1+ an

na [0, 00)

na [0, 00)

Zjistéte, zda jsou nasledujici vyroky pravdivé:

. 1 nT
hHl T 2.9
n—oo Jo ]_ + n4x

. 1 nT
hl'Il T 2.4
n—oo Jo ]_ + n4x

dox =

dox =

T ny
lim

0 n—oo ]_ _|_ n2x2

T ny
lim

0 n—oo ]_ + n2x4

lim lim 2" = lim lim z"

z—1— n—00

n—00 z—31-

dx

dx



Sada piikladu 3/9

Posloupnosti a rady funkci

Rady funkeci

Najdéte obor absolutni a neabsolutni bodové konvergence fad funkei:

1. N
S "z
n=1
2. .
nZ::l 1 —fo”
> i(—l)"(l —x>n
=1 I+x
4. N
;x"tg?ﬂ
5. N
S e cosa
n=1
6. o (1
Z oy PER
7. -
P y €RY




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Zjistéte, zda rady funkci konverguji stejnomérné na danych intervalech:

> . 999
7;(1—35)1; a) [0.1] b) [0, {55 ]
2% a) [e,2r —¢],0<e<m, b)]l0,27]
T;m a) [-K,K],K >0, b)(—00,00)
iln (1+n§2n) a) [-K,K],K >0, b)(—o0,00)
i(jﬁ)n“ﬁ 2) [0.K],K >0, b)[0,00)

i %™ a e Ny a) (—oo,—1] b) [-1,0] «¢) [0,1]

2

> sin(rva? 4+ k2) ) ﬁ, keR  (—o0,00)

n=1

irﬂx 8) [—K,K],K >0, b)(—o00,00)

i <_nl)nx1nj; a) (0,K],K >0, b)(0,00)

n=1

© n—1 1

_1” -
U e

" A [0,K],K >0, b)[0,00)

n=1
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Henri Lebesgue a jeho integral

Fubiniho véta, véta o substituci

1. Prevedte fQ f(x+y)dzrdy na jednoduchy integral, jestlize f je spojita
a Q= {(z,y); 2| + [y < 1}.

2. Prevedte Jo f(@ - y) dz dy na jednoduchy integral, jestlize f je spojita
a () je ohraniceno kiivkami zy =1, 2y =2, y=x, y=4rv a x, y > 0.

3. Prepiste fol(fyl f(x)dz) dy pomoci jednoho integralu.

4. Urcete plosny obsah ¢ésti roviny omezené néasledujicimi kiivkami:
a) (2 +y°)? = 2a%(a* — y*)
b) (z* +y°)* =y
c)rty=a,x+y=by=ar,y=pr,0<a<b0<a<p

5. Urcete objem télesa omezeného nésledujicimi plochami:
a)r+y+tzrz=a >+ =R, 1r=0,9y=0,2=0,a> RV2>0
b) z = xy, 2 Ox—l—erZ—l

c) z = a? +y 22 + 32 —:Ex+y =2r,2=0

Yz =e( 2+y)z—0,x +1y? = R?

) s =1, B =2 b >0

£) (2 + )+§—§: 2=0,y=02=0,a,b,¢>0

g) (2% 4y + ) = 3uy>

)

6. Spoctéte nasledujici integrély:
a) [go e~ @) dg dy
b) fQ Py tdedy, Q ={(z,y);2y > 1,2 > 1}
o) [ole+y)Pdedy, Q={(z,y);z+y>1,0<z <1}

7. Najdéte soutadnice hmotného stiedu homogenni desky ohranicené T3+
2 2
ys =as, x,y, a> 0.

8. Najdéte momenty setrvacnosti I, a I, homogenni desky s hustotou
0 =1 ohranicené (x —a)®*+ (y —a)* =a*, x=0,y=0,0<z < a.



9.

10.

Najdéte souradnice hmotného sttedu homogenniho télesa ohraniceného
x2 yQ . ZQ -
StE=%,2=c¢a,b c>0.

Kruhovy vélec s osou ve sméru osy z kartézskych souradnic je naplnén
plynem, jehoz hustota se fidi barometrickou formuli

00
0 = 0o exp(——gz),
Po

kde pg je tlak na spodni zakladné z = 0, g je tthové zrychleni. Vyska
valce je h, polomér R. Urcéete hmotnost vzduchu ve valci.
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Henri Lebesgue a jeho integral

Lebesgueova a Léviho véta
Spoctéte nasledujici integraly. Ovérte predpoklady vét, které pouzivate!

1 n

1. lim —dz
n—oo Jo N

|
2. lim Me T cosxdx

n—oo J n

. <
3. 7111—I>I<>lo/0 1+x2ndx

4. lim/ e " da
0

n—o0

Rozvinutim vhodné funkce do fady spoctéte nasledujici integraly. Ovéi-
te predpoklady vét, které pouzivate!

<z 1 7
5. d ( — = —)
/0 w1 n? 6

n=1

1ln(%) <1 2
6-/0 el (Xm=7)

n=1

3 o0

<z 1 72
7. d ( ~ = —)
/0 w1 —nt 90

Integraly zavislé na parametru

8. Ukazte, ze nasledujici integraly jsou spojitymi funkcemi proménné na
dané mnoziné:

a)/ SILdyc,a<2
o 2

T —1x)%



2
b) / 2% cos ax dz, —00 < a < 00
0

cos
c)/ dz, 1 <a< oo
e

Zjistéte, pro které hodnoty parametru integral konverguje, a spoctéte
jej:

0. /°° arctg ax da
o x(l+z?)

oo —ax? _ —bx?
10. / W
X

72

11/ — dx
0
12. / z

0 ln$

/ °° arctg ax arctg bx
0

13. dz

14. / e~ cos by da
0

15. / e~ cosh be dz
0

16. /2 In(1 + asin®x) Qe

0 Sln x

17. / In(a + bcosz)dx
0

18. / ze “cosbx dx
0

o 1_
19. / e cosxdx

0



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

/°° o Sinh @

e dz

0

/ r “In"zdr, n e Ny

0

n(a® + b*tg’r) do

/ z+y+;y)x 1/3 y72/3 dx dy
>0 y>0

Doplnénim vhodného parametru spoctéte:

/2
/ Ty
0o tgw

oo 1.4
/ sin mdx
0 x?

Vysettete prubéh funkce na jejim definiénim oboru:

F(a):/o1

In(1 — a?z?)

221 — 22

dx



Sada piiklada na 9. tyden

Pouzivame nésledujici véty o integralech zavislych na parametru:

Véta 1 (o limité integralu zavislého na parametru). Necht P C R je oteviend,
po € P, A C R? méritelnd a f: P x A — R. Pfedpoklidejme navic, Ze

o funkce x — f(p,x) je méfitelnd pro vsechna p € P\ {po}

e limita lim f(p,x) =: F(x) existuje pro s.v. x € A,
pP—Po

e czistuje g € L(A), Ze |f(p,x)| < g(z) pro s.v. © € A a vSechna p € P.
Potom F € L(A) a plati

lim | f(p,z)dx = /F

P—Po

Véta 2 (o spojitosti integralu zavislého na parametru). Necht P C R je ote-
viend, po € P, A C R? méFitelnd o f : P x A — R. Predpoklddejme navic,
Ze

e funkce x — f(p,x) je méFitelnd pro viechna p € P
e funkce p— f(p,x) je spojitd v pg pro s.v. x € A,

o czistuje g € L(A), Ze |f(p,x)| < g(x) pro s.v. x € A a vSechna p € P.
Potom je funkce p — /f(p7 x) dz spojitd v bodé py.

Véta 3 (o derivaci integréalu zavislého na parametru). Necht P C R je oteviend,
po € P, A C R? méFitelnd a f: P x A — R. Predpoklidejme navic, Ze
o funkce x — f(p,x) je méfitelnd pro vsechna p € P

o cxistuje g—i(p, x) pro vechna p € P a s.v. x € A,

e existuje g € L(A), Ze

g—g(p,m)‘ < g(z) pro s.v. z € A a vSechna p € P.

Potom md funkce F : p — /f(p, x) dx vlastni derivaci na P a pro p € P plati

_ [9f

FI(P) = 87)

(p, x) d.



Priklady:

1.

*8.

Dokaite, ze funkce

je spojita na (0, 00).

. Dokazte, Ze funkce

je spojita na (0, 00).

. Dokazte, Ze funkce

je spojita na (0, 00).

. Dokazte, Ze funkce

1
F(a) = / log(z? + a?) dx,
0

je spojita na (0, o).

. Dokazte, ze funkce

F(a) = / e du,
0

ma4 na intervalu (0,00) derivace vSech fadu a spoCtéte je (ve formé inte-
gralu zavislého na parametru).

. Spoctéte

pro a € (—1, 00).

. Spoctéte

proa € R, b € (0,00).

71 1
F(a):/ -log( —l—acosx) dz,
o COsZT 1—acosx

Spoctéte




**9

10.

. Spoctéte

F(a):/ arctan(ax) ~2arctan(bx) d.
0 €T

pro a,b € R.

Nacrtnéte graf funkce

e—aa:

o0
Flay= | S 4
(a) / S

na [0, 00). Ukaite, Ze na (0, 00) plati F'(a) + F(a) = L.



Sada piiklada na 5. tyden

Co budeme potiebovat z teorie

Definice (bodova a stejnomérné konvergence). Pro posloupnost redlngch funkci
{fn} definovanyich na ACR? a f: A — R Fikime, Ze

e posloupnost {f,} konverguje bodové k funkci f na mnozZineé A (znacime
fn = ), pokud pro viechna x € A plati li_>m fu(z) = f(x),

e posloupnost {f,} konverguje stejnomérné k funkci f na mnoZiné A
(znacime f,, = f), pokud plati

Ve>03INeNVzeAVneN, n>N:|f,(z) — f(z)] <e.

e posloupnost { f,} konverguje lokdlné stejnomérné k funkci f na mno-

loc
zZine A (znacime f, = f), pokud f, = f na K pro kaZdou K C A
kompaktni.

Pro o, = sup,c 4 |fn(z) — f(z)| plati

(fn=f) &= 0n—0.



Piiklady
1. VySetiete bodovou, lokdlné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci rady
(oo}

Z(l —x)z".

n=1
2. Vysetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci fady
o0 .
Z SN NT
n? + 2’
n=1

3. Vysetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci fady
i sinnx
—~ n2 £ 2

4. Vysetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci fady

o .’132
S o142
n=2

nlog®n

5. Vysetfete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci fady

o0
Z zNe"® N eN.
n=1

6. Vysetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci fady
n+sinx’
n=1
7. VySetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci fady
o0
—-1H" x
Z !x log —.
n n
n=1

8. Vysetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci fady
o0

n—1 1
_1 n_-~ - _ = —TL‘T‘
> (0" n

n=1



Sada piikladd na 1. tyden

Co budeme potiebovat z teorie

Definice. Necht X je normovanyg linedrni prostor, F : X D Dp — R funkcio-
ndl, a € Dy, h € X \ {0}. Potom definujeme Gdteauzovu derivaci F' v bodé a
ve sméru h jako
F th) — F
DiF(a) = lim 1@t = F(a)

t—0 t ’

pokud limita napravo existuje vlastni.
Spojityj linedrni funkciondl L : X — R budeme nazijvat Gdteauzovu derivaci
F v bodé a pokud DypF(a) existuje pro vSechna h € X \ {0} a plati L(h) =
DpF(a), h € X\ {0}.
Spojity linedrni funkcional L : X — R budeme nazyjvat Fréchetovou derivaci
F v bodé a pokud
lim F(a+h) — F(a) — L(h)

h—0 I =0

Gateauzovy a Fréchetovy derivace vyssich 7adi definujeme induktivné.
Lemma 1 (zékladni lemma varia¢niho poc¢tu). Necht f € C([a,b]). Potom

1. pokud plati

b
/MEQg€@MWﬂ@=MFQ

potom f je konstantni na |a,b],

2. pokud plati

b
[ 9=, geCab). gla) = g(t) =0,
potom f =0 na [a,b)].

Funkcionaly reprezentované integralem

Jde o funkcionaly ve tvaru

b
Fo) = [ fagla).y/ (@) do M
definované na mnoziné
M = {y € C'([a,b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a,b,A,BER, a<ba feC(a,b] x R2).



Tuto obecnou situaci si ovSem upravime na specialni tlohu

D(u) = F(u+ ¢),

b—a

kde o(x) = (x—a)+ A4 a

X = {u € C([a,b]) : u(a)=u(b) =0}.

Je snadné si rozmyslet, ze u € X pravé tehdy, kdyz u+ ¢ € M, a ze u € X je
extrémem funkcionalu ® pravé tehdy, kdyZz u + ¢ je extrémem (stejného typu)
funkcionalu F.

Véta (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C?([a,b] x R?) a y je staciondr-
nim bodem funkciondlu F'. Potom je funkce

x> fa(z,y(2), y'(2))
spojité diferencovatelnd na [a,b] a plati (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)
fy(@,y(@),y'(2) = (f2(z,y(2),y'(2)))" = 0,2 € [a,b]. (3)

Véta (o regularité minimizéru). Necht f € C?([a,b] x R?), y je staciondrnim
bodem funkciondlu F a pro £ € (a,b) plati

fzz(§7y(§)7y/(€)) #0.
Potom existuje § > 0, Ze y je C? na (£ — 6,& +6).



Priklady
1. Spotitejte Dy®(f), D2, ®(f) a D}, ,®(f) pro
b
D(y) =/ v*+ ()% yeC(a,b])
ah,k,l € C([a,b]) \ {0}.

2. Spocitejte Gateauxovu a Fréchetovu derivaci funkciondlu

@(y)z/ W2 yeC([-11)).

-1

3. Spocitejte Gateauxovu a Fréchetovu derivaci funkciondlu
1
o) = [ - WP ve (0.1,
0
4. Spocitejte Gateauxovu derivaci funkcionalu
1
o(y) = / [(y’)?’ +a?sin(ry) +y"y" +ye” @, ye (o, 1])-]
0
5. Sestavte a vyfeste Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional
1
o) = [ ) -
0
na mnoziné {y € C1([0,27]) : y(0) = y(27) = 1}.
6. Sestavte a vyreste Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional
1
@ (y) :/ W)+ + ()
0
na mnoziné {y € C1([0,1]) : y(0) = 0, y(1) = sinh 1}.

7. Sestavte a vyfeSte Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional

3 333
q)(y):/Q (y')?

na mnoziné {y € C1([2,3]) : y(2) = 4, y(3) = 9}.

8. Sestavte a vyfeste Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional
2
By) = [ 220" + 20
1

na mnoziné {y € C([1,2]) : y(1) = 1, y(2) = 2}.



9. Sestavte a vyfesSte Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional

1

o) = [ 2wty
-1

na mnoziné {y € C*([1,2]) : y(—1) = -1, y(1) = 1}.
10. Ukazte, Ze Euler-Lagrangeova rovnice pro funkcional

1

(y) =/ y*(2z —y')?
-1

na mnoziné {y € C'([-1,1]) : y(=1) = 0, y(1) = 1} m4 feSent, které neni
C2.



Sada piiklada na 5. tyden

Co budeme potiebovat z teorie

Vé&ta (vztah Riemannova a Lebesgueova integralu). Pokud f € R([a,b]), potom

f € L([a,b]) a plati \ \
[r=w [ r

Vé&ta (Leviho véta). Necht pro posloupnost {f,} C Lq plati fr, /7 f a necht
ezistuje M € R, Ze /fn < M, n €N, potom

lim [ f, :/f.

n— oo
Véta (Leviho véta pro fady). Necht {f.} C Lq je posloupnost nezapomych
funkct a necht existuje M € R, ze/z fn <M,neN. Potom f = Z fn €Ly

/ﬁf/f

Véta (Fatouovo lemma). Necht {f,} je posloupnost funkei z L}, f, — f s.v.
a existuje M € R, 5e/fn§M,n€N. Potomfeﬁj a/fSM.

/]

Vé&ta (Lebesgueova o majorantg). Necht {f,} je posloupnost funkci z Ly, fr, —
f s a existuje g € Ly, Ze |fn] < g s.v., n €N. Potom f € Lg a



Piiklady

1. Ovéite, 7e
1
. nx
n—oo Jq 1+ nx

2. Ovérte, ze
o0

. _ n
lim e dox=1.
n— 00 0

3. Plati nh_)n;o INSESEIY, nh_)rrgo fn pro
falz) =nze™ M =(0,1), (1,00), (0,00)?

4. Ovéite, ze

o0
1
lim w -e Pcosx dr =0.
n—oo Jq n
Névod: vyraz W odhadnéte polynomem nezavislym na n a pouzijte

Lebesgueovu vétu.

5. Spoctéte
> 1
lim —— dx.
Navod: uvazujte zvlast intervaly (0,1) a (1,00). Na (0, 1) je rozhodujicim
¢lenem {/x, zde 1ze pouzit Leviho i Lebesgueovu vétu. Na (1, 0o) rozhoduje
(1 + %)n Pro jeho odhad zespoda pouzijte binomickou vétu a nasledné
pouzijte Lebesgueovu vétu. I na (1,00) lze pouzit Leviho vétu, nicméné

6. Existuje posloupnost funkci f, : R — R, f, N\, 0 takova, aby platilo
lim,, o0 ffooo fn # 07 Navod: zkuste nejdiive sestrojit posloupnost mnozin
A, takovou, 7e A, D Apt1 a A(A,) = 0o, n € N, aktera spliiuje () 4, = 0.

n

Pak polozte f, = xa,,.

7. Spoctéte
o0 2 o0 2
lim e dx, lim e " dux.
a—o0 [ a—0+ 0

Néavod: pomoci Heineho véty prevedte na limitu posloupnosti.

8. Spoctéte
g 1
lim —— dz.
a=1- Jo log(a —sinz)

Néavod: pomoci Heineho véty prevedte na limitu posloupnosti.



10.

11.

*12.

*13.

*14.

*15.

Spoctéte

oo oo

lim 2% te ™ dz, lim 24 e du.
a—oo [ a—0+ /o

Dokazte, ze

11 _ 2
/ 70g(1 ?) de = — .
0 x 6

Néavod: pro prvni piiklad pouZijte rozvoj log(1l — ) v mocninnou fadu.
Pomoci Leviho véty pak dokazte, Ze lze integrovat ¢len po ¢lenu.

* g 72
de = —.
/0 e —1""" 6

Névod: vytknéte = a zbytek rozvedte do nekone¢né fady pomoci vzorecku
pro geometrickou fadu.

Dokazte, ze

Vypoctéte
oo
/ log(l —e™™) da.
0
Néavod: vhodnou substituci pievedte na jeden z pt¥edchozich piikladi.

Dokazte, ze
_b
a? + b2

/ e~ sin(bx) dx =
0

pro |b| < a. Navod: sin(bz) rozved'te v Taylorovu fadu. Pro konvergenci
pouzijte Lebesgueovu vétu. Integral lze spocitat i piimo.

Ovérte pro p,q > 0, Ze
1 p—1 o —1)"
[ o=y S
o 1+ad = ptng

Névod: vS8imnéte si, Ze mizeme uvazovat jen x € (0,1). To znamené, ze

clen L _ lze rozvést pomoci vzorce pro soucet geometrické fady. Pak uz
+xz
2zP !

staCi pouZzit Lebesgueovu vétu s majorantou i (k jejimuZz odvozeni
pouzijeme vzorecek pro Gastetné soucty geometrické fady). MoZzno pouZit
i Leviho vétu, ale zde je uzite¢né rozvést v geometrickou fadu s kvocientem

x2,

Ovéite, ze

Oc_’:cos T x:wﬂ
| ety d > o

Névod: cos(y/z) rozvedeme do Taylorovy fady a nasledné integraly podi-
tame per partes (miZeme si zaroven v§imnout, Ze jde o integraly z definice
T funkce (pf. 1) a pouZit, co o této piipadné vime).



*16. Oveéite, Ze

! 1
/ log <> de =1.
0 11—z

Néavod: pouzijeme vzorecek pro logaritmus podilu a pak rozvedeme v Ta-
ylorovu fadu.

*17. Ovéite pro |b| < a, ze

/ e*‘”“’M dx = arctan <b) .
0 xr a

Navod: rozvedeme sin(bz) v Taylorovu fadu, integrujeme ¢len po €lenu
(Lebesgueova véta) pomoci per partes. Na zavér porovname s Taylorovou
fadou pro arctan x.

V8echny piiklady jsou pfevzaty ze sbirky prof. LukeSe, kde naleznete i po-
drobngjsi verze mnoha navoda, jde po Fadé o priklady 4, 3; 4,22; 4,23(d); 4, 8;
4,7, 4,13; 4,15; 4,19; 4, 18; 4,25; 4,26; 4,46(a) a 4,47.



Sada piiklada na 2. tyden

Co budeme potiebovat z teorie

Jde o funkcionaly ve tvaru

b
Fo) = [ fayla).y/ (@) do M
definované na mnoziné
M = {y e C'([a,0]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a,b,A,BER, a<ba feC*]a,b] x R?).
Tuto obecnou situaci si ovSem upravime na speciélni ilohu

B(u) = Flu+ ),

kde p(z) = —

(r—a)+ A, a

X = {u € C([a,b]) : u(a)=u(b) =0}.

Je snadné si rozmyslet, ze u € X pravé tehdy, kdyz u+ ¢ € M, a ze u € X je
extrémem funkcionalu ® pravé tehdy, kdyZz u + ¢ je extrémem (stejného typu)
funkcionélu F'.

Véta (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C?([a,b] x R?) a y je staciondr-
nim bodem funkciondlu F. Potom je funkce

x> fa(2,y(2), ¥ (2))
spojité diferencovatelnd na [a,b] a plati (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)
fy(z,y(@), 9/ () = (f:(z, y(2), ¥/ (2))) = 0,2 € [a, b]. 3)
Hlavni poznatky

1. (regularita minimizéru) pokud je y staciondrnim bodem F' a pro néjaké
¢ € (a,b) plati
f22(&y(8),¥'(8)) #0.

Potom existuje § > 0, ze y je C? na okoli &.

2. (Lagrangeova nutna podminka) pokud je y bodem minima funkcionalu F.
Potom

faoz(z,y(x), 9/ () >0, =z € la,bl.



3. (Legendrova postac¢ujici podminka) pokud je y stacionarnim bodem funk-
ciondlu F a pokud existuji o, § > 0, Ze

d*®p, 1 (uo) > al|h|?, heX,||h| <4,
potom y je bodem minima.

4. (Lagrangeova postacujici podminka) pokud je y stacionérnim bodem funk-
cionalu F. Jestlize existuje 6 > 0, Ze pro kazdé h € X, ||h|| < ¢ spliiuje
funkce ¢ : t — F(y + th) podminku

¢"(t) >0, te(0,1)
Potom F' méa v bodé y lokdlni minimum.

5. (konvexita a extrém) Pokud je zobrazeni (u,v) — f(z,u,v) konvexni pro
viechna = € [a,b] ay € M NC?([a,b]) je stacionarnim bodem funkcionalu
F. Potom mé& F v bodé y minimum.

Definice (Jacobiho rovnice a konjugovany bod). Necht f € C3([a,b] x R?) a
y € M N C?([a,b]) je staciondrnim bodem funkciondlu F. PoloZme

P(x) = foo(,y(2), ¢ (z))

Q) = fyy(x,y(x),y () = (fy=(,y(x),y/ (2)))".
Rowvnici
—(Ph)Y +Qh =0

nazgvame Jacobiho rovnici. Bod x € (a,b] nazveme konjugovangm bodem
k bodu a, pokud existuje netrividlni reseni Jacobiho rovnice h, pro které plati

h(a) = h(x) = 0.

Véta (Jacobiho). Necht f € C3([a,b]xR?) ay € MNC?([a,b]) je staciondrnim
bodem funkciondlu F' a plati

foz(z,y(x), 9 (2)) >0, z € la,bl.
Potom

1. pokud na (a,b] neezistuje konjugovany bod k bodu a, potom y je bodem
lokdlniho minima funkciondlu F na M.

2. pokud je y bodem lokdlniho minima funkciondlu F na M, potom na (a,b)
neexistuje konjugovany bod k bodu a.



Piiklady

1. VySetfete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoziné
M = {y € C*(]0,1]) : y(0) = 0,y(1) = sinh 1}.

2. VysSetiete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoZziné
M ={y e C'(12,3]) : y(2) = 4,y(3) = 9}.

3. VysSetiete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoZziné
M ={yeC'([1,2]): y(1) = 1,y(2) = 2}.

4. Vysetiete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoZziné
M ={yeC'([1,2]): y(1) = 1,y(2) = 2}.

5. VySetiete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoziné

M ={y e C'([1,2)) : y(~1) = —L,y(1) = 1}.



Sada piiklada na 3. tyden

Co budeme potiebovat z teorie

Jde o funkcionaly ve tvaru

b
Fo) = [ fayla).y/ (@) do M
definované na mnoziné
M = {y e C'([a,0]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a,b,A,BER, a<ba feC*]a,b] x R?).
Tuto obecnou situaci si ovSem upravime na speciélni ilohu

O(u) = F(u+¢),

b—a

kde o(x) = (x—a)+ A4, a

X = {u € C([a,b]) : u(a)=u(b) =0}.

Je snadné si rozmyslet, ze u € X pravé tehdy, kdyz u+ ¢ € M, a ze u € X je
extrémem funkcionalu ® pravé tehdy, kdyZz u + ¢ je extrémem (stejného typu)
funkcionélu F'.

Véta (o Lagrangeovych multiplikdtorech). Necht f,g € C*([a,b] x R?), v € R
ay € M je bodem minima funkciondlu F vzhledem k mnoZiné

{ye M:Gly) =},
kde
b
Glo) = [ g(o.y(a).o/ () d,
(zde opét znacime V(u) = G(u+ ¢)). Pokud d®(y) # 0, potom ezistuje A € R,

- d®(y)(h) = Ad¥(y)(h), heX.



Piiklady

1. Naleznéte minimum funkcionélu

vzhledem k mnozing viech funkci y € C*([0, 7)), pro které plati y(0) =
y(ﬂ)an/ y?* =1
0
2. Naleznéte minimum funkcionalu
1
Fo) = [ 0
0
vzhledem k mnozing vsech funkci y € C'*([0,1]), pro které plati y(0) = 1,
1
y(l)zGa/ y=3.
0
3. Naleznéte minimum funkcionalu
1
o) = [

vzhledem k mnoZing vsech funkei y € C'*([0,1]), pro které plati y(0) = 1,

1
R



Sada piiklada na 8. tyden

Fubiniovu vétu budeme pouzivat v nasledujicim tvaru:

Véta 1 (Fubiniova véta). Pro funkci f € L*(RP1Y) a mnoZinu A € BP9 plati

s = [ (] ses)o= [ (] 1)

Véta 2 (Véta o substituci). Bud'U C R™ oteviend, ¢ : U — R™ difeomorfismus
a f:o(U) = R Lebesgueovsky méritelnd funkce. Pak

/f )T |dx—/ £(w) dy,

md-li jedna strana smysl.
Je-li navic B C p(U) Lebesgueovsky méFitelnd mnoZina, plati

/ F(o(@)) | T o) d = / F() dy,
o=1(B) B

mda-li jedna strana smysl.

Priklady:
1. Spoctéte Ao(M), kde

M:{(x,y)€R2:4—x>y>3,m>0}.
x

2. Spoctéte \o(M), kde
M:{(x,y)€R2:1+22y2x2}.
3. Spoctéte [, f, kde
B4 x[1,2), floy) = —
) ) x
SERCEEE

4. Spoctete [, f, kde

M={(z,y) eR*:0<w <y}, flz,y)=e TV,

ot

Spoctéte [, f, kde

M={(zy) eR?:z>y? y>2?}, flz,y)=2>+y.



10.

11.

12.

13.

Spoctéte [, f, kde
_
N

Pouzijte Fubiniovu vétu jak piimo, tak v kombinaci s vétou o substituci
(polarni soufadnice).

M= {(z,y) eR*: 2? +¢* <1}, f(a,y) =

Spoctéte [, f, kde
b
/22 + y2'

Pouzijte Fubiniovu vétu jak pifimo, tak v kombinaci s vétou o substituci
(polarni soufadnice).

M= {(z,y) eR?: 2* + 9> <z}, f(z,y)=

Spoctéte [,, f, kde M je mnozina omezena plochami z =0,y =0, z =0
ax+y+z=1 pro funkci

1

N e e

Spoctéte [,, f, kde M je mnozina omezend plochami z = 32, y = z?,

z =0 a z = zy pro funkci f(z,y,z) = xyz.
Spoctéte Ao (M), kde

M = {(w,y) cR?: (x2 —|—y2)2 < 8(332 — y2)}
Navod: pouZijte polarni soutfadnice.
Spoctéte Ao (M), kde

M = {(z,y) e R*: (z +y)* < 32%y, > 0}.
Navod: pouzijde substituci pomoci zobrazeni (r, ¢) — (1 cos? ¢, rsin? ¢).
Spoctéte Ao (M), kde

M = {(z,y) e R?* 1y <a® <4y, 22 < y® < 3z}.

Pouzijte Fubiniovu vétu jak piimo, tak v kombinaci s vétou o substituci
L 2 2
(zobrazeni (z,y) — (%, %))
Spoctéte Ao (M), kde
M:{(m,y)eR2:1§x+y§2, 2x§y§3x}.

Pouzijte Fubiniovu vétu jak piimo, tak v kombinaci s vétou o substituci
(zobrazeni (z,y) — (z +y, ¥)).



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Spoctéte A3(M), kde

M = {(z,y) e R®:2” +y* + 2% < p},
p > 0. Navod: pouzijte sférické soutradnice.
Spoctéte Az(M), kde

M ={(z,y,2) € R3: 22 +92 +22 <22, 22 +9° < 22}.

Néavod: pouzijte sférické souradnice.
Spoctéte Az(M), kde

M = {(z,y,2) eR® : 2” + y* < 2 < 2}.

Navod: pouzijte cylindrické souradnice, nebo polarni v kombinaci s Fubi-
niovou vétou.

Spoctéte [,, f pro

M={(z,y) ER?: 2,y >0}, flz,y)=e* Y

a pomoci této hodnoty spoctéte fooo e,

Pro b > a > 0 spoctéte [, f pro

M={(z,y) €ER*:2>0,b>y>a}, flv,y)= ﬁ,
pomoci Fubiniovy véty postupné v pobou poradich integrace.
Pro b > a > 0 spoctéte [, f pro

M={(z,y) ER*:1>2>0,b>y>a}, flr,y) =aY,
pomoci Fubiniovy véty postupné v pobou poradich integrace.
Spoctéte [,, f pro

1

M ={(z,y) €eR* : 2,y >0}, f(z,y) = A+ )0+

pomoci Fubiniovy véty postupné v pobou poradich integrace.



Sada piiklada na 3. tyden

Co budeme potiebovat z teorie

Definice (bodova a stejnomérné konvergence). Pro posloupnost redlngch funkci
{fn} definovanyich na ACR? a f: A — R Fikime, Ze

e posloupnost {f,} konverguje bodové k funkci f na mnozZineé A (znacime
fn = ), pokud pro viechna x € A plati li_>m fu(z) = f(x),

e posloupnost {f,} konverguje stejnomérné k funkci f na mnoZiné A
(znacime f,, = f), pokud plati

Ve>03INeNVzeAVneN, n>N:|f,(z) — f(z)] <e.

e posloupnost { f,} konverguje lokdlné stejnomérné k funkci f na mno-

loc
zZine A (znacime f, = f), pokud f, = f na K pro kaZdou K C A
kompaktni.

Pro o, = sup,c 4 |fn(z) — f(z)| plati

(fn=f) &= 0n—0.



Piiklady

1.

10.

11.

12.

Vysetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-
sloupnosti f,(x) = e "".

. Vysetiete bodovou. lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-

sin(nx)

v

VySetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-
sloupnosti f,(z) = sin"(z).

sloupnosti f,(z) =

. Vysetfete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-

sloupnosti f,(z) = arctan(nx).

VySetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-

sloupnosti f,,(z) = 1757+

Vysetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-
sloupnosti f,(z) = 17

VySetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-
sloupnosti f,(z) =n ( z4+1- \/E)

VySetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-
sloupnosti f,(z) = z?" — 23", z € [0, 1].

VySetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-
. 1
sloupnosti f,,(x) = vn2 + 1(ens — 1), z > 0.

Vysetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-

sloupnosti f,(z) = /3" + a”.

VySetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-

sloupnosti f,(z) = ﬁ v zévislosti na parametrech p,q pro = €
(0,00).

VySetiete bodovou, lokalné stejnomérnou a stejnomérnou konvergenci po-

sloupnosti f,,(z) = n?(1 — cos £).



1. cviceni

Vysetrete konvergenci ndsledujicich integrdli (o € R je parametr):

L /OO dx ’ /1 logx 3. /°°ar:—sinxdJU
o Va3+5x+3 0 e

* zsinz . i ] bl
5. ——5dx (i absolutn{ konvergenci), 6. log(cos z) tan® x dx
o l+4+=z 0
Naleznéte objemy

4. jednotkové koule, 7. anuloidu.
Vysledky a ndvody

1. Konverguje ;

- 1
U oo limitné srovname s —

xr2
. logzx
2. Konverguje; U 1 vime }II% Tz 1, a proto limitné srovname s 1

1
U 0 srovname s logx a / |log x| < oo zjistime z per partes
0

3
T
3. Konverguje pro a € (2,4); U 0 limitné srovndme s —

U oo (nelimitné) srovname s

e
z+1
>
* sinx
5. Konverguje neabsolutné. Z Abel-Dirichleta vime, ze / dx konverguje a
0
/°° rsinz sinz * —sinz
<7 ) dr =
o M 422 oz o (1+22)x

dx snadno konverguje - u oo srovnej s

.1
x3

< g|si o pgmtkm o 00 T+ k)|l
Absolutné diverguje: zlsinz| dx > Z > Z EM —
L+ x? T tkm 2
k=1 =1
6. Konverguje pro o € (—3,1); U 0 limitné srovndme s

=0
— 214 (47 + km)?
s (1 = cosx)z®™ ~ 2T,
1
U g se chova jako M
0S%

Vzhledem k hm :osx =1
2 5 xr
je tato funkce stejné integrovatelnd, jako funkce

u 0, tedy proa <1

4.-7; Koule vznikne rotaci funkce f(x) = v/1 — a2 okolo osy x

1
Objem je tedy V = 7r/

4
(V=2
7.47%; Uvazujme anuloid vznikly rotaci kruhu {]

dr = =7

3

-1

] : 22 +(y—2)% < 1} okolo osy =
Anuloid vznikne jako rozdil télesa vzniklého rotaci y; = 2+v/1 — 22 a télesa yp = 2—v/1 — 22,
1 1
V:ﬂ'/ [(2+V1—2a2)* - \/lfo)Q]dleﬁw/ V1—22dz
-1 0

2. cviceni

Vysetrete konvergenci ndsledugicich integrdli (o € R je parametr):
[ emrate @ [ o L)
. ———dx . e . sin
o Vxlog(l+er) ™’ e “ 0 Msing /™
o] 1
6. / sin(\/ x2* +1— xa)das, 8./
0 0

arccos x

dz, 9. / m — 2arctan z)“dx
lo™(1/2) o ! )
4. Naleznéte obsah povrchu jednotkové koule vR?

1



2
1

5. Naleznéte obsah plochy mezi grafy funkei T a .

2 1422

Pomoci Riemanova integralu spoctéte

. 1P+ 2P 4 .. 4 nP
7.n11l£10 o] ,p>1.

Vysledky a ndvody:

1 2
1. Konverguje; U 0 srovnej s — a u oo srovnej s — .

VT x5

2. Konverguje pro a > 0; Pro a > 0 na (—oo, —1] a [1,00) srovnej s el

1
nebo limitné srovnej s —. Pro a < 0 srovnej s 1.
x
Na [—1,1] je funkce spojita .
3. Konverguje; Srovndvaci kritérium a |f(z)] < 1.

4.5 = 47r; Koule vznikne rotaci funkce f(z) = V1 — 22, x € [ , kolem osy .

TedyS—27r/ V14 f’2—27r/ V91— 1+ ( i —27?/ 1dz.
V V1—a?
1

5.8 = g —; 7 rovnice ? T :c2 dostaneme x = +1.

1 2 1
S:/ ( ! fx—)dx:[arctanxfi} _r_1
\1+22 2 61-1 2 3

1 1
6. Konverguje pro a > 1; U oo limitné srovname se sin(—) ~—.

Vva2e + 1+ go e

pro a > 0 a pro a < 0 u oo limitné srovname s 1.

CO

To konverguje pro a > 1 a pro o > 1 je funkce u 0 spojita.
1 1P4+2P+ .. 4+nP  1/,1.p 2. p N\p
- (G C) e (1)) =

Tp+1’ nptl n

n

Toto je Riemannovsky soucet funkce x?, a tedy lim = / P de = —— .
0

3
8. Konverguje pro o < 3 U 0 se chova jako

1
log™(1/z)’

. 1 . o
a tedy limitnim srovnanim s — konverguje. U 1 limitné srovname s

Jz

1
9. Konverguje pro a > 1; U 0 spojitd. U oo limitné srovndme s —,
x

1—a)

T — 2arctanx
1
xT

nebot pomoci I’Hospitala zjistime lim =2.

Tr— 00
3. cviceni

NA 5. CVICENI BUDE PISEMKA!

Naleznéte lim,, o, z nasledujicich integrélu:

3

1 100 : oo
x 1 >
1. / ", 2. / ¢ , 3. / , 4. / og(z + ) ——— ¢ Pcosz,
0 0 1—|—TLJC 0 1+n2$2 0
1 2 e
6. / nat® sin <x>7 7. / , 8. /
0 n 0 Y




Spoctéte (za pomoci Heineho véty)

2
—ax

dr .

5.alL1£10F(a) a ali>I(I)I+F(a) pro F(a) = /0 i—i—x
Navody:
1. 0; Z Lebesgueovy véty a 0 < z" < x nebo z Leviho.
I3

2. 0; Z Lebesgueovy véty a 0 < f, < ¢ nebo z Leviho.
x

1
3. 0; Z Lebesgueovy véty a 0 < f,, < 3
4. 0; Z Lebesgueovy véty a |f| < e 2 tn <e F(x+1).

—anz?

5.0 a o0; Proa, — oo aa, >1 plati

2
< e ® coz je integrovatelné.

0o L —anz? 0o —anz?
e~ an e~ an
7 Lebesgue a lim = lim

1

1 1
Ziejmé e —az” > - S proz < Tedy /
f

1 L .. q7Sin 2 17
6. Tt Bodovd limita je 7' —3" — x°". Z Lebesgueovy véty a |f,| < nat =z

n

7. 1; Z Lebesgueovy véty a f, < 1na (0,1) a f,, < e * na (1,00), nebo z Leviho.

1 oo
8. 1; Bodova limita je 1 a / e~ * = 1. Z Lebesgueovy véty a
et - 0

L 1 o1 1.00)
> na (1,00).
I+ T 14 2pp 2l =14 2

fnS%na(OJ)afné

4. cviceni

Vyjadiete nasledujici integrédly jako soucet fady:

1 0o 1
log(1 — P ]
1./ M, 2. / v dx, 3. / wdw pro p > 0,
0 x 0 €e*+1 o 1+ a2

[o’e) 1 _ T 1 p—l o0
4. /0 1og<1 —&—Z*“C) dz, 5./0 1I+ - dx (pro p,q > 0), 6. /0 e " cos(v/z) dx.

Navody:

> _1 S s |
1. E —; Rozvineme do g
n
n=1

n=1

. Podle Leviho na Z —fn-

n=1
0 _1 n o0 -
2. Z (=1) Rozvineme do Z(—l)”me_("‘*‘l)l,

27
nO( +1) n=0

oo

Podle Lebesgua Z/\fn Z/ ze~ (DT Z n—|—1 < 0.

1

_1”-{-17’
R P N

Rozvineme do pr log(x)(—1)"2*"
n=0

Podle Lebesgua Z / |fn] = Z/ 2P(—1) log(x = i ﬁ <00

p+1)?

w
oMg

n:l

=0, a tedy podle Heineho lim F(a)

a— 00

/” <7 )=

17

oQ.

=0.



=14 (=) —
4. Z %;Rozvineme jako log(1—e™*)—log(14+e™ %) = Z en +

n
n=1
oo oo 0o o= 0o 9
Podle Lebesgua Z/|f"| < Z/O 2 - :Zﬁ < 00
n=1 n=0 n=1
e TL
Z : Ziejmé < zP1, a tedy integral konverguje.
= p+an’
> N
Rozvineme do Z(fl)"zlﬂrq"*l. Podle Lebesgueovy véty pro funkce Fy = Z fn
n= n=0

1— (—x)Natt

N N
2
= _1\n.ptqn—1| _ . p—1- " \"%) "~ p—1 1
%m-lg 1)"a el = g T < L e L0,
> !
6. Z(*l)n o : Rozvineme do Z )yre x

Podle Lebesgua Z/|fn Z/
|

Indukei snadno /o z"e™" =(n)! a Z & <

6. cviceni

U nasledujicich integralu vysetiete pro jaka « konverguji a vySetfete spojitost na
definiénim oboru:

) / sin(ax) ) /°° / loznéte i i I
. , 2. analeznéte i lim a lim,
0 1+ 22 0 14z’ \/;[;24—0[ a—o00 a—0

8] 00 —az? 11 _ o
4. / L, 5. / ac a naleznéte i lim , 6. / x .
o 1+a¢ o 14z a—0+ o logz

Névody:

e L'

1. spojitd na R; |f(z,a)| < T2

2. spojitd na (0,00); Pro a € [§,0) je |f(z, a)| < e 9" e L.
11
Va2

Pro « € [1,00) je 1 integrovatelnd majoranta a podle Lebesguea a Heineho je

3. spojitd na (—o0,0) U (0,00); Pro |a| > 6 je |f(z,a)| < €L

1
0=0.

lim

1 1
1 1

— = lim 7:/

OMOO/O Va2 + a? /o a—oo /x4 a? o

1 1
. 1 1 1 —1 6~>0+
Proagée/iz/iz/izi g6 = oo.
| | ) 0 \/:L‘2—‘r—a2 0 2 + 2 5 \@x \/§
4. spojit na (2,00); Pro a € [24 6,00) je |f(z,a)] < { 1H#*F° pro-®
1 pro x < 1.

—bx?

5. spojitd na [0,00); Pro a € [0, K] je |f(z,a)| < < Ke % e L.

T 1+
Pro spojitost v 0 zprava musime spocitat lirgJr F(a). Substituci y = Vax
oa—

> qeoe’ o 2 > 2 * 2 a0+
— — — a—
odhadneme / §/ ae” ™ :/ Vae ™Y :\/E/ e Y YT,
0 0 0 0

14+



5

:1:,0(

6. spojitd na (—1,00); V 1 lze spojité dodefinovat a u 0 standartné srovndme s

logax”
—146 _q 1— K
< a pro a € [0, K] je | f(z,a)| < m

Pro 6 < 1aa € [~1+6,0] mame | f(z,0)] < 'S Togal”

| log x|

7. cviceni

Spoctéte ndsledujici integraly (pomoci véty o zdméné derivace a integrélu). Obor
konvergence je u kazdého piikladu napsén.

1 = —az® o —az? _ _—ba? oo
L. / 672’ a>—1; 2. / %, a,b > 0 (Rada: / e_xz = ﬁ)
0 re® 0 T 0 2

sin ax

3 / > arctan ax — arctan bz
0

,k>0,a€cR;
x

, a,b> 0 nebo a,b < 0; 4. / e ke
0

™

5. / In(a®sin? 2 + b2 cos® x), a,b > 0.
0

Névody:
p nlet 1), ‘W(x’ “ ‘ = ‘xe‘<"+1>m2 < ze™ proa € (=1+4,00).
2 da
2= v [ e <5 o (5.20)

/w_ _—VéFab C(b) — v/ma a F(b,b) = 0.
0
8f(:c a,b)

1 )
‘7’14—@2332’_ 1+ 6222 pro faf 2 6.

1
— T aFbb) =
/0 1+ a?2? Qaa (5,8)

0 k ,. .
4. arctang; M’ = ‘e_’” cos a:v‘ < gk pro a € R.
k da
* kx [ _pgp@sinar —kcosaryr=e  k B
/0 e " cosax = [ 2 L . —a2+k2aF(0,k)—0.
la| + [b] |9f(x,a,b) a?sin® x 2
5. wln ; ‘—‘ ‘ — pro |a| >4
T 2 da aa?sin® z + b2 cos? x =3P la
OF(a,b
Substituci tanz =t spocteme (a,b) _ .
da a+b

8. cviéeni

Za pomoci Fubiniovy véty ve dvou dimenzich spoctéte

1,.b_ ,a oo _—az? _ —bx?
3./ i dx pro a,b> —1, 5. / %dm pro a,b > 0.
o logz o T

Naleznéte miru nasledujich podmnozin R?

1
1. {x2<y<x—|—2}, 2. {ygx, 0<y<—2}.
x

Spoctéte nasledujici dvourozmérné integraly

4. / (22 +y?) drvdy pro M = {|z|+|y| < 1}, 6. / e~ dzdy pro M = {0 < z <y},
M M

2
7. / % dxdy pro M omezenou mezi kiivkami z =2, y =z a xy =1,
M



8. / (Vz 4 5) dedy pro M = {2 4+ 3 < 2}
M

9 2 a2 2
1.7;/ / ldydx:/ (x+ 2 — 2?) da.
2 —1Jz2 -1
3 1 T o] a%z 1 001
2 7;// 1dydx+/ / ldydx:/ J;dx+/ — dx
2 0 0 1 X
1 J—
3.logb+1;/x 2 // x¥ = o 10gb+1.
a+1" J, logzx M a +1 a-+1
2 o 2 2 », (1-2)?
4. 5,4// (x +y)dydx—4/ ((1—x)x +T)dx
w*b_rm/ //:/ VT
2/
6. 7;/ /e_(“'y) dxdy:/ e Y(1l—eY)dy
2 Jo Jo 0
1 2 IxQ 2
L2-; = = -
7 g /1 /; 7 dy dx /130 (J: )dx

] 1 pVo—a? 1 1
8 —,// (\/§+y)dyda::2/ Veve—a2=2 | (1-2)zdz
15 Jo Jova=az 0 0

Navody:

9. cviéeni

Na 11. cviceni bude zapoctova pisemka
Spoctéte nasledujici dvourozmeérné integraly
1
1. / S S
M1 — 2% —9?
Naleznéte miru nasledujich mnozin M C R?

3. {(z+y)’ <wy, >0,y >0}, 4 {z’+y° <ay, >0, y > 0}, 5. {2v/[z]+/|y| < 1},
6. {1l <xy<2,y<xz<3y}, T{y<az? <4y, 2z <y? <3z} .

dxdy pro M = {z%+y* < 1}, 2. dxzdy pro M = {z%+y* < z}.

1
/M Va2 +y?

Névody:

1 27
. rde
1. 2m; Polarni souradnice a ( 7) dr
/0 0o V1-—r2

5 cosp 4. g
2. 2; Polarni soutadnice a 0 < x2+y2 <zxda0<r < cosep. / ( u) do
0 Vr?

™

1
3. @; Transformace = = rcos® ¢ a y = rsin? ¢

transformuje M na 0 < r < sin® pcos® ¢ a Jy = 2rsin ¢ cos .

5 sin? o cos? ¢ 5
/ (/ 2rsin @ cos ¢ dr) dp = / sin® ¢ cos® ¢ dy
0 0 0

1 2 .2
4. 6; Transformace x = rcos3 p a y = rsin3 @

2
transformuje M na 0 <r < sin3 <pcos% paldy= gr sin” 3 @cos_% .

z bmd ch053g02 1 z
/ (/ —rsin~ 3gocos S@dr) dgozf/ sin ¢ cos ¢ dp
0 0 3 3 Jo



1
5. —; Transformace x = Zr cos*pay=rsintyp

1
6
transformuje MN{zx >0,y >0} na0<r<1,0< ¢ < g a tam Jp = rsin® g cos® p > 0.

3,1 B
4/ (/ Tsin?’gpcosg(pdr) dy = 2/ sin® ¢ cos® ¢ dyp
0 0 0
1 T . U
6. 5 log 3; Transformace u = xy, v = — neboli x = Vuv ay =4/ —
Y v

1 2 43
transformujeMnalSquS,1<v<3atam<]f:2—>0./(/—dv)du.
v 1 1

2 2
x . .

7. 1; Transformace u = —, v = L neboli z = Vuv? a Y= V2w
Y x

1 [
transformujeMna1§u§4,2<v<3an:§./(/gdv)du.
1 M2

10. cviceni

Na tabuli jsme pocitali nasledujici piiklady:
Pomoci Fubiniovy véty naleznéte miru nésledujich podmnozin R3

1.{0<z<3,0<y<3, ay<z<l} 2.{x>0,y>0,0<2<1—2a—y},
3. M omezen4 plochami z = 1 a z = 2% + ¢%.
Pomoci Fubiniovy véty spoctéte nasledujici trojrozmérné integraly

4. / x drdydz pro M omezenou x =0, y=02=0, y=3ax+2=2
M

5. / 22 dedydz pro M = {a® +y? + 22 <1, 22 + % + 2% < 22},
M
Pomoci véty o substituci spoc¢téte nasledujici trojrozmérné integraly

6. / 1 dezdydz pro M = {2 +y* < z < 1},
M

7. / z dedydz pro M = {2% +y* < 22, 2 € (0,2)},
M

2 2 1

Y z
. 1 M = —
8 /M dxdydz pro { > + 3 1+x2}

9. / 1dzdydzproM:{(27\/x2+y2)2+22§1}.
M

7 3 rmin(1,3) /1
1. log9fﬁ;// /1dzdyd:c:
1
///1dzdydx+// /1dzdydm.
% y
1—z -y
2.7;// / 1dz dy dx
6" Jo Jo 0

1
3. g; z je od 0 do 1 je fez kruh o poloméru /% : 7(\Vz)? dz.

0
2—z
44/// x dz dy dx

59 1
5. 1507 Pro z € [0, 2] je tez kruh o poloméru v/2z — 22, pro z € [2

Navody:

1]



3 2
je fez kruh o poloméru /1 — 22 : 22m(\/22 — 22)? dz—|—/ 2r(v/1—22)?%dz .
0 3

6. —; Vélcové soufadnice x = rcose, y =rsing, z =a, pak Jy =r > 0.

s
2’
27
x2+y2<z<ltransformujinar2<a<1:/ //rdadrdg@.
2

2m a
7. 4m; Vélcové souradnice / / / ar dr dy da.

8. V6m?; Upravené valcové soufadnice y = V2r cos Y, 2= V/3rsin Y, T=a,

0o p2m \/aﬁi
paka:\/6r>0./ / / \/érdrdcpda.
—o00 J0 0

9. 47%; Vilcové soufadnice daji (2 - r)2 +a? <1, atedy r € 1, 3].
27 1 (2 r2
/ / / rda dr dp .
—(2—r2)

12. cviceni

Na tabuli jsme pocitali nasledujici priklady:
Spoctéte néasledujici trojrozmérné objemy ¢i integraly

1. L3(M) pro M = {x? +y* + 2% < 2z, 2® + 4y < 2%},

2. Spoctéte 1. jak pies sférické, tak i vdlcové soutadnice},
22 2 2%\2
3.£3(M)proM:{( +b—2+ ) §m2y}aa,b,c>07

4. L3(M) pro M = {a(x* +y*) 4+ 2z < a, z > 0} v zdvislosti na a € R.
5. L3(M) proMz{(a:+y+z)2<y, x>0, y>0, z>0},

6./ “Z %y dedydz pro M = {x >0, y > 1, 2> 1, 2yz < 1}
M

., . u—+v u+v+w
za, pouziti substituce x = u, y = , 2= .
U U+

Navody:
1. m; Sférické soufadnice prevedou z2 4+ 3% + 2% <22 na 0 < r < 2sinv a

224y < 2% na cos? ¢ < sin?). Odtud sintp > 0 a cos? ¢ < sin®, tedy o € (-,

2 5 2sin
/ / / r2 cos ) dr dip dep.
o Jz Jo

2. m; Valcové soufadnice prevedou 22 +y? 4+ 22 < 2znar’+a> <21 a

13
o3

2+ y? <z2’nar’<d® Z prvm’ nerovnosti 2a — a® > 0, tedy a € (0,2).

Déle 72 < min{2a — a?,a*} a 2a — a® = a® proa = 1.

/2ﬂ//rdrdad1/)+/2ﬂ//2a a2rdrdadd)

7b4
; Zobecnéné sférické soutadnice x = ar cos p cos v, y = brsin g cos,

ma
3 192

z=crsiny a Jy = aber? cos 1. Podminku pievedu na 0 < 7 < a2br cos? ¢ cos® 1 sin .

z 7w prabcos? ¢ cos® P sin g
Odtud sinp > 0. / / / aber? cos dr dp dip
_x 0



9

27 a(l—r
4.0co0proa<0a / / / rdzdrdp= % pro a > 0 pies valcové soutadnice.

1 . . .
5. @; Zobecnéné sférické soufadnice z = ar cos? ¢ cos? ), y = brsin® p cos? 1),

z=crsin®y a Jr = 472 cos psin ¢ cos® 1 sin ) pro @, € (O,g).

z 5 sin? ¢ cos? 1
/ / / 472 cos @ sin @ cos® Y sin ) dr dip di.
o Jo Jo

6. g —1; Jakobian vyjde Jy = Z x >0 plyne u > 0,

_
u(u +v)’

>1, tedyv>0, z22>1plynew >0 azazxyz > 1 plyne u+v+w < 1.

z y > 1 plyne utv

1—u 1l—u—v
// / eutvtwy, 2UFY 1 du dv dw .
uw u(u+v)



