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Křivkový a plošný integrál

Křivkový integrál

1. Parametrizujte epicykloidu, tj. křivku, která vznikne pohybem zvole-
ného bodu jedné kružnice, kutálej́ıćı se po jiné pevné kružnici.

2. Napǐste v parametrickém tvaru rovnici kružnice, která je pr̊unikem
koule a roviny.

3. Napǐste parametrický tvar kuželosečky, tj. pr̊uniku kužele a roviny a
proveďte diskusi.

4. Parametrizujte křivku, zadanou jako pr̊unik dvou sfér v R3.

Spočtěte následuj́ıćı křivkové integrály:

5.
∫
C
x2 ds, kde C je oblouk AB křivky y = ln x, A = (2, ln 2), B = (1, 0)

6.
∫
C
(x

4
3 + y

4
3 ) ds, kde C je asteroida x

2
3 + y

2
3 = a

2
3

7.
∫
C
|y| ds, kde C je lemniskáta (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

8.
∫
C
(x2 + y2) dx + (x2 − y2) dy, kde C je obvod trojúhelńıka ABC, A =

(0, 0), B = (1, 0), C = (0, 1), přičemž (A,B,C) je trojice uspořádaná
ve smyslu orientace křivky

9.
∫
C

(x+ y) dx− (x− y) dy

x2 + y2
, kde C je kružnice x2 + y2 = a2, přičemž

trojice bod̊u A = (a, 0), B = (0, a), C = (−a, 0) je uspořádaná ve
smyslu orientace křivky

10.
∫
C
y dx+ z dy + x dz, kde C je pr̊usečnice ploch z = xy, x2 + y2 = 1 a

trojice bod̊u A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), C = (−1, 0, 0) je uspořádaná
ve smyslu orientace křivky



11. Ukažte, že
∫
C
f(x2+y2+z2)(x dx+y dy+z dz), kde f je spojitá funkce,

je roven nule přes libovolnou uzavřenou křivku C.

Spočtěte následuj́ıćı křivkové integrály:

12.
∫ B

A
(x4 + 4xy3) dx+ (6x2y2 − 5y4) dy, kde A = (−2,−1), B = (3, 0)

13.
∫ B

A

(
2xy2 + 3x2 +

1

x2
+

2x

y2

)
dx +

(
2x2y + 3y2 +

1

y2
− 2x2

y3

)
dy, kde

A = (2, 1), B = (1, 2) a křivka se nacháźı uvnitř prvńıho kvadrantu

14.
∫ B

A

x dx+ y dy + z dz√
x2 + y2 + z2

, kde A = (0, 0, a), B = (0, b, 0) a křivka procháźı

mimo počátek

15. Vypočtěte hmotnost hmotného oblouku x = a cos t, y = a sin t, z = bt,
t ∈ (0, 2π), je-li jeho lineárńı hustota µ(x, y, x) = k(x2 + y2 + z2).

16. Najděte těžǐstě homogenńıho oblouku kružnice o poloměru a, 0 ≤ φ ≤
2α.

17. Spočtěte gravitačńı śılu, kterou p̊usob́ı homogenńı p̊ulkružnice o polo-
měru R a hmotnosti M na hmotný bod o hmotnosti m ve svém středu.
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Křivkový a plošný integrál

Plošný integrál 1. druhu

1. Parametrizujte torus.

2. Parametrizujte Möbi̊uv list.

3. Popǐste povrch kvádru jako zobecněnou plochu.

4. Napǐste parametricky rovnici zobecněné koule

|x|α + |y|α + |z|α = aα,

α i a > 0.

5. Popǐste plášť válce

{(x, y, z);x2 + y2 ≤ r2; |z| ≤ a}

jako zobecněnou plochu.

6. Najděte plošný obsah plochy z2 = 2xy uř́ıznuté rovinami x + y = 1,
x = 0, y = 0.

7. Najděte plošný obsah plochy z =
√
x2 + y2, omezené vnitřkem válce

x2 + y2 = 2x.

8. Najděte plošný obsah plochy x = ϱ cosφ, y = ϱ sinφ, z = hφ, 0 < ϱ <
a, 0 < φ < 2π.

9. Najděte plošný obsah anuloidu (
√
x2 + y2 − a)2 + z2 = b2.

10. Najděte plošný obsah plochy x2 + y2 = 1 omezené y2 + z2 ≤ 1.

11. Najděte plošný obsah plochy (x2 + y2)
3
2 + z = 1, z ≥ 0.

12. Spočtěte
∫
S

dS
h
, kde S je povrch elipsoidu a h je vzdálenost od středu

elipsoidu k rovině ”tečné k dS”.



13. Spočtěte
∫
S

1√
x2+y2

dS, kde S část hyperbolického paraboloidu z = xy,

odř́ıznutá válcovou plochou x2 + y2 = R2 (|z| ≤ R).

14. Najděte momenty setrvačnosti homogenńı trojúhelńıkové desky desky
x + y + z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, v̊uči jednotlivým souřadnicovým
osám.

15. Spočtěte gravitačńı śılu, kterou se přitahuj́ı dvě homogenńı sféry o
poloměrech R a r, lež́ıćı ve vzdálenosti d. Plošná hustota rozložeńı
hmoty je ϱ.

16. Najděte těžǐstě homogenńıho kužele
√
x2 + y2 = z, useknutého válcem

x2 + y2 = ax.

17. Najděte těžǐstě homogenńı části koule x2 + y2 + z2 = a2, x, y, z ≥ 0.

18. Najděte těžǐstě homogenńıho helikoidu x = u cos v, y = u sin v, z = hv,
0 < u < a, 0 < v < π.

19. Najděte gravitačńı potenciál homogenńı kulové plochy x2+y2+z2 = a2

v bodě P = (x0, y0, z0), tj. spočtěte
∫
S

1√
(x−x0)2+(y−y0)2+(z−z0)2

dS.

20. Najděte śılu, kterou p̊usob́ı kapalina s hustotou γ na svislou stěnu
nádoby tvaru parabolického úseku h

a2
(y2 − a2) ≤ z ≤ 0, x = 0.
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Křivkový a plošný integrál

Plošný integrál 2. druhu

1. Spočtěte
∫
S(y−z) dy dz+(z−x) dz dx+(x−y) dx dy, kde S je ”vněǰśı

strana” kužele x2 + y2 = z2, 0 ≤ z ≤ h.

2. Spočtěte
∫
S x

2 dy dz+y2 dz dx+z2 dx dy, kde S je ”vněǰśı strana” sféry
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2.

3. Spočtěte
∫
S(z−R)2 dx dy, kde S je část kulové plochy x2+y2+z2 = 2Rz,

R ≤ z ≤ 2R, orientovaná normálou ven.

4. Spočtěte
∫
S z dy dz+x dz dx+y dx dy, kde S je část plochy x−y+z = 1,

x, z ≥ 0, y ≤ 0, orientované tak, že s vektorem ve směru kladné osy y
sv́ırá ostrý úhel.

5. Spočtěte
∫
S x

2 dy dz + y2 dz dx + z2 dx dy, kde S je část paraboloidu
x2 + y2 + 2az = a2, x ≤ 0, y, z ≥ 0, orientovaná tak, že pro normálový
vektor n plat́ı n · k > 0, k je vektor ve směru kladné osy y.

6. Spočtěte
∫
S

dy dz
x

+ dz dx
y

+ dxdy
z

, kde S je elipsoid x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1,

orientovaný normálou ven.

Stokesova a Gauß–Ostrogradského věta

7. Spočtěte křivkový integrál
∫
C y dx + z dy + x dz, kde C je kružnice

x2+ y2+ z2 = 1, x+ y+ z = 0, orientovaná kladně vzhledem k vektoru
(1, 1, 1).

8. Spočtěte křivkový integrál
∫
C(y

2 − z2) dx+ (z2 − x2) dy+ (x2 − y2) dz,
kde C je pr̊unik krychle [0, a]3 s rovinou x + y + z = 3

2
a, orientovaný

kladně vzhledem k vektoru (1, 1, 1).

9. Spočtěte křivkový integrál
∫
C y2z2 dx+z2x2 dy+x2y2 dz, kde C je elipsa

a(sin2 t, 2 sin t cos t, cos2 t), t ∈ [0, 2π], orientovaná ve směru rostoućıho
parametru t.



10. Pomoćı Stokesovy věty dokažte, že
∫
C yz dx + xz dy + xy dz = 0 pro

libovolnou uzavřenou po částech hladkou křivku.

11. Spočtěte křivkový integrál
∫
C(x

2− yz) dx+(y2−xz) dy+(z2−xy) dz,
kde C je oblouk šroubovice ÂB (a cos t, a sin t, h

2π
t), A = (a, 0, 0), B =

(a, 0, h) tak, že křivku doplńıte úsečkou BA na uzavřenou křivku a
použijete Stokesovu větu.

12. Spočtěte
∫
S x

3 dy dz + y3 dz dx + z3 dx dy, kde S je vněǰsek sféry x2 +
y2 + z2 = a2.

13. Spočtěte
∫
S(x

2 cosα + y2 cos β + z2 cos γ) dS, kde S je část kuželové
plochy x2+y2 = z2, 0 ≤ z ≤ h, a cosα . . . jsou směrové kosiny normály
k této ploše.

14. Spočtěte objem tělesa ohraničeného plochou x = u cos v, y = u sin v,
z = −u+ a cos v, u ≥ 0 a rovinami x = 0 a z = 0.

15. Dokažte Archiméd̊uv zákon.

16. Najděte objem sudu, ohraničeného plochami z = ±c, x = a cosu cos v+
b sinu sin v, y = a cosu sin v − b sinu cos v, z = c sinu.

17. Nechť f a g jsou dvakrát spojitě diferencovatelné funkce až do hra-
nice oblasti Ω, která je ohraničená jednoduchou uzavřenou plochou S
orientovanou normálou n ven. Ukažte, že plat́ı:∫

S

∂f

∂n
dS =

∫
Ω
∆f dx dy dz∫

S
f
∂g

∂n
dS =

∫
Ω
f∆g dx dy dz +

∫
Ω
∇f · ∇g dx dy dz∫

S
f
∂g

∂n
dS =

∫
S
g
∂f

∂n
dS, je-li ∆f = ∆g = 0
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Diferenciálńı formy a jejich integrace

1. Nechť e1, . . . e6 je kanonická báze v R6. Zjednodušte:
a) e2 ∧ e5 ∧ e3 ∧ [e1 ∧ e4 + e4 ∧ e2]
b) [e2 + e5] ∧ e3 ∧ e1 ∧ [e5 − e4]

2. Nechť e1, . . . e3 je kanonická báze v R3. Nechť v1 = e1+e2, v2 = e1−e3,
v3 = e1 + e3. Vypoč́ıtejte e = v1 ∧ v2 ∧ v3. Přitom odvoďte, čemu se
rovná

det

 1 1 0
1 0 −1
1 0 1

 .
3. Vypoč́ıtejte dω, je-li:

a) ω = x dx+ y dz
b) ω = sin x dy + dz

4. Napǐste rovnice, které muśı splňovat φi resp. ψij forem
a) ω = φ1 dx2∧ dx3∧ dx4−φ2 dx1∧ dx3∧ dx4+φ3 dx1∧ dx2∧ dx4−
φ4 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
b) τ = ψ12 dx3 ∧ dx4−ψ13 dx2 ∧ dx4+ψ14 dx2 ∧ dx3+ψ23 dx1 ∧ dx4−
ψ24 dx1 ∧ dx3 + ψ34 dx1 ∧ dx2,
aby
a) ω = dτ
b) dω = 0.

5. Ukažte, že je-li ω forma sudého stupně, pak τ = ω ∧ dω je exaktńı.

6. Nechť Φ : R2 → R3 je dáno předpisem Φ(s, t) = [st, s cos t, et]. Nalezněte
Φ∗ω pro:
a) ω = x dy
b) ω = dx ∧ dy ∧ dz

7. Nechť ω = −y dx+xdy
x2+y2

je 1-forma na R2\{0}. Nechť Φ(t) = [r cos t, r sin t],
kde r > 0 je pevné. Nalezněte formu Φ∗ω.



8. Nalezněte 1-formu ω pro kterou dω = (x2 + y2) dx ∧ dy a užijte ji pro
výpočet integrálu ∫

Ω
(x2 + y2) dx ∧ dy,

kde Ω = {|x|+ |y| < 4} \ {x2 + y2 ≤ 1}.

9. Vypoč́ıtejte
∫
M ω, kde:

a) ω = xz dx∧ dy na R3,M = {x2 = y2+z2+1, x ∈ [1,
√
2)} s orientaćı

danou normálou v bodě m ∈M , jej́ıž prvńı komponenta je kladná
b) ω = ey dz ∧ dx na R3, M = {y = x2 + z2, y ≤ 4} s orientaćı danou
normálou v bodě m ∈M , jej́ıž druhá komponenta je kladná

10. Ověřte Stokesovu větu pro:
a) ω = x dz pro plochu c : x = uv, y = u + v, z = u2 + v2, [u, v] ∈
(0, 1)2, v < u
b) ω = xy dy∧ dz+yz dx∧ dw pro plochu c : x = u2+v2, y = u−v, z =
uv, w = u+ v, [u, v] ∈ (0, 1)2

11. Nechť M = {[x1, x2, x3, x4];x21 + x22 + x23 < x24, 0 < x4 < 1} ⊂ R4.
Ukažte, žeM je zobecněná plocha dimenze 4 v R4, najděte jej́ı parame-
trizaci c tak, aby souhlasila s kanonickou orientaćı na R4. Vypoč́ıtejte:
a)

∫
∂c(x2 + x4) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

b)
∫
∂c |x|2 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
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Klasický variačńı počet

1. Nechť Φ(y) =
∫ b
a (y

2 + (y′)2) dx, y ∈ C1[a, b]. Spočtěte Gâteauxovy
diferenciály DΦ(y;h), D2Φ(y;h, k) a D3Φ(y;h, k, l).

2. Spočtěte prvńı Gâteaux̊uv a Fréchet̊uv diferenciál funkcionálu
Φ(y) =

∫ 1
0 x2(y4 − (y′)2) dx na C1[0, 1].

3. Spočtěte prvńı a druhý Gâteaux̊uv diferenciál funkcionálu
Φ(y) =

∫ 1
0

[
x2 sin(πy) + (y′)3 + y′′y′′′ + ye−(y′′)2

]
dx na C3[0, 1].

4. Spočtěte prvńı Gâteaux̊uv diferenciál funkcionálu Φ(y1, y2) =
∫ 1
0

[
xy21+

(y′1)
2(y′2)

2 + (y′2)
6
]
dx na C1[0, 1]× C1[0, 1].

5. Ukažte, že funkcionál Φ(y) =
∫ 1
−1 x

2(y′)2 dx nemá na množině M =
{y ∈ C1[−1, 1]; y(−1) = −1, y(1) = 1} minimum.

Návod: Uvažujte funkce ya(x) = arctg (x/a)/arctg (1/a).

6. Ukažte, že funkcionál Φ(y) =
∫ 1
−1 x

2
5 (y′)2 dx nemá na množině M =

{y ∈ C1[−1, 1]; y(−1) = −1, y(1) = 1} minimum.

Návod: Uvažujte řešeńı Euler–Lagrangeovy rovnice.

7. Najděte extremály (tj. řešeńı př́ıslušné Euler–Lagrangeovy rovnice) pro

funkcionál Φ(y) =
∫ 2π
0

[
(y′)2 − y2

]
dx na množině M = {y ∈ C1[0, 2π];

y(0) = y(2π) = 1}.

8. Nechť Φ(y) =
∫ 1
0 y2(xn − y) dx pro n přirozené dostatečně velké č́ıslo a

nechť M = {u ∈ C1[0, 1];u(0) = u(1) = 0}.
a) Ukažte, že jediným řešeńım Euler–Lagrangeovy rovnice lež́ıćım v
množině M je y0 = 0.
b) Ukažte, že D2Φ(y0;h, h) > 0 pro h ∈ M , h ̸= 0.
c) Ukažte, že y0 neńı bodem extrému funkcionálu, tj. v libovolném
okoĺı bodu y0 (v metrice C1[0, 1]) existuj́ı body y1, y2 ∈ M tak, že
Φ(y1) < Φ(y0) = 0 < Φ(y2).

1



Nalezněte extrémy následuj́ıćıch funkcionál̊u na množinách spojitě dife-
rencovatelných funkćı až do hranice splňuj́ıćıch ńıže uvedené hraničńı
podmı́nky.

9. Φ(y) =
∫ 2
1

[
x(y′)4 − 2y(y′)3

]
dx, y(1) = 0, y(2) = 1

10. Φ(y) =
∫ 3
2

x3

(y′)2
dx, y(2) = 4, y(3) = 9

11. Φ(y) =
∫ 1
0

[
(y′)2 + x2

]
dx, y(0) = −1, y(1) = 1

12. Φ(y) =
∫ a
0

[
1− e−(y′)2

]
dx, y(0) = 0, y(a) = b, a > 0

13. Φ(y) =
∫ 1
0 y(y′)2 dx, y(0) = p > 0, y(1) = q > 0.

V následuj́ıćıch úlohách hledejte minimum funkcionálu Φ(y) na spo-
jitě diferencovatelných funkćıch, splňuj́ıćıch dané hraničńı podmı́nky a
vazebńı podmı́nku g(y) = const

14. Φ(y) =
∫ π
0 (y

′)2 dx, y(0) = y(π) = 0, g(y) =
∫ π
0 y2 dx = 1

15. Φ(y) =
∫ 1
0 (y

′)2 dx, y(0) = 1, y(1) = 6, g(y) =
∫ 1
0 y dx = 3

16. Φ(y) =
∫ 1
0

[
x2 + (y′)2

]
dx, y(0) = y(1) = 0, g(y) =

∫ 1
0 y2 dx = 2

17. Φ(y) =
∫ 1
0 (y

′)2 dx, y(0) = 0, y(1) = π
4
, g(y) =

∫ 1
0

[
y − (y′)2

]
dx = 1

12
.

Klasický variačńı počet - aplikace ve fyzice

18. Nechť lagrangián L nezáviśı explicitně na čase, tj. L = L(x, ẋ). Ukažte,
že podél libovolné extremály plat́ı zákon zachováńı energie, tj.

dE

dt
=

d

dt

{
E(x0(t), ẋ0(t))

}
= 0.

(E =
∑N

i=1 ẋi
∂L
∂ẋi

− L).

19. Nechť pro pevné i = {1, 2, . . . N} lagrangián nezáviśı na xi. Potom
podél libovolné extremály plat́ı zákon zachováńı hybnosti, tj.

dp

dt
=

d

dt

{ ∂L

∂ẋi

(t, x0(t), ẋ0(t))
}
= 0.

2



20. Hamilton̊uv princip v klasické mechanice tvrd́ı, že mechanická soustava
popsaná souřadnicemi q1, q2, . . . , qN se bude pohybovat tak, aby akce

S =
∫ Q

P
L dt L = T (t, q, q̇)− U(t, q)

(T , U dané funkce, reprezentuj́ıćı kinetickou a potenciálńı energii sous-
tavy) byla stacionárńı, tj. bude-li vektorová funkce q(t) řešit Euler–
Lagrangeovy rovnice. Napǐste tyto rovnice.

21. Pomoćı zákona zachováńı energie (viz výše) ukažte, že pro extremály
akce S dané lagrangiánem L = 1

2

∑
i,j gijẋiẋj je parametr t přirozený

parametr, tj.
d

dt

{∑
ij

gijẋiẋj

}
= 0.

Sestavte Hamiltonovy rovnice pro následuj́ıćı funkcionály

22. J(y1, y2) =
∫ π

0
(2y1y2 − 2y21 + (ẏ1)

2 − (ẏ2)
2) dt

23. J(y) =
∫ b

a

√
t2 + y2

√
1 + (ẏ)2 dt

24. J(y1, y2) =
∫ b

a
(t2 + y1(ẏ1)

2 + y2(ẏ2)
2) dt.

3
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Posloupnosti a řady funkćı

Posloupnosti funkćı

Najděte obor bodové konvergence a hodnotu limity posloupnosti funkćı:

1.

ex
sinx sin(2x) . . . sin(nx)√

n

2.
1 + x2n+1

1 + x2n

3.

sin(πxn)

Zjistěte, zda na daných množinách konverguj́ı posloupnosti funkćı stej-
noměrně.

4.

xn − xn+1 na [0, 1]

5.

xn − x2n na [0, 1]

6.

arctgnx na (0,∞)

7.
nx

1 + n2x2
na a) {x ∈ C; |x| ≤ ε} b) {x ∈ C; |x| ≥ ε}

8.

sin πxn na [0, 1]

9.
x

n
ln

x

n
na a) (0, ε) b) (ε,∞)



10.
n
√
1 + xn na [0,∞)

11.
1 + xn+1

1 + xn
na [0,∞)

Zjistěte, zda jsou následuj́ıćı výroky pravdivé:

12.

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

nx

1 + n2x2
dx

13.

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x4
dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

nx

1 + n2x4
dx

14.
lim
x→1−

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

lim
x→1−

xn



Sada př́ıklad̊u 3/9

Posloupnosti a řady funkćı

Řady funkćı

Najděte obor absolutńı a neabsolutńı bodové konvergence řad funkćı:

1. ∞∑
n=1

lnn x

2. ∞∑
n=1

xn

1 + x2n

3. ∞∑
n=1

(−1)n
(1− x

1 + x

)n
4. ∞∑

n=1

xntg
x

2n

5. ∞∑
n=1

e−nx cosx

6. ∞∑
n=1

(−1)n

(x+ n)p
, p ∈ R

7. ∞∑
n=1

xn

n+ yn
, y ∈ R+

0



Zjistěte, zda řady funkćı konverguj́ı stejnoměrně na daných intervalech:

8. ∞∑
n=1

(1− x)xn a) [0, 1] b)
[
0,

999

1023

]
9. ∞∑

n=1

sinnx
3
√
n2 + x2

a) [ϵ, 2π − ϵ] , 0 < ϵ < π , b) [0, 2π]

10. ∞∑
n=1

x

1 + n4x2
a) [−K,K] , K > 0 , b) (−∞,∞)

11.
∞∑
n=2

ln
(
1 +

x2

n ln2 n

)
a) [−K,K] , K > 0 , b) (−∞,∞)

12. ∞∑
n=1

(−1)n√
n

n
√
x2 a) [0, K] , K > 0 , b) [0,∞)

13. ∞∑
n=1

xαenx, α ∈ N0 a) (−∞,−1] b) [−1, 0] c) [0, 1]

14.
∞∑
n=1

sin(π
√
x2 + k2)

n

√
x2

1 + x2
, k ∈ R (−∞,∞)

15. ∞∑
n=2

(−1)n

n+ sinx
a) [−K,K] , K > 0 , b) (−∞,∞)

16. ∞∑
n=1

(−1)n

n
x ln

x

n
a) (0, K] , K > 0 , b) (0,∞)

17. ∞∑
n=1

(−1)n
n− 1

n+ 1

1
100
√
n
e−nx a) [0, K] , K > 0 , b) [0,∞)



Sada př́ıklad̊u 4/9

Henri Lebesgue a jeho integrál

Fubiniho věta, věta o substituci

1. Převeďte
∫
Ω
f(x+ y) dx dy na jednoduchý integrál, jestliže f je spojitá

a Ω = {(x, y); |x|+ |y| ≤ 1}.

2. Převeďte
∫
Ω
f(x · y) dx dy na jednoduchý integrál, jestliže f je spojitá

a Ω je ohraničeno křivkami xy = 1, xy = 2, y = x, y = 4x a x, y > 0.

3. Přepǐste
∫ 1

0
(
∫ 1

y
f(x) dx) dy pomoćı jednoho integrálu.

4. Určete plošný obsah části roviny omezené následuj́ıćımi křivkami:
a) (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2)
b) (x3 + y3)2 = xy
c) x+ y = a, x+ y = b, y = αx, y = βx, 0 < a < b, 0 < α < β

5. Určete objem tělesa omezeného následuj́ıćımi plochami:
a) x+ y + z = a, x2 + y2 = R2, x = 0, y = 0, z = 0, a ≥ R

√
2 > 0

b) z = xy, z = 0, x+ y + z = 1
c) z = x2 + y2, x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x, z = 0
d) z = e−(x2+y2), z = 0, x2 + y2 = R2

e) x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1, x2

a2
+ y2

b2
= z2

c2
, a, b, c > 0

f) (x
a
+ y

b
)2 + z2

c2
= 1, x = 0, y = 0, z = 0, a, b, c > 0

g) (x2 + y2 + z2)3 = 3xyz

6. Spočtěte následuj́ıćı integrály:
a)

∫
R2 e

−(x2+y2) dx dy
b)

∫
Ω
x−py−q dx dy, Ω = {(x, y);xy ≥ 1, x ≥ 1}

c)
∫
Ω
(x+ y)−p dx dy, Ω = {(x, y);x+ y ≥ 1, 0 ≤ x ≤ 1}

7. Najděte souřadnice hmotného středu homogenńı desky ohraničené x
2
3 +

y
2
3 = a

2
3 , x, y, a > 0.

8. Najděte momenty setrvačnosti Ix a Iy homogenńı desky s hustotou
ϱ = 1 ohraničené (x− a)2 + (y − a)2 = a2, x = 0, y = 0, 0 ≤ x ≤ a.



9. Najděte souřadnice hmotného středu homogenńıho tělesa ohraničeného
x2

a2
+ y2

b2
= z2

c2
, z = c, a, b, c > 0.

10. Kruhový válec s osou ve směru osy z kartézských souřadnic je naplněn
plynem, jehož hustota se ř́ıd́ı barometrickou formuĺı

ϱ = ϱ0 exp(−
ϱ0
p0
gz) ,

kde p0 je tlak na spodńı základně z = 0, g je t́ıhové zrychleńı. Výška
válce je h, poloměr R. Určete hmotnost vzduchu ve válci.



Sada př́ıklad̊u 5/9

Henri Lebesgue a jeho integrál

Lebesgueova a Léviho věta

Spočtěte následuj́ıćı integrály. Ověřte předpoklady vět, které použ́ıváte!

1. lim
n→∞

∫ 1

0

xn

n
dx

2. lim
n→∞

∫ ∞

0

ln(x+ n)

n
e−x cosx dx

3. lim
n→∞

∫ ∞

0

xn

1 + x2n
dx

4. lim
n→∞

∫ ∞

0

e−nxx2 dx

Rozvinut́ım vhodné funkce do řady spočtěte následuj́ıćı integrály. Ověř-
te předpoklady vět, které použ́ıváte!

5.

∫ ∞

0

x

ex − 1
dx

( ∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6

)

6.

∫ 1

0

ln( 1
x
)

1− x2
dx

( ∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6

)

7.

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx

( ∞∑
n=1

1

n4
=

π2

90

)

Integrály závislé na parametru

8. Ukažte, že následuj́ıćı integrály jsou spojitými funkcemi proměnné na
dané množině:

a)

∫ π

0

sinx

xa(π − x)a
dx, a < 2



b)

∫ 2

0

x2 cos ax dx, −∞ < a < ∞

c)

∫ ∞

1

cosx

xa
dx, 1 < a < ∞

Zjistěte, pro které hodnoty parametru integrál konverguje, a spočtěte
jej:

9.

∫ ∞

0

arctg ax

x(1 + x2)
dx

10.

∫ ∞

0

e−ax2 − e−bx2

x
dx

11.

∫ ∞

0

e−ax2 − e−bx2

x2
dx

12.

∫ 1

0

xb − xa

lnx
dx

13.

∫ ∞

0

arctg ax arctg bx

x2
dx

14.

∫ ∞

0

e−ax2

cos bx dx

15.

∫ ∞

0

e−ax2

cosh bx dx

16.

∫ π
2

0

ln(1 + a sin2 x)

sin2 x
dx

17.

∫ π

0

ln(a± b cosx) dx

18.

∫ ∞

0

xe−axcos bx dx

19.

∫ ∞

0

e−ax1− cosx

x
dx



20.

∫ ∞

0

e−ax sinhx

x
dx

21.

∫ 1

0

x−α lnn x dx, n ∈ N0

22.

∫ π/2

0

ln(a2 + b2tg2x) dx

23.

∫
x>0,y>0

e−(x+y+a3

xy
)x−1/3y−2/3 dx dy

Doplněńım vhodného parametru spočtěte:

24.

∫ π/2

0

x

tgx
dx

25.

∫ ∞

0

sin4 x

x2
dx

26. Vyšetřete pr̊uběh funkce na jej́ım definičńım oboru:

F (a) =

∫ 1

0

ln(1− a2x2)

x2
√
1− x2

dx



Sada p°íklad· na 9. týden

Pouºíváme následující v¥ty o integrálech závislých na parametru:

V¥ta 1 (o limit¥ integrálu závislého na parametru). Nech´ P ⊂ R je otev°ená,

p0 ∈ P , A ⊂ Rd m¥°itelná a f : P ×A→ R. P°edpokládejme navíc, ºe

� funkce x 7→ f(p, x) je m¥°itelná pro v²echna p ∈ P \ {p0}

� limita lim
p→p0

f(p, x) =: F (x) existuje pro s.v. x ∈ A,

� existuje g ∈ L(A), ºe |f(p, x)| ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna p ∈ P .

Potom F ∈ L(A) a platí

lim
p→p0

∫
f(p, x) dx =

∫
F

V¥ta 2 (o spojitosti integrálu závislého na parametru). Nech´ P ⊂ R je ote-

v°ená, p0 ∈ P , A ⊂ Rd m¥°itelná a f : P × A → R. P°edpokládejme navíc,

ºe

� funkce x 7→ f(p, x) je m¥°itelná pro v²echna p ∈ P

� funkce p 7→ f(p, x) je spojitá v p0 pro s.v. x ∈ A,

� existuje g ∈ L(A), ºe |f(p, x)| ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna p ∈ P .

Potom je funkce p 7→
∫

f(p, x) dx spojitá v bod¥ p0.

V¥ta 3 (o derivaci integrálu závislého na parametru). Nech´ P ⊂ R je otev°ená,

p0 ∈ P , A ⊂ Rd m¥°itelná a f : P ×A→ R. P°edpokládejme navíc, ºe

� funkce x 7→ f(p, x) je m¥°itelná pro v²echna p ∈ P

� existuje ∂f
∂p (p, x) pro v²echna p ∈ P a s.v. x ∈ A,

� existuje g ∈ L(A), ºe
∣∣∣∂f∂p (p, x)∣∣∣ ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna p ∈ P .

Potom má funkce F : p 7→
∫

f(p, x) dx vlastní derivaci na P a pro p ∈ P platí

F ′(p) =

∫
∂f

∂p
(p, x) dx.

1



P°íklady:

**1. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ ∞
0

e−ax
2

dx

je spojitá na (0,∞).

**2. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ ∞
0

xa−1e−x dx,

je spojitá na (0,∞).

**3. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ ∞
0

sinx

x
e−ax dx,

je spojitá na (0,∞).

**4. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ 1

0

log(x2 + a2) dx,

je spojitá na (0,∞).

**5. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ ∞
0

xa−1e−x dx,

má na intervalu (0,∞) derivace v²ech °ád· a spo£t¥te je (ve form¥ inte-
grálu závislého na parametru).

**6. Spo£t¥te

F (a) =

∫ ∞
0

1− e−ax

xex
dx,

pro a ∈ (−1,∞).

**7. Spo£t¥te

F (a, b) =

∫ ∞
0

sin(ax)

x
· e−bx dx,

pro a ∈ R, b ∈ (0,∞).

**8. Spo£t¥te

F (a) =

∫ π
2

0

1

cosx
· log

(
1 + a cosx

1− a cosx

)
dx,

pro a ∈ [−1, 1].

2



**9. Spo£t¥te

F (a) =

∫ ∞
0

arctan(ax) · arctan(bx)
x2

dx,

pro a, b ∈ R.

**10. Na£rtn¥te graf funkce

F (a) =

∫ ∞
0

e−ax

1 + x2
dx

na [0,∞). Ukaºte, ºe na (0,∞) platí F ′′(a) + F (a) = 1
a .

3



Sada p°íklad· na 5. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

De�nice (bodová a stejnom¥rná konvergence). Pro posloupnost reálných funkcí
{fn} de�novaných na A ⊂ Rd a f : A→ R °íkáme, ºe

� posloupnost {fn} konverguje bodov¥ k funkci f na mnoºin¥ A (zna£íme
fn → f), pokud pro v²echna x ∈ A platí lim

n→∞
fn(x) = f(x),

� posloupnost {fn} konverguje stejnom¥rn¥ k funkci f na mnoºin¥ A
(zna£íme fn ⇒ f), pokud platí

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ x ∈ A ∀n ∈ N, n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε.

� posloupnost {fn} konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ k funkci f na mno-

ºin¥ A (zna£íme fn
loc

⇒ f), pokud fn ⇒ f na K pro kaºdou K ⊆ A
kompaktní.

Pro σn = supx∈A |fn(x)− f(x)| platí

(fn ⇒ f) ⇐⇒ σn → 0.

1



P°íklady

1. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci °ady
∞∑

n=1

(1− x)xn.

2. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci °ady
∞∑

n=1

sinnx

n2 + x2
.

3. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci °ady
∞∑

n=1

sinnx
3
√
n2 + x2

.

4. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci °ady
∞∑

n=2

log

(
1 +

x2

n log2 n

)
.

5. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci °ady
∞∑

n=1

xNenx, N ∈ N.

6. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci °ady
∞∑

n=1

(−1)n

n+ sinx
.

7. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci °ady
∞∑

n=1

(−1)n

n
x log

x

n
.

8. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci °ady
∞∑

n=1

(−1)nn− 1

n+ 1

1
100
√
n
e−nx.

2



Sada p°íklad· na 1. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

De�nice. Nech´ X je normovaný lineární prostor, F : X ⊃ DF → R funkcio-
nál, a ∈ Df , h ∈ X \ {0}. Potom de�nujeme Gâteauxovu derivaci F v bod¥ a
ve sm¥ru h jako

DhF (a) = lim
t→0

F (a+ th)− F (a)

t
,

pokud limita napravo existuje vlastní.
Spojitý lineární funkcionál L : X → R budeme nazývat Gâteauxovu derivací

F v bod¥ a pokud DhF (a) existuje pro v²echna h ∈ X \ {0} a platí L(h) =
DhF (a), h ∈ X \ {0}.

Spojitý lineární funkcionál L : X → R budeme nazývat Fréchetovou derivací
F v bod¥ a pokud

lim
h→0

F (a+ h)− F (a)− L(h)

|h|
= 0.

Gâteauxovy a Fréchetovy derivace vy²²ích °ád· de�nujeme induktivn¥.

Lemma 1 (základní lemma varia£ního po£tu). Nech´ f ∈ C([a, b]). Potom

1. pokud platí ∫ b

a

fg′ = 0, g ∈ C1([a, b]), g(a) = g(b) = 0,

potom f je konstantní na [a, b],

2. pokud platí ∫ b

a

fg = 0, g ∈ C1([a, b]), g(a) = g(b) = 0,

potom f = 0 na [a, b].

Funkcionály reprezentované integrálem

Jde o funkcionály ve tvaru

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx (1)

de�nované na mnoºin¥

M = {y ∈ C1([a, b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a, b, A,B ∈ R, a < b a f ∈ C2([a, b]× R2).

1



Tuto obecnou situaci si ov²em upravíme na speciální úlohu

Φ(u) = F (u+ ϕ),

kde ϕ(x) =
B −A
b− a

(x− a) +A, a

X = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Je snadné si rozmyslet, ºe u ∈ X práv¥ tehdy, kdyº u + ϕ ∈ M , a ºe u ∈ X je
extrémem funkcionálu Φ práv¥ tehdy, kdyº u+ ϕ je extrémem (stejného typu)
funkcionálu F .

V¥ta (Euler-Lagrangeova rovnice). Nech´ f ∈ C2([a, b]×R2) a y je stacionár-
ním bodem funkcionálu F . Potom je funkce

x 7→ fz(x, y(x), y′(x))

spojit¥ diferencovatelná na [a, b] a platí (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)

fy(x, y(x), y′(x))− (fz(x, y(x), y′(x)))′ = 0, x ∈ [a, b]. (3)

V¥ta (o regularit¥ minimizéru). Nech´ f ∈ C2([a, b] × R2), y je stacionárním
bodem funkcionálu F a pro ξ ∈ (a, b) platí

fzz(ξ, y(ξ), y′(ξ)) 6= 0.

Potom existuje δ > 0, ºe y je C2 na (ξ − δ, ξ + δ).

2



P°íklady

1. Spo£ítejte DhΦ(f), D2
h,kΦ(f) a D3

h,k,lΦ(f) pro

Φ(y) =

∫ b

a

y2 + (y′)2, y ∈ C([a, b])

a h, k, l ∈ C([a, b]) \ {0}.

2. Spo£ítejte Gâteauxovu a Fréchetovu derivaci funkcionálu

Φ(y) =

∫ 1

−1
y2, y ∈ C1([−1, 1]).

3. Spo£ítejte Gâteauxovu a Fréchetovu derivaci funkcionálu

Φ(y) =

∫ 1

0

x2(y4 − (y′)2), y ∈ C1([0, 1]).

4. Spo£ítejte Gâteauxovu derivaci funkcionálu

Φ(y) =

∫ 1

0

[
(y′)3 + x2 sin(πy) + y′′y′′′ + ye−(y

′′)2 , y ∈ C3([0, 1]).
]

5. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 1

0

(y′)2 − y2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([0, 2π]) : y(0) = y(2π) = 1}.

6. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 1

0

(y′)2 + yy′ + (y′)2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([0, 1]) : y(0) = 0, y(1) = sinh 1}.

7. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 3

2

x3

(y′)2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([2, 3]) : y(2) = 4, y(3) = 9}.

8. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 2

1

x2(y′)2 + 2yy′

na mnoºin¥ {y ∈ C1([1, 2]) : y(1) = 1, y(2) = 2}.

3



9. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 1

−1
2y2 + x2(y′)2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([1, 2]) : y(−1) = −1, y(1) = 1}.

10. Ukaºte, ºe Euler-Lagrangeova rovnice pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 1

−1
y2(2x− y′)2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([−1, 1]) : y(−1) = 0, y(1) = 1} má °e²ení, které není
C2.

4



Sada p°íklad· na 5. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

V¥ta (vztah Riemannova a Lebesgueova integrálu). Pokud f ∈ R([a, b]), potom
f ∈ L([a, b]) a platí ∫ b

a

f = (R)

∫ b

a

f.

V¥ta (Leviho v¥ta). Nech´ pro posloupnost {fn} ⊂ Ld platí fn ↗ f a nech´

existuje M ∈ R, ºe

∫
fn ≤M , n ∈ N, potom

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f.

V¥ta (Leviho v¥ta pro °ady). Nech´ {fn} ⊂ Ld je posloupnost nezáporných

funkcí a nech´ existujeM ∈ R, ºe

∫ n∑
k=1

fn ≤M , n ∈ N. Potom f =

∞∑
n=1

fn ∈ Ld

a
∞∑

n=1

∫
fn =

∫
f.

V¥ta (Fatouovo lemma). Nech´ {fn} je posloupnost funkcí z L+
n , fn → f s.v.

a existuje M ∈ R, ºe

∫
fn ≤M , n ∈ N. Potom f ∈ L+

d a

∫
f ≤M .

V¥ta (Lebesgueova o majorant¥). Nech´ {fn} je posloupnost funkcí z Ld, fn →
f s.v. a existuje g ∈ Ld, ºe |fn| ≤ g s.v., n ∈ N. Potom f ∈ Ld a∫

f = lim
n→∞

∫
fn.

1



P°íklady

**1. Ov¥°te, ºe

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
dx = 0.

**2. Ov¥°te, ºe

lim
n→∞

∫ ∞
0

e−x
n

dx = 1.

**3. Platí lim
n→∞

∫
M
fn =

∫
M

lim
n→∞

fn pro

fn(x) = nxe−nx
2

, M = (0, 1), (1,∞), (0,∞)?

**4. Ov¥°te, ºe

lim
n→∞

∫ ∞
0

log(x+ n)

n
· e−x cosx dx = 0.

Návod: výraz log(x+n)
n odhadn¥te polynomem nezávislým na n a pouºijte

Lebesgueovu v¥tu.

**5. Spo£t¥te

lim
n→∞

∫ ∞
0

1(
1 + x

n

)n · n√x dx.
Návod: uvaºujte zvlá²´ intervaly (0, 1) a (1,∞). Na (0, 1) je rozhodujícím
£lenem n

√
x, zde lze pouºít Leviho i Lebesgueovu v¥tu. Na (1,∞) rozhoduje(

1 + x
n

)n
. Pro jeho odhad zespoda pouºijte binomickou v¥tu a následn¥

pouºijte Lebesgueovu v¥tu. I na (1,∞) lze pouºít Leviho v¥tu, nicmén¥
pouºití je pon¥kud náro£n¥j²í.

**6. Existuje posloupnost funkcí fn : R → R, fn ↘ 0 taková, aby platilo
limn→∞

∫∞
−∞ fn 6= 0? Návod: zkuste nejd°íve sestrojit posloupnost mnoºin

An takovou, ºe An ⊃ An+1 a λ(An) =∞, n ∈ N, a která spl¬uje
⋂
n
An = ∅.

Pak poloºte fn = χAn .

**7. Spo£t¥te

lim
a→∞

∫ ∞
0

e−ax
2

dx, lim
a→0+

∫ ∞
0

e−ax
2

dx.

Návod: pomocí Heineho v¥ty p°eve¤te na limitu posloupnosti.

**8. Spo£t¥te

lim
a→1−

∫ π
4

0

1

log(a− sinx)
dx.

Návod: pomocí Heineho v¥ty p°eve¤te na limitu posloupnosti.
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**9. Spo£t¥te

lim
a→∞

∫ ∞
0

xa−1e−x dx, lim
a→0+

∫ ∞
0

xa−1e−x dx.

**10. Dokaºte, ºe ∫ 1

0

log(1− x)

x
dx = −π

2

6
.

Návod: pro první p°íklad pouºijte rozvoj log(1 − x) v mocninnou °adu.
Pomocí Leviho v¥ty pak dokaºte, ºe lze integrovat £len po £lenu.

**11. Dokaºte, ºe ∫ ∞
0

x

ex − 1
dx =

π2

6
.

Návod: vytkn¥te x
ex a zbytek rozve¤te do nekone£né °ady pomocí vzore£ku

pro geometrickou °adu.

**12. Vypo£t¥te ∫ ∞
0

log(1− e−x) dx.

Návod: vhodnou substitucí p°eve¤te na jeden z p°edchozích p°íklad·.

**13. Dokaºte, ºe ∫ ∞
0

e−ax sin(bx) dx =
b

a2 + b2

pro |b| < a. Návod: sin(bx) rozve¤te v Taylorovu °adu. Pro konvergenci
pouºijte Lebesgueovu v¥tu. Integrál lze spo£ítat i p°ímo.

**14. Ov¥°te pro p, q > 0, ºe∫ 1

0

xp−1

1 + xq
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

p+ nq
.

Návod: v²imn¥te si, ºe m·ºeme uvaºovat jen x ∈ (0, 1). To znamená, ºe
£len 1

1+xq lze rozvést pomocí vzorce pro sou£et geometrické °ady. Pak uº

sta£í pouºít Lebesgueovu v¥tu s majorantou 2xp−1

1+x2 (k jejím·º odvození
pouºijeme vzore£ek pro £áste£né sou£ty geometrické °ady). Moºno pouºít
i Leviho v¥tu, ale zde je uºite£né rozvést v geometrickou °adu s kvocientem
x2.

**15. Ov¥°te, ºe ∫ ∞
0

e−x cos(
√
x) dx =

∞∑
n=0

(−1)nn!

(2n)!
.

Návod: cos(
√
x) rozvedeme do Taylorovy °ady a následné integrály po£í-

táme per partes (m·ºeme si zárove¬ v²imnout, ºe jde o integrály z de�nice
Γ funkce (p°. 1) a pouºít, co o této p°ípadn¥ víme).
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**16. Ov¥°te, ºe ∫ 1

0

log

(
1

1− x

)
dx = 1.

Návod: pouºijeme vzore£ek pro logaritmus podílu a pak rozvedeme v Ta-
ylorovu °adu.

**17. Ov¥°te pro |b| < a, ºe∫ ∞
0

e−ax
sin(bx)

x
dx = arctan

(
b

a

)
.

Návod: rozvedeme sin(bx) v Taylorovu °adu, integrujeme £len po £lenu
(Lebesgueova v¥ta) pomocí per partes. Na záv¥r porovnáme s Taylorovou
°adou pro arctanx.

V²echny p°íklady jsou p°evzaty ze sbírky prof. Luke²e, kde naleznete i po-
drobn¥j²í verze mnoha návod·, jde po °ad¥ o p°íklady 4, 3; 4, 22; 4, 23(d); 4, 8;
4, 7; 4, 13; 4, 15; 4, 19; 4, 18; 4, 25; 4, 26; 4, 46(a) a 4, 47.
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Sada p°íklad· na 2. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

Jde o funkcionály ve tvaru

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx (1)

de�nované na mnoºin¥

M = {y ∈ C1([a, b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a, b, A,B ∈ R, a < b a f ∈ C2([a, b]× R2).
Tuto obecnou situaci si ov²em upravíme na speciální úlohu

Φ(u) = F (u+ ϕ),

kde ϕ(x) =
B −A
b− a

(x− a) +A, a

X = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Je snadné si rozmyslet, ºe u ∈ X práv¥ tehdy, kdyº u + ϕ ∈ M , a ºe u ∈ X je
extrémem funkcionálu Φ práv¥ tehdy, kdyº u+ ϕ je extrémem (stejného typu)
funkcionálu F .

V¥ta (Euler-Lagrangeova rovnice). Nech´ f ∈ C2([a, b]×R2) a y je stacionár-
ním bodem funkcionálu F . Potom je funkce

x 7→ fz(x, y(x), y′(x))

spojit¥ diferencovatelná na [a, b] a platí (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)

fy(x, y(x), y′(x))− (fz(x, y(x), y′(x)))′ = 0, x ∈ [a, b]. (3)

Hlavní poznatky

1. (regularita minimizéru) pokud je y stacionárním bodem F a pro n¥jaké
ξ ∈ (a, b) platí

fzz(ξ, y(ξ), y′(ξ)) 6= 0.

Potom existuje δ > 0, ºe y je C2 na okolí ξ.

2. (Lagrangeova nutná podmínka) pokud je y bodem minima funkcionálu F .
Potom

fzz(x, y(x), y′(x)) ≥ 0, x ∈ [a, b].

1



3. (Legendrova posta£ující podmínka) pokud je y stacionárním bodem funk-
cionálu F a pokud existují α, δ > 0, ºe

d2Φh,h(u0) ≥ α||h||2, h ∈ X, ||h|| < δ,

potom y je bodem minima.

4. (Lagrangeova posta£ující podmínka) pokud je y stacionárním bodem funk-
cionálu F . Jestliºe existuje δ > 0, ºe pro kaºdé h ∈ X, ||h|| < δ spl¬uje
funkce ϕ : t 7→ F (y + th) podmínku

ϕ′′(t) ≥ 0, t ∈ (0, 1).

Potom F má v bod¥ y lokální minimum.

5. (konvexita a extrém) Pokud je zobrazení (u, v) 7→ f(x, u, v) konvexní pro
v²echna x ∈ [a, b] a y ∈M ∩C2([a, b]) je stacionárním bodem funkcionálu
F . Potom má F v bod¥ y minimum.

De�nice (Jacobiho rovnice a konjugovaný bod). Nech´ f ∈ C3([a, b] × R2) a
y ∈M ∩ C2([a, b]) je stacionárním bodem funkcionálu F . Poloºme

P (x) = fzz(x, y(x), y′(x))

a
Q(x) = fyy(x, y(x), y′(x))− (fyz(x, y(x), y′(x)))

′
.

Rovnici
−(Ph′)′ +Qh = 0

nazýváme Jacobiho rovnicí. Bod x ∈ (a, b] nazveme konjugovaným bodem

k bodu a, pokud existuje netriviální °e²ení Jacobiho rovnice h, pro které platí
h(a) = h(x) = 0.

V¥ta (Jacobiho). Nech´ f ∈ C3([a, b]×R2) a y ∈M∩C2([a, b]) je stacionárním
bodem funkcionálu F a platí

fzz(x, y(x), y′(x)) > 0, x ∈ [a, b].

Potom

1. pokud na (a, b] neexistuje konjugovaný bod k bodu a, potom y je bodem
lokálního minima funkcionálu F na M .

2. pokud je y bodem lokálního minima funkcionálu F na M , potom na (a, b)
neexistuje konjugovaný bod k bodu a.
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P°íklady

1. Vy²et°ete extrémy funkcionálu

F (y) =

∫ 1

0

(y)2 + yy′ + (y′)2

vzhledem k mnoºin¥

M = {y ∈ C1([0, 1]) : y(0) = 0, y(1) = sinh 1}.

2. Vy²et°ete extrémy funkcionálu

F (y) =

∫ 1

0

x3

(y′)2

vzhledem k mnoºin¥

M = {y ∈ C1([2, 3]) : y(2) = 4, y(3) = 9}.

3. Vy²et°ete extrémy funkcionálu

F (y) =

∫ 2

1

x2(y′)2

vzhledem k mnoºin¥

M = {y ∈ C1([1, 2]) : y(1) = 1, y(2) = 2}.

4. Vy²et°ete extrémy funkcionálu

F (y) =

∫ 2

1

x2(y′)2 + 2yy′

vzhledem k mnoºin¥

M = {y ∈ C1([1, 2]) : y(1) = 1, y(2) = 2}.

5. Vy²et°ete extrémy funkcionálu

F (y) =

∫ 1

−1
2y2 + x2(y′)2

vzhledem k mnoºin¥

M = {y ∈ C1([1, 2]) : y(−1) = −1, y(1) = 1}.

3



Sada p°íklad· na 3. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

Jde o funkcionály ve tvaru

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx (1)

de�nované na mnoºin¥

M = {y ∈ C1([a, b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a, b, A,B ∈ R, a < b a f ∈ C2([a, b]× R2).
Tuto obecnou situaci si ov²em upravíme na speciální úlohu

Φ(u) = F (u+ ϕ),

kde ϕ(x) =
B −A
b− a

(x− a) +A, a

X = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Je snadné si rozmyslet, ºe u ∈ X práv¥ tehdy, kdyº u + ϕ ∈ M , a ºe u ∈ X je
extrémem funkcionálu Φ práv¥ tehdy, kdyº u+ ϕ je extrémem (stejného typu)
funkcionálu F .

V¥ta (o Lagrangeových multiplikátorech). Nech´ f, g ∈ C2([a, b] × R2), γ ∈ R
a y ∈M je bodem minima funkcionálu F vzhledem k mnoºin¥

{y ∈M : G(y) = γ},

kde

G(y) =

∫ b

a

g(x, y(x), y′(x)) dx,

(zde op¥t zna£íme Ψ(u) = G(u+ ϕ)). Pokud dΦ(y) 6= 0, potom existuje λ ∈ R,
ºe

dΦ(y)(h) = λdΨ(y)(h), h ∈ X.
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P°íklady

1. Nalezn¥te minimum funkcionálu

F (y) =

∫ π

0

(y′)2

vzhledem k mnoºin¥ v²ech funkcí y ∈ C1([0, π]), pro které platí y(0) =

y(π) = 0 a

∫ π

0

y2 = 1.

2. Nalezn¥te minimum funkcionálu

F (y) =

∫ 1

0

(y′)2

vzhledem k mnoºin¥ v²ech funkcí y ∈ C1([0, 1]), pro které platí y(0) = 1,

y(1) = 6 a

∫ 1

0

y = 3.

3. Nalezn¥te minimum funkcionálu

F (y) =

∫ 1

0

(y′)2

vzhledem k mnoºin¥ v²ech funkcí y ∈ C1([0, 1]), pro které platí y(0) = 1,

y(1) = 1
4 a

∫ 1

0

y − (y′)2 =
1

12
.
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Sada p°íklad· na 8. týden

Fubiniovu v¥tu budeme pouºívat v následujícím tvaru:

V¥ta 1 (Fubiniova v¥ta). Pro funkci f ∈ L∗(Rp+q) a mnoºinu A ∈ Bp+q platí∫
A

f(x, y) d(x, y) =

∫
π1A

(∫
Ax

f(x, y) dy

)
dx =

∫
π2A

(∫
Ay

f(x, y) dx

)
dy.

V¥ta 2 (V¥ta o substituci). Bu¤ U ⊂ Rn otev°ená, ϕ : U → Rn difeomor�smus

a f : ϕ(U)→ R Lebesgueovsky m¥°itelná funkce. Pak∫
U

f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫
ϕ(U)

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

Je-li navíc B ⊂ ϕ(U) Lebesgueovsky m¥°itelná mnoºina, platí∫
ϕ−1(B)

f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫
B

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

P°íklady:

**1. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =

{
(x, y) ∈ R2 : 4− x ≥ y ≥ 3

x
, x > 0

}
.

**2. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : x+ 2 ≥ y ≥ x2

}
.

**3. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = [3, 4]× [1, 2], f(x, y) =
1

(x+ y)2
.

**4. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y}, f(x, y) = e−(x+y).

**5. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ y2, y ≥ x2}, f(x, y) = x2 + y.

1



**6. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, f(x, y) =
1√

1− x2 − y2
.

Pouºijte Fubiniovu v¥tu jak p°ímo, tak v kombinaci s v¥tou o substituci
(polární sou°adnice).

**7. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ x}, f(x, y) =
1√

x2 + y2
.

Pouºijte Fubiniovu v¥tu jak p°ímo, tak v kombinaci s v¥tou o substituci
(polární sou°adnice).

**8. Spo£t¥te
∫
M
f , kde M je mnoºina omezená plochami x = 0, y = 0, z = 0

a x+ y + z = 1 pro funkci

f(x, y, z) =
1

(1 + x+ y + z)3
.

**9. Spo£t¥te
∫
M
f , kde M je mnoºina omezená plochami x = y2, y = x2,

z = 0 a z = xy pro funkci f(x, y, z) = xyz.

**10. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : (x2 + y2)2 ≤ 8(x2 − y2)

}
.

Návod: pouºijte polární sou°adnice.

**11. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : (x+ y)4 < 3x2y, x > 0

}
.

Návod: pouºijde substituci pomocí zobrazení (r, φ) 7→ (r cos2 φ, r sin2 φ).

**12. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : y ≤ x2 ≤ 4y, 2x ≤ y2 ≤ 3x

}
.

Pouºijte Fubiniovu v¥tu jak p°ímo, tak v kombinaci s v¥tou o substituci

(zobrazení (x, y) 7→ (x
2

y ,
y2

x )).

**13. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x+ y ≤ 2, 2x ≤ y ≤ 3x

}
.

Pouºijte Fubiniovu v¥tu jak p°ímo, tak v kombinaci s v¥tou o substituci
(zobrazení (x, y) 7→ (x+ y, yx )).
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**14. Spo£t¥te λ3(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ ρ

}
,

ρ > 0. Návod: pouºijte sférické sou°adnice.

**15. Spo£t¥te λ3(M), kde

M =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 2z, x2 + y2 < z2

}
.

Návod: pouºijte sférické sou°adnice.

**16. Spo£t¥te λ3(M), kde

M =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < z < 2

}
.

Návod: pouºijte cylindrické sou°adnice, nebo polární v kombinaci s Fubi-
niovou v¥tou.

**17. Spo£t¥te
∫
M
f pro

M = {(x, y) ∈ R2 : x, y > 0}, f(x, y) = e−x
2−y2

a pomocí této hodnoty spo£t¥te
∫∞
0
e−x

2

.

**18. Pro b > a > 0 spo£t¥te
∫
M
f pro

M = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, b > y > a}, f(x, y) =
1

1 + x2y2
,

pomocí Fubiniovy v¥ty postupn¥ v pobou po°adích integrace.

**19. Pro b > a > 0 spo£t¥te
∫
M
f pro

M = {(x, y) ∈ R2 : 1 > x > 0, b > y > a}, f(x, y) = xy,

pomocí Fubiniovy v¥ty postupn¥ v pobou po°adích integrace.

**20. Spo£t¥te
∫
M
f pro

M = {(x, y) ∈ R2 : x, y > 0}, f(x, y) =
1

(1 + x)(1 + xy2)

pomocí Fubiniovy v¥ty postupn¥ v pobou po°adích integrace.
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Sada p°íklad· na 3. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

De�nice (bodová a stejnom¥rná konvergence). Pro posloupnost reálných funkcí
{fn} de�novaných na A ⊂ Rd a f : A→ R °íkáme, ºe

� posloupnost {fn} konverguje bodov¥ k funkci f na mnoºin¥ A (zna£íme
fn → f), pokud pro v²echna x ∈ A platí lim

n→∞
fn(x) = f(x),

� posloupnost {fn} konverguje stejnom¥rn¥ k funkci f na mnoºin¥ A
(zna£íme fn ⇒ f), pokud platí

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ x ∈ A ∀n ∈ N, n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε.

� posloupnost {fn} konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ k funkci f na mno-

ºin¥ A (zna£íme fn
loc

⇒ f), pokud fn ⇒ f na K pro kaºdou K ⊆ A
kompaktní.

Pro σn = supx∈A |fn(x)− f(x)| platí

(fn ⇒ f) ⇐⇒ σn → 0.

1



P°íklady

1. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) = e−nx.

2. Vy²et°ete bodovou. lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-

sloupnosti fn(x) =
sin(nx)√

n
.

3. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) = sinn(x).

4. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) = arctan(nx).

5. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) =

nx
1+x2n2 .

6. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) =

xn

1+xn .

7. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-

sloupnosti fn(x) = n
(√

x+ 1
n −
√
x
)
.

8. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) = x2n − x3n, x ∈ [0, 1].

9. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) =

√
n2 + 1(e

1
nx − 1), x > 0.

10. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) =

n
√
3n + xn.

11. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) = xpn

1+n+xqn v závislosti na parametrech p, q pro x ∈
(0,∞).

12. Vy²et°ete bodovou, lokáln¥ stejnom¥rnou a stejnom¥rnou konvergenci po-
sloupnosti fn(x) = n2(1− cos x

n ).

2



1. cvičeńı

Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch integrál̊u (α ∈ R je parametr):

1.
∫ ∞

0

dx√
x3 + 5x+ 3

, 2.
∫ 1

0

log x
1− x2

dx, 3.
∫ ∞

0

x− sinx
xα

dx

5.
∫ ∞

0

x sinx
1 + x2

dx (i absolutńı konvergenci), 6.
∫ π

2

0

log(cosx) tanα x dx .

Nalezněte objemy
4. jednotkové koule, 7. anuloidu.

Výsledky a návody:

1. Konverguje ; U ∞ limitně srovnáme s
1
x

3
2
.

2. Konverguje; U 1 v́ıme lim
t→0

log x
1− x

= 1, a proto limitně srovnáme s 1.

U 0 srovnáme s log x a
∫ 1

0

| log x| <∞ zjist́ıme z per partes.

3. Konverguje pro α ∈ (2, 4); U 0 limitně srovnáme s
x3

xα
.

U ∞ (nelimitně) srovnáme s
x+ 1
xα

.

5. Konverguje neabsolutně. Z Abel-Dirichleta v́ıme, že
∫ ∞

0

sinx
x

dx konverguje a∫ ∞
0

(x sinx
1 + x2

− sinx
x

)
dx =

∫ ∞
0

− sinx
(1 + x2)x

dx snadno konverguje - u ∞ srovnej s
1
x3
.

Absolutně diverguje:
∫ ∞

0

x| sinx|
1 + x2

dx ≥
∞∑
k=1

∫ 3
4π+kπ

π
4 +kπ

≥
∞∑
k=1

π

2
(π4 + kπ)| 12 |

1 + ( 3
4π + kπ)2

=∞ .

6. Konverguje pro α ∈ (−3, 1); U 0 limitně srovnáme s (1− cosx)xα ∼ x2+α.

U
π

2
se chová jako

log(cosx)
cosα x

. Vzhledem k lim
x→π

2

cosx
π
2 − x

= 1

je tato funkce stejně integrovatelná, jako funkce
log y
yα

u 0, tedy pro α < 1.

4.
4
3
π; Koule vznikne rotaćı funkce f(x) =

√
1− x2 okolo osy x.

Objem je tedy V = π

∫ 1

−1

(
√

1− x2)2 dx =
4
3
π .

7.4π2; Uvažujme anuloid vzniklý rotaćı kruhu {[x, y] : x2+(y−2)2 ≤ 1} okolo osy x.

Anuloid vznikne jako rozd́ıl tělesa vzniklého rotaćı y1 = 2+
√

1− x2 a tělesa y2 = 2−
√

1− x2 .

V = π

∫ 1

−1

[
(2 +

√
1− x2)2 − (2−

√
1− x2)2

]
dx = 16π

∫ 1

0

√
1− x2 dx .

2. cvičeńı

Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch integrál̊u (α ∈ R je parametr):

1.
∫ ∞

0

1√
x log(1 + ex)

dx, 2.
∫ ∞
−∞

e−αx
2
dx, 3.

∫ π
2

0

sin
( 1

sinx

)
dx

6.
∫ ∞

0

sin
(√

x2α + 1− xα
)
dx, 8.

∫ 1

0

arccosx
logα(1/x)

dx, 9.
∫ ∞

0

(π − 2 arctanx)αdx.

4. Nalezněte obsah povrchu jednotkové koule vR3.
1
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5. Nalezněte obsah plochy mezi grafy funkćı
x2

2
a

1
1 + x2

.

Pomoćı Riemanova integrálu spočtěte

7. lim
n→∞

1p + 2p + . . .+ np

np+1
, p > 1 .

Výsledky a návody:

1. Konverguje; U 0 srovnej s
1√
x

a u ∞ srovnej s
2
x

3
2
.

2. Konverguje pro α > 0; Pro α > 0 na (−∞,−1] a [1,∞) srovnej s e−α|x|

nebo limitně srovnej s
1
x2
. Pro α ≤ 0 srovnej s 1.

Na [−1, 1] je funkce spojitá .

3. Konverguje; Srovnávaćı kritérium a |f(x)| ≤ 1.

4.S = 4π; Koule vznikne rotaćı funkce f(x) =
√

1− x2, x ∈ [−1, 1], kolem osy x.

Tedy S = 2π
∫ b

a

f
√

1 + (f ′)2 = 2π
∫ 1

−1

√
1− x2

√
1 +

( x√
1− x2

)2 = 2π
∫ 1

−1

1 dx.

5.S =
π

2
− 1

3
; Z rovnice

x2

2
=

1
1 + x2

dostaneme x = ±1.

S =
∫ 1

−1

( 1
1 + x2

− x2

2

)
dx =

[
arctanx− x3

6

]1
−1

=
π

2
− 1

3

6. Konverguje pro α > 1; U ∞ limitně srovnáme se sin
( 1√

x2α + 1 + xα

)
∼ 1
xα
.

pro α > 0 a pro α ≤ 0 u ∞ limitně srovnáme s 1.

To konverguje pro α > 1 a pro α > 1 je funkce u 0 spojitá.

7.
1

p+ 1
;

1p + 2p + . . .+ np

np+1
=

1
n

(( 1
n

)p +
( 2
n

)p + . . .+
(n
n

)p) =

Toto je Riemannovský součet funkce xp, a tedy lim =
∫ 1

0

xp dx =
1

p+ 1
.

8. Konverguje pro α <
3
2

; U 0 se chová jako
1

logα(1/x)
,

a tedy limitńım srovnáńım s
1√
x

konverguje. U 1 limitně srovnáme s
√

1− x
(1− x)α

.

9. Konverguje pro α > 1; U 0 spojitá. U ∞ limitně srovnáme s
1
xα
,

nebot’ pomoćı l’Hospitala zjist́ıme lim
x→∞

π − 2 arctanx
1
x

= 2.

3. cvičeńı

NA 5. CVICENI BUDE PISEMKA!

Nalezněte limn→∞ z následuj́ıćıch integrál̊u:

1.
∫ 1

0

xn, 2.
∫ 100

0

ex
3

1 + nx
, 3.

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
, 4.

∫ ∞
0

log(x+ n)
n

e−x cosx,

6.
∫ 1

0

nx15 sin
(
x2

n

)
, 7.

∫ ∞
0

e−x
n

, 8.
∫ ∞

0

dx

(1 + x
n )n n
√
x
.



3

Spočtěte (za pomoci Heineho věty)

5. lim
a→∞

F (a) a lim
a→0+

F (a) pro F (a) =
∫ ∞

0

e−ax
2

1 + x
dx .

Návody:
1. 0; Z Lebesgueovy věty a 0 ≤ xn ≤ x nebo z Leviho.

2. 0; Z Lebesgueovy věty a 0 ≤ fn ≤
ex

3

1 + x
nebo z Leviho.

3. 0; Z Lebesgueovy věty a 0 ≤ fn ≤
1
2
.

4. 0; Z Lebesgueovy věty a |fn| ≤ e−x
x+ n

n
≤ e−x(x+ 1).

5. 0 a ∞; Pro an →∞ a an ≥ 1 plat́ı
e−anx

2

1 + x
≤ e−x

2
což je integrovatelné.

Z Lebesgue a lim
n→∞

∫ ∞
0

e−anx
2

1 + x
=
∫ ∞

0

lim
n→∞

e−anx
2

1 + x
= 0, a tedy podle Heineho lim

a→∞
F (a) = 0.

Zřejmě e−ax
2
≥ 1
e

pro x ≤ 1√
a
. Tedy

∫ ∞
0

e−ax
2

1 + x
≥
∫ 1√

a

0

1
e(1 + x)

=
1
e

log
( 1√

a
+1
) a→0+→ ∞.

6.
1
18

; Bodová limita je x17 sin x2

n
x2

n

→ x17. Z Lebesgueovy věty a |fn| ≤ nx15x
2

n
= x17.

7. 1; Z Lebesgueovy věty a fn ≤ 1 na (0, 1) a fn ≤ e−x na (1,∞), nebo z Leviho.

8. 1; Bodová limita je
1

ex · 1
a
∫ ∞

0

e−x = 1. Z Lebesgueovy věty a

fn ≤
1√
x

na (0, 1) a fn ≤
1

(1 + x
n )n
≤ 1

1 + x
nn+ x2

n2
n(n−1)

2

≤ 1
1 + x2

4

na (1,∞).

4. cvičeńı

Vyjádřete následuj́ıćı integrály jako součet řady:

1.
∫ 1

0

log(1− x)
x

, 2.
∫ ∞

0

x

ex + 1
dx, 3.

∫ 1

0

xp log(x)
1 + x2

dx pro p > 0,

4.
∫ ∞

0

log
(1− e−x

1 + e−x

)
dx, 5.

∫ 1

0

xp−1

1 + xq
dx (pro p, q > 0), 6.

∫ ∞
0

e−x cos(
√
x) dx.

Návody:

1.
∞∑
n=1

−1
n2

; Rozvineme do
∞∑
n=1

−xn+1

n
. Podle Leviho na

∞∑
n=1

−fn.

2.
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)2
; Rozvineme do

∞∑
n=0

(−1)nxe−(n+1)x.

Podle Lebesgua
∞∑
n=0

∫
|fn| =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

xe−(n+1)x =
∞∑
n=1

1
(n+ 1)2

<∞.

3.
∞∑
0

(−1)n+1 1
(2n+ p+ 1)2

; Rozvineme do
∞∑
n=0

xp log(x)(−1)nx2n

Podle Lebesgua
∞∑
n=0

∫
|fn| =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

xp(−1) log(x)x2n =
∞∑
n=1

1
(2n+ p+ 1)2

<∞ .
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4.
∞∑
n=1

−1 + (−1)n

n2
; Rozvineme jako log(1−e−x)−log(1+e−x) =

∞∑
n=1

−e−nx

n
+

(−1)ne−nx

n
.

Podle Lebesgua
∞∑
n=1

∫
|fn| ≤

∞∑
n=0

∫ ∞
0

2
e−nx

n
=
∞∑
n=1

2
n2

<∞.

5.
∞∑
n=0

(−1)n

p+ qn
; Zřejmě ≤ xp−1, a tedy integrál konverguje.

Rozvineme do
∞∑
n=0

(−1)nxp+qn−1. Podle Lebesgueovy věty pro funkce FN =
N∑
n=0

fn

|
N∑
n=0

fn| = |
N∑
n=0

(−1)nxp+qn−1| = xp−1 1− (−x)Nq+1

1 + xq
≤ xp−1 2

1 + xq
∈ L1(0, 1).

6.
∞∑
n=0

(−1)n
n!

(2n)!
; Rozvineme do

∞∑
n=0

(−1)ne−x
xn

(2n)!
.

Podle Lebesgua
∞∑
n=0

∫
|fn| =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

e−x
xn

(2n)!
.

Indukćı snadno
∫ ∞

0

xne−x = (n)! a
∑ n!

(2n)!
<∞.

6. cvičeńı

U následuj́ıćıch integrál̊u vyšetřete pro jaká α konverguj́ı a vyšetřete spojitost na
definičńım oboru:

1.
∫ ∞

0

sin(αx)
1 + x2

, 2.
∫ ∞

0

e−αx
2

1 + x
, 3.

∫ 1

0

1√
x2 + α2

a nalezněte i lim
α→∞

a lim
α→0

,

4.
∫ ∞

0

x

1 + xα
, 5.

∫ ∞
0

αe−αx
2

1 + x
a nalezněte i lim

α→0+
, 6.

∫ 1

0

1− xα

log x
.

Návody:

1. spojitá na R; |f(x, α)| ≤ 1
1 + x2

∈ L1.

2. spojitá na (0,∞); Pro α ∈ [δ,∞) je |f(x, α)| ≤ e−δx
2
∈ L1.

3. spojitá na (−∞, 0) ∪ (0,∞); Pro |α| > δ je |f(x, α)| ≤ 1√
δ2

=
1
δ
∈ L1.

Pro α ∈ [1,∞) je 1 integrovatelná majoranta a podle Lebesguea a Heineho je

lim
α→∞

∫ 1

0

1√
x2 + α2

=
∫ 1

0

lim
α→∞

1√
x2 + α2

=
∫ 1

0

0 = 0.

Pro |α| ≤ δ je
∫ 1

0

1√
x2 + α2

≥
∫ 1

0

1√
x2 + δ2

≥
∫ 1

δ

1√
2x

=
−1√

2
log δ δ→0+→ ∞.

4. spojitá na (2,∞); Pro α ∈ [2 + δ,∞) je |f(x, α)| ≤

{
x

1+x2+δ pro x > 1
1 pro x < 1.

5. spojitá na [0,∞); Pro α ∈ [δ,K] je |f(x, α)| ≤ Ke−δx
2

1 + x
≤ Ke−δx

2
∈ L1.

Pro spojitost v 0 zprava muśıme spoč́ıtat lim
α→0+

F (α). Substitućı y =
√
ax

odhadneme
∫ ∞

0

αe−αx
2

1 + x
≤
∫ ∞

0

αe−αx
2

=
∫ ∞

0

√
αe−y

2
=
√
α

∫ ∞
0

e−y
2 α→0+→ 0.
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6. spojitá na (−1,∞); V 1 lze spojitě dodefinovat a u 0 standartně srovnáme s
xα

log x
.

Pro δ < 1 a α ∈ [−1+δ, 0] máme |f(x, α)| ≤ x−1+δ − 1
| log x|

a pro α ∈ [0,K] je |f(x, α)| ≤ 1− xK

| log x|
.

7. cvičeńı

Spočtěte následuj́ıćı integrály (pomoćı věty o záměně derivace a integrálu). Obor
konvergence je u každého př́ıkladu napsán.

1.
∫ ∞

0

1− e−ax2

xex2 , a > −1; 2.
∫ ∞

0

e−ax
2 − e−bx2

x2
, a, b > 0 (Rada:

∫ ∞
0

e−x
2

=
√
π

2
)

3.
∫ ∞

0

arctan ax− arctan bx
x

, a, b > 0 nebo a, b < 0; 4.
∫ ∞

0

e−kx
sin ax
x

, k > 0, a ∈ R;

5.
∫ π

2

0

ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x), a, b > 0.

Návody:

1.
ln(a+ 1)

2
;
∣∣∣∂f(x, a)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣xe−(a+1)x2

∣∣∣ ≤ xe−δx2
pro a ∈ (−1 + δ,∞).

2.
√
πb−

√
πa;

∣∣∣∂f(x, a, b)
∂a

∣∣∣ =
∣∣∣−e−ax2

∣∣∣ ≤ e−δx2
pro a ∈ (δ,∞).∫ ∞

0

−e−ax
2

= −1
2

√
π

a
⇒ F (a, b) = C(b)−

√
πa a F (b, b) = 0.

3.
π

2
ln
a

b
;
∣∣∣∂f(x, a, b)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
1 + a2x2

∣∣∣ ≤ 1
1 + δ2x2

pro |a| ≥ δ.∫ ∞
0

1
1 + a2x2

=
π

2a
a F (b, b) = 0.

4. arctan
a

k
;
∣∣∣∂f(x, a, k)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣e−kx cos ax

∣∣∣ ≤ e−kx pro a ∈ R.∫ ∞
0

e−kx cos ax =
[
e−kx

a sin ax− k cos ax
a2 + k2

]x=∞
x=0

=
k

a2 + k2
a F (0, k) = 0.

5. π ln
|a|+ |b|

2
;
∣∣∣∂f(x, a, b)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣2
a

a2 sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x

∣∣∣ ≤ 2
δ

pro |a| > δ

Substitućı tanx = t spočteme
∂F (a, b)
∂a

=
π

a+ b
.

8. cvičeńı

Za pomoci Fubiniovy věty ve dvou dimenźıch spočtěte

3.
∫ 1

0

xb − xa

log x
dx pro a, b > −1, 5.

∫ ∞
0

e−ax
2 − e−bx2

x2
dx pro a, b > 0.

Nalezněte mı́ru následuj́ıch podmnožin R2

1. {x2 < y < x+ 2}, 2.
{
y ≤ x, 0 < y <

1
x2

}
.

Spočtěte následuj́ıćı dvourozměrné integrály

4.
∫
M

(x2+y2) dxdy pro M = {|x|+|y| ≤ 1}, 6.
∫
M

e−(x+y)dxdy pro M = {0 ≤ x ≤ y},

7.
∫
M

x2

y2
dxdy pro M omezenou mezi křivkami x = 2, y = x a xy = 1,
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8.
∫
M

(
√
x+ y) dxdy pro M = {x2 + y2 ≤ x}

Návody:

1.
9
2

;
∫ 2

−1

∫ x+2

x2
1 dy dx =

∫ 2

−1

(x+ 2− x2) dx.

2.
3
2

;
∫ 1

0

∫ x

0

1 dy dx+
∫ ∞

1

∫ 1
x2

0

1 dy dx =
∫ 1

0

x dx+
∫ ∞

1

1
x2

dx

3. log
b+ 1
a+ 1

;
∫ 1

0

xb − xa

log x
=
∫ ∫

M

xy =
∫ b

a

1
y + 1

= log
b+ 1
a+ 1

.

4.
2
3

; 4
∫ 1

0

∫ 1−x

0

(x2 + y2) dy dx = 4
∫ 1

0

(
(1− x)x2 +

(1− x)3

3

)
dx

5.
√
πb−

√
πa;

∫ ∞
0

e−ax
2 − e−bx2

x2
=
∫ ∫

M

e−yx
2

=
∫ b

a

√
π

2
√
y

=
√
πb−

√
πa.

6.
1
2

;
∫ ∞

0

∫ y

0

e−(x+y) dx dy =
∫ ∞

0

e−y(1− e−y) dy

7. 2
1
4

;
∫ 2

1

∫ x

1
x

x2

y2
dy dx =

∫ 2

1

x2
(
x− 1

x

)
dx

8.
8
15

;
∫ 1

0

∫ √x−x2

−
√
x−x2

(
√
x+ y) dy dx = 2

∫ 1

0

√
x
√
x− x2 = 2

∫ 1

0

(1− z)
√
z dz

9. cvičeńı

Na 11. cvičeńı bude zápočtová ṕısemka

Spočtěte následuj́ıćı dvourozměrné integrály

1.
∫
M

1√
1− x2 − y2

dxdy pro M = {x2+y2 ≤ 1}, 2.
∫
M

1√
x2 + y2

dxdy pro M = {x2+y2 ≤ x}.

Nalezněte mı́ru následuj́ıch množin M ⊂ R2

3. {(x+y)3 < xy, x ≥ 0, y ≥ 0}, 4. {x3+y3 < xy, x > 0, y > 0}, 5. {2
√
|x|+

√
|y| ≤ 1},

6. {1 < xy < 2, y < x < 3y}, 7.{y < x2 < 4y, 2x < y2 < 3x} .
Návody:

1. 2π; Polárńı souřadnice a
∫ 1

0

(∫ 2π

0

r dϕ√
1− r2

)
dr

2. 2; Polárńı souřadnice a 0 ≤ x2+y2 ≤ x dá 0 ≤ r ≤ cosϕ.
∫ π

2

−π2

(∫ cosϕ

0

r dr√
r2

)
dϕ.

3.
1
60

; Transformace x = r cos2 ϕ a y = r sin2 ϕ

transformuje M na 0 ≤ r ≤ sin2 ϕ cos2 ϕ a Jf = 2r sinϕ cosϕ.∫ π
2

0

(∫ sin2 ϕ cos2 ϕ

0

2r sinϕ cosϕ dr
)
dϕ =

∫ π
2

0

sin5 ϕ cos5 ϕ dϕ

4.
1
6

; Transformace x = r cos
2
3 ϕ a y = r sin

2
3 ϕ

transformuje M na 0 ≤ r ≤ sin
2
3 ϕ cos

2
3 ϕ a Jf =

2
3
r sin−

1
3 ϕ cos−

1
3 ϕ.∫ π

2

0

(∫ sin
2
3 ϕ cos

2
3 ϕ

0

2
3
r sin−

1
3 ϕ cos−

1
3 ϕ dr

)
dϕ =

1
3

∫ π
2

0

sinϕ cosϕ dϕ
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5.
1
6

; Transformace x =
1
4
r cos4 ϕ a y = r sin4 ϕ

transformuje M∩{x > 0, y > 0} na 0 ≤ r ≤ 1, 0 < ϕ <
π

2
a tam Jf = r sin3 ϕ cos3 ϕ > 0.

4
∫ π

2

0

(∫ 1

0

r sin3 ϕ cos3 ϕ dr
)
dϕ = 2

∫ π
2

0

sin3 ϕ cos3 ϕ dϕ

6.
1
2

log 3; Transformace u = xy, v =
x

y
neboli x =

√
uv a y =

√
u

v

transformuje M na 1 ≤ u ≤ 3, 1 < v < 3 a tam Jf =
1
2v

> 0.
∫ 2

1

(∫ 3

1

1
2v

dv
)
du.

7. 1; Transformace u =
x2

y
, v =

y2

x
neboli x = 3

√
uv2 a y = 3

√
u2v

transformuje M na 1 ≤ u ≤ 4, 2 < v < 3 a Jf =
1
3
.

∫ 4

1

(∫ 3

2

1
3
dv
)
du.

10. cvičeńı

Na tabuli jsme poč́ıtali následuj́ıćı př́ıklady:
Pomoćı Fubiniovy věty nalezněte mı́ru následuj́ıch podmnožin R3

1. {0 < x < 3, 0 < y < 3, xy < z < 1}, 2. {x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1− x− y},
3. M omezená plochami z = 1 a z = x2 + y2.

Pomoćı Fubiniovy věty spočtěte následuj́ıćı trojrozměrné integrály

4.
∫
M

x dxdydz pro M omezenou x = 0, y = 0 z = 0, y = 3 a x+ z = 2

5.
∫
M

z2 dxdydz pro M = {x2 + y2 + z2 ≤ 1, x2 + y2 + z2 ≤ 2z}.

Pomoćı věty o substituci spočtěte následuj́ıćı trojrozměrné integrály

6.
∫
M

1 dxdydz pro M = {x2 + y2 < z < 1},

7.
∫
M

z dxdydz pro M = {x2 + y2 ≤ z2, z ∈ (0, 2)},

8.
∫
M

1 dxdydz pro M =
{y2

2
+
z2

3
≤ 1

1 + x2

}
,

9.
∫
M

1 dxdydz pro M =
{

(2−
√
x2 + y2)2 + z2 ≤ 1

}
.

Návody:

1. log 9− 7
12

;
∫ 3

0

∫ min( 1
x ,3)

0

∫ 1

xy

1 dz dy dx =

=
∫ 1

3

0

∫ 3

0

∫ 1

xy

1 dz dy dx+
∫ 3

1
3

∫ 1
x

0

∫ 1

xy

1 dz dy dx .

2.
1
6

;
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

1 dz dy dx

3.
π

2
; z je od 0 do 1 je řez kruh o poloměru

√
z :

∫ 1

0

π(
√
z)2 dz.

4. 4;
∫ 2

0

∫ 3

0

∫ 2−x

0

x dz dy dx

5.
59
480

π; Pro z ∈ [0,
1
2

] je řez kruh o poloměru
√

2z − z2, pro z ∈ [
1
2
, 1]
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je řez kruh o poloměru
√

1− z2 :
∫ 1

2

0

z2π(
√

2z − z2)2 dz+
∫ 2

1
2

z2π(
√

1− z2)2 dz .

6.
π

2
; Válcové souřadnice x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = a, pak Jf = r > 0.

x2 + y2 < z < 1 transformuji na r2 < a < 1 :
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

r2
r da dr dϕ .

7. 4π; Válcové souřadnice
∫ 2

0

∫ 2π

0

∫ a

0

ar dr dϕ da.

8.
√

6π2; Upravené válcové souřadnice y =
√

2r cosϕ, z =
√

3r sinϕ, x = a,

pak Jf =
√

6r > 0.
∫ ∞
−∞

∫ 2π

0

∫ √
1

a2+1

0

√
6r dr dϕ da .

9. 4π2; Válcové souřadnice daj́ı (2− r)2 + a2 ≤ 1, a tedy r ∈ [1, 3].∫ 2π

0

∫ 3

1

∫ √1−(2−r2)

−
√

1−(2−r2)
r da dr dϕ .

12. cvičeńı

Na tabuli jsme poč́ıtali následuj́ıćı př́ıklady:
Spočtěte následuj́ıćı trojrozměrné objemy či integrály

1. L3(M) pro M = {x2 + y2 + z2 ≤ 2z, x2 + y2 ≤ z2},
2. Spočtěte 1. jak přes sférické, tak i válcové souřadnice},

3. L3(M) pro M =
{(x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)2

≤ x2y
}

a a, b, c > 0,

4. L3(M) pro M = {a(x2 + y2) + z ≤ a, z ≥ 0} v závislosti na a ∈ R.

5. L3(M) pro M =
{

(x+ y + z)2 < y, x > 0, y > 0, z > 0
}
,

6.
∫
M

exyzx2y dxdydz pro M = {x ≥ 0, y ≥ 1, z ≥ 1, xyz ≤ 1}

za použit́ı substituce x = u, y =
u+ v

u
, z =

u+ v + w

u+ v
.

Návody:

1. π; Sférické souřadnice převedou x2 + y2 + z2 ≤ 2z na 0 < r < 2 sinψ a

x2+y2 ≤ z2 na cos2 ψ < sin2 ψ. Odtud sinψ > 0 a cos2 ψ < sin2 ψ, tedy ψ ∈ (
π

4
,
π

2
).∫ 2π

0

∫ π
2

π
4

∫ 2 sinψ

0

r2 cosψ dr dψ dϕ.

2. π; Válcové souřadnice převedou x2 + y2 + z2 ≤ 2z na r2 + a2 ≤ 2a a
x2 + y2 ≤ z2 na r2 ≤ a2. Z prvńı nerovnosti 2a− a2 ≥ 0, tedy a ∈ (0, 2).

Dále r2 ≤ min{2a− a2, a2} a 2a− a2 = a2 pro a = 1.∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ a

0

r dr da dψ +
∫ 2π

0

∫ 2

1

∫ √2a−a2

0

r dr da dψ .

3.
πa7b4c

192
; Zobecněné sférické souřadnice x = ar cosϕ cosψ, y = br sinϕ cosψ,

z = cr sinψ a Jf = abcr2 cosψ. Podmı́nku převedu na 0 ≤ r4 ≤ a2br3 cos2 ϕ cos3 ψ sinϕ.

Odtud sinϕ > 0.
∫ π

2

−π2

∫ π

0

∫ a2b cos2 ϕ cos3 ψ sinϕ

0

abcr2 cosψ dr dϕ dψ .
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4.∞ pro a < 0 a
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ a(1−r2)

0

r dz dr dϕ =
aπ

2
pro a > 0 přes válcové souřadnice.

5.
1
60

; Zobecněné sférické souřadnice x = ar cos2 ϕ cos2 ψ, y = br sin2 ϕ cos2 ψ,

z = cr sin2 ψ a Jf = 4r2 cosϕ sinϕ cos3 ψ sinψ pro ϕ,ψ ∈ (0,
π

2
).∫ π

2

0

∫ π
2

0

∫ sin2 ϕ cos2 ψ

0

4r2 cosϕ sinϕ cos3 ψ sinψ dr dψ dψ.

6.
e

2
− 1; Jakobián vyjde Jf =

1
u(u+ v)

. Z x ≥ 0 plyne u ≥ 0,

z y ≥ 1 plyne
u+ v

u
≥ 1, tedy v ≥ 0, z z ≥ 1 plyne w ≥ 0 a z xyz ≥ 1 plyne u+v+w ≤ 1.∫ 1

0

∫ 1−u

0

∫ 1−u−v

0

eu+v+wu2u+ v

u

1
u(u+ v)

du dv dw .


