METRICKE PROSTORY 1.

1. Urcete vnitfek, uzavér a hranici mnozin v R. Déle rozhodnéte, jestli
jsou mnoziny oteviené resp. uzaviené.

(a) N (d) 0

(b) Q (e) R

(©) [0.1) (f) M ={L:neN}
2. Rozhodnéte, zda nésledujici funkce jsou metrikami na R.

(a) plz,y) =2~y () pla,y) =|a* -y’

(b) plz,y) = [a® — | (d) plz,y) = (x—y)°
3. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené resp. uzaviené v

R™.

(a) {(z,y) e R*:2® +2y° < 1}

(b) {(z,y) eR*:2 >0,y <0}

(c) {(z,y) eR*:2 >0,y <0}

(d) {(z,y) eR*: 2% +y* +e" =5}

(e) {(z,y,2) ER® 12 +3y=2,2>0}

4. Naleznéte spojitou funkei f: R — R, pro kterou f~'([0,00)) # f~1((0,00)).

5. Ukazte, ze funkce f(z,vy,z) = /22 + 2 - sin(xyz) je spojita na R3.

6. Dokazte, ze mnozina A C R je oteviena, pravé kdyz je sjednocenim
spo¢etné mnoha disjunktnich otevienych intervala.

7. Najdéte metricky prostor (X, p) a uzaviené mnoziny F, H C X takové,
ze dist(F, H) = inf{p(z,y) :x € F,y€ H} =0, ale FNH = 0.

8. Mgjme posloupnost funkei f,, € C([0,1]), fn(z) = ™. Ukazte, Ze
1
(@) v metrice pr(£,9) = £ ~glls = [ 17(e) ~ g(w)] o plati £, %0,
0
(zde 0 € C([0,1]) znadi konstantni nulovou funkei na [0, 1])
(b) v metrice poc(f,9) = [[f — gllc = sup |f(z) — g(2)| nemé po-
xe|0,

sloupnost ()02 limitu.



V ulohach 9.-11. budeme na prostoru C([0,1]) uvazovat supremovou
metriku peo.

1
9. Ukazte, ze funkce I': C([0,1]) — R definovana predpisem I(f) = / flx)dx
0
je spojita.
10. Necht a € [0, 1]. Ukazte, 7e funkce F,: C([0,1]) — R definovana pred-
pisem F,(f) = f(a) je spojita.

11. Rozhodnéte, jestli mnoZiny jsou oteviené resp. uzaviené v C([0,1]).

(a) {fEC([O,l]):O</O f(z)dz < 1}

(b) {f €c(o,1]): / Fa)de =0, f(1) = 1)

VYSLEDKY

1. (a) Nje uzaviena, intN=(, N=N, 0N =N

(b) Q neni oteviena ani uzaviens, intQ =0, Q =R, 0Q =R

(c) [0,1) neni oteviena ani uzaviena, int[0,1) = (0,1), [0,1) = [0, 1],
0[0,1) = {0,1}

(d) 0 je oteviena i uzaviena, int ) = 0, § = 0, o) =

(e) R je oteviend i uzavrena, intR=R, R=R, IR =)

(f) M neni oteviena ani uzaviend, int M = (), M = M U {0}, OM =
M U {0}

2. (a) ne (b) ano (c) ne (d) ne

3. (a) otevfena (b) uzaviena (c) ani jedno (d) uzaviené (e) uzaviena
4. Napf. f(z) = max(z,0).

7. Napi. X =R, F=N, H={n+1:neN}

11. (a) oteviena (b) uzaviena



