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Uvod do funkcionalni analyzy

@ Zaklady Banachovych a Hilbertovych prostoru
@ Hahnova-Banachova véta a dualita

@ Uplnost v Banachovych prostorech

@ Linearni operatory

@ Konvoluce funkci a Fourierova transformace

Uvod do funkcionalni analyzy Program



1. Zakladni vlastnosti

|. Banachovy a Hilbertovy prostory
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1. Zakladni vlastnosti

|. Banachovy a Hilbertovy prostory

K je R nebo C

Definice 1
Necht X je vektorovy prostor nad K. Funkci
|-]|: X — [0, 00) nazyvame normou na X, pokud

(i) |Ix|l = 0 prave tehdy, kdyz x = 0,

(i) [Ix + y [l < [lx]l + [ly[| pro vSechna x, y € X,
(iil) [Jax]| = || - ||1x]| pro vS8echna x € X a « € K.
Dvaojici (X, ||-||) nazyvame normovanym linearnim
prostorem.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 2

Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, Ze mnozina

M c X je konvexni, pokud pro kazdé x,y € Ma X € [0,1]
plati, Ze Ax + (1 — \)y e M.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 3 (norma a jednotkova koule)
Necht' X je vektorovy prostor nadK a q: X — [0, o0)
splriuje

(i) g(x) = 0 prave tehdy, kdyZ x = 0,

(i) g(ax) = |a|q(x) pro vdechnax € X aa € K.

Pak q je norma na X, pravé kdyZz mnoZina B, = {x € X;
q(x) < 1} je konvexni.
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1. Zakladni vlastnosti

Priklady normovanych linearnich prostoru |

Necht 1 < p < oo. VSechny nasledujici prostory s
uvedenymi normami jsou normované linearni prostory
nad K.

(1) Je-line Nax = (xy,...,x,) € K", klademe

1/p
n
SxP| . p<oo,
HXHP = j=1
max |x;|, p = oo.

1<j<n

Tak dostavame prostor (K", ||-]|)-
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1. Zakladni vlastnosti

Priklady normovanych linearnich prostoru Il

(2) Je-li I mnozina, pro x = (x;);c; € K' klademe

1/p
(S o
Xl =

iel
sup|xil, p = oo,
iel
() = {x € K'; [Ix]lp < o0}.

Pro p < oo rozumime souctem pres / supremum
souctu pres konecné podmnoziny /. Pro /| = N
piseme jen {p.
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1. Zakladni vlastnosti

Priklady normovanych linearnich prostoru |l

(3) Je-li (22, A, 1) prostor s mirou, ztotoznujeme
A-meéfitelné funkce Q — K shodné p-skoro vSude a
klademe

Lp(Qa A7 2 K) =
{f: Q> K; fje A-méfitelna a ||f||, < oo}

1/p
(/Iflpdﬂ)  p<oo,
Hpr: Q

ess supg|f|, p = oc.

kde

(Vyse definované prostory ¢,(/) jsou specialnim
pfipadem: na / vezmeme o-algebru P(/) a pocitaci
miru.)
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1. Zakladni vlastnosti

Priklady normovanych linearnich prostora 1V

(4) Je-li K neprazdny kompaktni Hausdorffiv prostor,
pak
C(K)={f: K = K, fje spojita}.

Normou na C(K) je ||f||cc = maxqex|f(t)|.
(5) Prostory

¢ = {x = (Xn) € l; (X,) konverguje v K},
Co = {X = (Xpn) € loo; Xn— 0}

jsou podprostory /..; oba uvazujeme s normou

[Xloc = sUP[Xq|.
neN
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 4
Necht' (X, ||-]|) je normovany linearni prostor nad K.

(@) Funkce p(x,y) = |[x — y|l pro x,y € X je translacné
invariantni metrika na X.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 4
Necht' (X, ||-]|) je normovany linearni prostor nad K.

(@) Funkce p(x,y) = |[x — y|l pro x,y € X je translacné
invariantni metrika na X.

(b) Norma je 1-lipschitzovska (a tedy spojita) funkce
naX.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 4
Necht' (X, ||-]|) je normovany linearni prostor nad K.

(a) Funkce p(x,y) = ||x — y|| pro x,y € X je translacné
invariantni metrika na X.

(b) Norma je 1-lipschitzovska (a tedy spojita) funkce
naX.

(c) Zobrazeni+: X x X — X a-: Kx X — X jsou
spojita.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



1. Zakladni vlastnosti

@ Uzavrenou kouli o sttedu x € X a polomérur >0
budeme znacit Bx(x, r), tj.
Bx(x,r) ={y e X; [x —y| < r}.
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1. Zakladni vlastnosti

@ Uzavrenou kouli o sttedu x € X a polomérur >0
budeme znacit Bx(x, r), tj.
Bx(x,r) ={y e X; [x —y| < r}.

@ Otevienou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Ux(x, r), 1j.
Ux(x,r) ={y e X; [x =yl <r}.
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1. Zakladni vlastnosti

@ Uzavrenou kouli o sttedu x € X a polomérur >0
budeme znacit Bx(x, r), tj.
Bx(x,r) ={y e X; [x —y| < r}.

@ Otevienou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Ux(x, r), 1j.
Ux(x,r) ={y e X; [x =yl <r}.

@ MnoZina Bx = Bx(0, 1) se nazyva jednotkova koule
v X.
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1. Zakladni vlastnosti

@ Uzavrenou kouli o sttedu x € X a polomérur >0
budeme znacit Bx(x, r), tj.
Bx(x,r) ={y e X; [x —y| < r}.

@ Otevienou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Ux(x, r), 1j.
Ux(x,r) ={y e X; [x =yl <r}.

@ MnoZina Bx = Bx(0, 1) se nazyva jednotkova koule
v X.

@ Mnozina Ux = Ux(0, 1) se nazyva oteviena
jednotkova koule v X.
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1. Zakladni vlastnosti

@ Uzavrenou kouli o sttedu x € X a polomérur >0
budeme znacit Bx(x, r), tj.
Bx(x,r) ={y e X; [x —y| < r}.

@ Otevienou kouli o stfedu x € X a poloméru r > 0
budeme znacit Ux(x, r), 1j.
Ux(x,r) ={y e X; [x =yl <r}.

@ MnoZina Bx = Bx(0, 1) se nazyva jednotkova koule
v X.

@ Mnozina Ux = Ux(0, 1) se nazyva oteviena
jednotkova koule v X.

@ Mnozina Sx = {x € X, ||x|| = 1} se nazyva
jednotkova sféra.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 5
Banachuv prostor je normovany linearni prostor, ktery je
Uplny v metrice dané normou.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 6
Kazdy kone¢neérozmérny normovany linearni prostor je
Banachuv.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 7 )
Necht {x,} C X. Rekneme, Ze fada ) °, x, konverguje
k x € X, pokud x = limy_, 25:1 Xp.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 7 )
Necht {x,} C X. Rekneme, Ze fada ) °, x, konverguje

k x € X, pokud x = limy_,.o 32N . x,. Rada -, x, je
konvergentni, pokud existuje x € X tak, ze x = >, X.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 7

Necht {x,} C X. Rekneme, Ze fada > o4 Xn konverguje
k x € X, pokud x = limy_,.o 32N . x,. Rada -, x, je
konvergentni, pokud existuje x € X tak, ze x = >, X.
Rada je absolutné konvergentni, pokud 32°° . || x,|| < +oc.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



1. Zakladni vlastnosti

Véta 8 (Test uplnosti)

Necht X je normovany linearni prostor. Pak X je
Banachuv, prave kdyZz kaZda absolutne konvergentni fada
je konvergentni.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 9
Necht X je normovany linearni prostor a Y jeho
podprostor.

(a) Je-li'Y Banachuv, pak Y je uzavieny v X.

(b) Je-li X Banachuv, pak Y je Banachuv, pravé kdyz Y
je uzavieny v X.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 10 (O rozSifrené norme)

Necht' (X, ||-]|) je Banachuv prostor a ¢: X — [0, +o<]
splnuje nasledujici viastnosti:

(a) ¢ splriuje axiomy normy, pficemz homogenitu
poZadujeme pouze pro \ # 0;
(b) p(x) > ||x|| pro kazdé x € X;

(c) ¢ je zdola polospojita na X, tji. mnoZina {x € X,
©(x) < c} je uzaviena v X pro kazdé c € R.

Pak Y = {x € X; ¢(x) < +oo} je linearni podprostor X a
(Y, ) je Banachuv prostor.
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1. Zakladni vlastnosti

Priklad 11

V8echny vySe zavedené normované linearni prostory
(K™ [[-llp) Lp(R2, A, 1K), £p(1), C(K), ¢ a co jsou
Banachovy.
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1. Zakladni vlastnosti

Dalsi pfiklady Banachovych prostoru |

(1) Je-li I mnozina, klademe

co(l) = {x = (x))ies € Lo(l); prokazdée >0
je mnozina {i € I; |xj| > ¢} kone€na}.

Normou na ¢y(/) je || X||cc = supje|Xi|. Jedna se o
Banachuv prostor. Pro / = N dostavame vySe zavedeny
prostor cy.
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1. Zakladni vlastnosti

Dalsi pfiklady Banachovych prostoru Il

(2) Prostor
C'([0,1]) = {f: [0,1] = K; f je spojité diferencovatelna}
uvazujeme s normou

Ifllcr = Iflloo + 1'lloc = m[aXIf(f)! + m[g>1<]|f'( Bl

Jednd se o Banachuv prostor.
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1. Zakladni vlastnosti

Dalsi pfiklady Banachovych prostoru Il

(3) Je-li K neprazdny kompaktni Hausdorffliv prostor,
oznacime M(K) prostor vSech konecnych regularnich
borelovskych K-hodnotovych mér na K. Normou na M(K)

je

[l = |1l (K),
kde || znadi totalni variaci miry n.. Jedna se o Banachuv
prostor.
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1. Zakladni vlastnosti

Dalsi pfiklady Banachovych prostoru 1V

(4) Oznacme
coo = {x = (xn) € KY; x, = 0 az na kone&n& mnoho n}.

S normou || X||sc = SUP,en|Xn| j€ Coo Normovany linearni
prostor, ale neni Banachuv.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 12 (ekvivalentni normy)

Necht X je vektorovy prostor a ||-||1, ||-||2 jsou normy

na X. Rekneme, Ze normy ||-||1 a ||-||= jsou ekvivalentn,
pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé x € X plati
Allxllz < lix[l+ < Bllx||2-
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 12 (ekvivalentni normy)

Necht X je vektorovy prostor a ||-||1, [|-[|2 jsou normy

na X. Rekneme, Ze normy ||-||1 @ ||-||2 jsou ekvivalentni,
pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé x € X plati
Allxllz < lix[l+ < Bllx||2-

Véta 13
Na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou
vSechny normy ekvivalentni.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 12 (ekvivalentni normy)

Necht X je vektorovy prostor a ||-||1, [|-[|2 jsou normy

na X. Rekneme, Ze normy ||-||1 @ ||-||2 jsou ekvivalentni,
pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé x € X plati
Allxllz < lix[l+ < Bllx||2-

Véta 13
Na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou
vSechny normy ekvivalentni.

Lemma 14

Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||2 jsou normy na X,
B1 = B(X,||.||1), Bg = B(X,H~||2) aa, b > 0. Pak

allx|lz < [|x]]1 < bl|x]||2 pro kazdé x € X, pravé kdyz

aB; C B, C bB;.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 12 (ekvivalentni normy)

Necht X je vektorovy prostor a ||-||1, ||-||2 jsou normy

na X. Rekneme, Ze normy ||-||1 a ||-||2 jsou ekvivalentn,
pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé x € X plati
Allxllz < lix[l+ < Bllx||2-

Véta 13
Na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou
vSechny normy ekvivalentni.

Lemma 14

Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||2 jsou normy na X,
B1 = B(X,||.||1), Bg = B(X,H~||2) aa, b > 0. Pak

allx|lz < [|x]]1 < bl|x]||2 pro kazdé x € X, pravé kdyz

aB;, C B, C bB;. Specialné, ||-||1 = ||-||2 pravé tehdy, kdyZz
B, = B..
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 15

Necht' X je vektorovy prostor, ||-||1 a ||-||2 jsou normy na X

a B1 = B(X’||.||1), Bg = B(X,ll'Hz)' NéS/edefo tvrzenl'jsou

ekvivalentni:

(i) Normy ||-|l1 a ||-||= jsou ekvivalentni.

(il) Existuji a,b > 0 takova, Ze aB, C B, C bB;.

(i) Zobrazenild: (X, |-|l1) — (X, ||-]l2) je
homeomorfismus.

(iv) Oteviené mnozZiny v (X, ||-|l1) splyvaji s otevienymi
mnoZinami v (X, ||-]|2).

(V) ||xn — x|l+ — O, pravé kdyZz ||x, — x||2 — 0 pro
{xn} C X, x € X.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 16
Necht X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim

obalem M nazveme mnozinu
convM =(\{C > M; C c X je konvexni}.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 16
Necht X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim

obalem M nazveme mnozinu
convM =(\{C > M; C c X je konvexni}.

Tvrzeni 17
Necht X je vektorovy prostora M C X. Pak

n
conv M = {Z)\,x;; neN, xi,...,X, €M,

i=1
n
M, .. An >0, Z)\,-:1}.
i=1
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 18 )
Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, Ze mnozina
M c X je symetricka, pokud —M = M.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 18 )
Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, Ze mnozina
M c X je symetricka, pokud —M = M.

Fakt 19

Necht' M je symetricka konvexni podmnoZina
normovaného linearniho prostoru X, ktera obsahuje
U(x,r), resp. B(x,r) pro néjaké x € X. Pak U(0,r) C M,
resp. B(0,r) C M.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 20

Necht X je normovany linearni prostor a M C X. Pak
definujeme uzavreny linearni obal M jako

span M = ({Y D> M; Y uzavieny podprostor X}

a uzavreny konvexni obal M jako

convM = ({C > M; C C X je uzaviena konvexni}.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 20

Necht X je normovany linearni prostor a M C X. Pak
definujeme uzavreny linearni obal M jako

span M = ({Y D> M; Y uzavieny podprostor X}

a uzavreny konvexni obal M jako

convM = ({C > M; C C X je uzaviena konvexni}.

Fakt 21

Necht X je normovany linearni prostor, Y je podprostor X
a C C X je konvexni. Pak Y je podprostor X a C je
konvexni mnoZina.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 20

Necht X je normovany linearni prostor a M C X. Pak
definujeme uzavreny linearni obal M jako

span M = ({Y D> M; Y uzavieny podprostor X}

a uzavreny konvexni obal M jako

convM = ({C > M; C C X je uzaviena konvexni}.

Fakt 21

Necht X je normovany linearni prostor, Y je podprostor X
a C C X je konvexni. Pak Y je podprostor X a C je
konvexni mnoZina.

Tvrzeni 22
Necht' X je normovany linearni prostora M C X. Pak
span M = span M aconv M = conv M.
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 23

Necht' X je normovany linearni prostor, Y C X uzavieny
podprostor a Z C X konecnérozmérny podprostor. Pak
span(Y U Z) je uzavreny.
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 23

Necht' X je normovany linearni prostor, Y C X uzavieny
podprostor a Z C X konecnérozmérny podprostor. Pak
span(Y U Z) je uzavreny.

Dusledek 24
Necht' X je normovany linearni prostor. KaZdy
konecnérozmerny podprostor X je uzavieny v X.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Pfipomenme si, Ze zobrazeni T: X — Y meazi
vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyva linearni,
pokud T(x +y) = T(x)+ T(y) a T(ax) = aT(x) pro
vSechna x,y € Xaa € K.
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Pfipomenme si, Ze zobrazeni T: X — Y meazi
vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyva linearni,
pokud T(x +y) = T(x)+ T(y) a T(ax) = aT(x) pro
vSechna x,y € Xaa € K.

Fakt 25

Necht X, Y jsou vektorové prostory, T: X — Y je linearni
zobrazeniaM C X. Pak T(—M) = —-T(M) a

T(conv M) = conv T(M). Specialné, je-li M symetricka,
pak T(M) je symetricka, a je-li M konvexni, pak T(M) je
konvexni.
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Tvrzeni 26
Necht X, Y jsou normované linearni prostory a

T: X — Y je linearni zobrazeni. Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(i) T je spaojite.

(i) T je spojité vO.

(iii) Existuje C > 0 tak, Ze | T(x)|| < CJ|x|| pro kazdé

x e X.
(iv) T je lipschitzovské.
(v) T(Bx) je omezena.
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Prostor £(X, Y) s normou

IT]l = sup [ T(x)Il-

XEBy

je normovany lineérni prostor.
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Prostor £(X, Y) s normou

IT]l = sup [ T(x)Il-

XEBy

je normovany lineérni prostor.

Lemma 27

Necht X, Y jsou normované linearni prostory
aT e L(X,Y).

@ [T < ITlll[x]| pro kazdeé x € X.
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Prostor £(X, Y) s normou

I = supl[ TG

XEBy

je normovany lineérni prostor.

Lemma 27
Necht X, Y jsou normované linearni prostory
aT e L(X,Y).

a) [T < [ITllix|| pro kazde x € X.

)
) I TIl = SUPesy I T(X)]| = SUPyex g0y Ll =

SUPxeuy I T(X)-
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Prostor £(X, Y) s normou

I = supl[ TG

XEBy

je normovany lineérni prostor.

Lemma 27
Necht X, Y jsou normované linearni prostory
aT e L(X,Y).

a) [T < [IT[llix]| pro kazde x € X.

) IT| = SpresXHT(X)H SUDxex\ {0} Hﬁ()ﬂ)” =
SUPcy, I T(X)]]-
c) IT|| =inf{C > 0; | T(x)|| < C||x|| pro kaZzdé x € X}.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Fakt 28

Necht' X, Y jsou normované linearni prostory

a{T,} C L(X,Y) je posloupnost operatori konvergujicich
kT e L(X,Y) vprostoru L(X,Y). Pak {T,} konverguje

k T bodove, tj. pro kazdeé x € X plati T,(x) — T(x)

v prostoru Y.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Fakt 28

Necht' X, Y jsou normované linearni prostory

a{T,} C L(X,Y) je posloupnost operatori konvergujicich
kT e L(X,Y) vprostoru L(X,Y). Pak {T,} konverguje

k T bodove, tj. pro kazdeé x € X plati T,(x) — T(x)

v prostoru Y.

Fakt 29
Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory,

SeL(X,Y)yaTeL(Y,Z). Pak||[To S| <|T|S|-

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Veta 30
Necht' X je normovany linearni prostor a Y je Banachiv
prostor. Pak L(X,Y) je Banachuv prostor.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Veta 30
Necht' X je normovany linearni prostor a Y je Banachiv
prostor. Pak L(X,Y) je Banachuv prostor.

Definice 31

Necht X je normovany linearni prostor nad K. Prostor
L(X,K) znaCime X* a nazyvame jej dualnim prostorem
k prostoru X.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Veta 30

Necht' X je normovany linearni prostor a Y je Banachiv
prostor. Pak L(X,Y) je Banachuv prostor.

Definice 31

Necht X je normovany linearni prostor nad K. Prostor
L(X,K) znaCime X* a nazyvame jej dualnim prostorem
k prostoru X.

Véta 32
Je-li X normovany linearni prostor, je prostor X* uplny.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Definice 33
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTeL(X, Y). Rikime, ze T je
@ izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud
T je bijekce X na Y ainverzni operator T~ je spojity;

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Definice 33
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTeL(X, Y). Rikime, ze T je
@ izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud
T je bijekce X na Y ainverzni operator T~ je spojity;
@ izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do),
pokud T je izomorfismus X na Rng T;
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Definice 33
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTeL(X, Y). Rikime, ze T je
@ izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud
T je bijekce X na Y ainverzni operator T~ je spojity;
@ izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do),
pokud T je izomorfismus X na Rng T;

@ izometrie X na Y (nebo jen izometrie), pokud T je na
a[|T(x) = T(y)ll = [lx — yl pro vSechna x, y € X;

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Definice 33
Necht X, Y jsou normované linearni prostory

aTeL(X, Y). Rikime, ze T je

@ izomorfismus X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud
T je bijekce X na Y ainverzni operator T~ je spojity;

@ izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do),
pokud T je izomorfismus X na Rng T;

@ izometrie X na Y (nebo jen izometrie), pokud T je na
al|T(x)—T(y)|| = |x —yl| provSechna x,y € X;

@ izometrie X do Y (nebo jen izometrie do), pokud
IT(x)— T(y)| = |lx — y| pro véechna x, y € X.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Rikame, Ze prostory X a Y jsou
@ izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Rikame, Ze prostory X a Y jsou
@ izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;

@ izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Rikame, Ze prostory X a Y jsou
@ izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;

@ izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Rikame, Ze prostory X a Y jsou
@ izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;
@ izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je
@ izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linearni
izomorfismus X do Y;
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Rikame, Ze prostory X a Y jsou
@ izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;
@ izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je
@ izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linearni
izomorfismus X do Y;

@ izometricky vnoren do Y, pokud existuje linearni
izometrie X do Y.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Rikame, Ze prostory X a Y jsou
@ izomorfni, pokud existuje linearni izomorfismus X
nay;
@ izometricke, pokud existuje linearni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je
@ izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linearni
izomorfismus X do Y;

@ izometricky vnoren do Y, pokud existuje linearni
izometrie X do Y.

Poznamka 34
Uvédomme si, Ze linearni zobrazeni T: X — Y je
izometrie do, prave kdyz || T(z)|| = ||z|| pro kazdé z € X.
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Tvrzeni 35
Necht X, Y jsou normované linearni prostory.

(@) T € L(X,Y) je izomorfismus do praveé tehdy, kdyz
existuji konstanty Cy, C, > 0 takove, Ze
Cillx|| < IT(x)|| < Co|x|| pro kazde x € X.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Tvrzeni 35
Necht X, Y jsou normované linearni prostory.

(@) T € L(X,Y) je izomorfismus do praveé tehdy, kdyz
existuji konstanty Cy, C, > 0 takove, Ze
Cillx|| < IT(x)|| < Co|x|| pro kazde x € X.

(b) Je-li X izomorfni s Y a X je Banachuv, jei Y
Banachuv.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Tvrzeni 35
Necht X, Y jsou normované linearni prostory.

(@) T € L(X,Y) je izomorfismus do praveé tehdy, kdyz
existuji konstanty Cy, C, > 0 takove, Ze
Cillx|| < IT(x)|| < Co|x|| pro kazde x € X.

(b) Je-li X izomorfni s Y a X je Banachuv, jei Y
Banachuv.

(c) Je-li X Banachuva T € L(X,Y) je izomorfismus do,
pak Rng T je uzavieny v'Y.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



2. Linearni operatory a funkcionaly

Fakt 36

Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory

aTeLl(X,Y),SeL(Y,2).

(a) Jsou-li S, T izomorfismy do, pak So T je
izomorfismus do.

(b) Jsou-li S, T izometrie do, pak So T je izometrie do.
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2. Linearni operatory a funkcionaly

Véta 37 _

Necht X, X a 'Y jsou normované linearni prostory, X je
husty v X a Y je dplny. Necht déle T € L(X, Y). Pak
eXIstUJe praveé jeden operator Te E(X Y) rozsifujici T, t.
Tix = T. Navic plati |]T|| | T].

Priklad 38

Kdykoliv X je nekone¢né-dimenzionalni Banachuv prostor
(nebo obecnéji normovany linearni prostor), pak existuje
linearni zobrazeni f : X — K, které neni spojité.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Fakt 39
Necht X je normovany linearni prostoray_ > , x, je
konvergentni rada v X. Pak

o o0
an < Z“XnH
n=1 n=1
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 40

Necht X je normovany linearni prostor, I' je mnozina

a {X, }-er je kolekce prvku prostoru X. Symbol > x,
nazveme zobecnénou fadou.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 40

Necht X je normovany linearni prostor, I' je mnozina

a {X, }-er je kolekce prvku prostoru X. Symbol > x,
nazveme zobecnénou fadou. Dale F(I') znali systém
véech koneénych podmnozin I'. Rekneme, Ze zobecnéna
fada . x, konverguje (téZ konverguje bezpodminecne)
k x € X pokud plati

Ve>03F € F(NVF € F(I),F > F: <e.

Y

yeF!
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 40

Necht X je normovany linearni prostor, I' je mnozina

a {X, }-er je kolekce prvku prostoru X. Symbol > x,
nazveme zobecnénou fadou. Dale F(I') znali systém
véech koneénych podmnozin I'. Rekneme, Ze zobecnéna
fada . x, konverguje (téZ konverguje bezpodminecne)
k x € X pokud plati

Ve >03F € F(N)VF € F(I),F > F:

Y

yeF!

< E.

Existuje-li takové x € X, fikdme, Ze je zobecnéna fada
,Z,,ver Xy (?ezpodmineéné) konvergentni a x nazyvame
jejim souctem.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 40

Necht X je normovany linearni prostor, I' je mnozina

a {X, }-er je kolekce prvku prostoru X. Symbol > x,
nazveme zobecnénou fadou. Dale F(I') znali systém
véech koneénych podmnozin I'. Rekneme, Ze zobecnéna
fada . x, konverguje (téZ konverguje bezpodminecne)
k x € X pokud plati

Ve>03F € F(NVF € FN),F D F: |x =) x| <e.

yeF!

Existuje-li takové x € X, fikdme, Ze je zobecnéna fada
,Z,,ver Xy (?ezpodmineéné) k.onverger]tn!' ax naz;:/vé,me
jejim souctem. Konverguje-li zobecnéna rada reélnych
Cisel 27§r||x7||, pak se,zobecnéné fada > x, nazyva
absolutnée konvergentni.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 40

Necht X je normovany linearni prostor, I' je mnozina

a {X, }-er je kolekce prvku prostoru X. Symbol > x,
nazveme zobecnénou fadou. Dale F(I') znali systém
véech koneénych podmnozin I'. Rekneme, Ze zobecnéna
fada . x, konverguje (téZ konverguje bezpodminecne)
k x € X pokud plati

Ve>03F € F(NVF € FN),F D F: |x =) x| <e.

yeF!

Existuje-li takové x € X, fikdme, Ze je zobecnéna fada
,Z,,ver Xy (?ezpodmineéné) k.onverger]tn!' ax naz;:/vé,me
jejim souctem. Konverguje-li zobecnéna rada reélnych
Cisel 27§r||x7||, pak se,zobecnéné fada > x, nazyva
absolutné konvergentni. Pro I = () klademe > x, = 0.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 41
Rekneme, Ze zobecnéna fada > x, v normovaném
linearnim prostoru splnuje Bolzanovu-Cauchyovu

podminku, pokud

Ve>0 IFeF() VF e F(I).FnF=0:|) x| <=

~yeF!

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Véta 42 (Nutna podminka konvergence)

Necht . . x, je konvergentni zobecnéna fada
v normovaném linearnim prostoru X. Pak je jeji soucet
uréen jednoznacné a (||xy||)Ver € co(I).

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Véta 43
Necht X je Banachuv prostor.

(a) Zobecnena rada v X je konvergentni praveé tehdy,
kdyz splriuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Véta 43
Necht X je Banachuv prostor.

(a) Zobecnena rada v X je konvergentni praveé tehdy,
kdyz splriuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

(b) Kazda absolutné konvergentni zobecnéna rada v X
je konvergentni.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Véta 43
Necht X je Banachuv prostor.

(a) Zobecnena rada v X je konvergentni praveé tehdy,
kdyz splriuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

(b) Kazda absolutné konvergentni zobecnéna rada v X
je konvergentni.

(c) Je-li zobecnena rada . . x, v X konvergentni
al CT, pak je i zobecnena rada ), X,
konvergentni.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Tvrzeni 44

Necht' > - a, je zobecnena fada nezépornych Cisel. Pak
tato fada konverguje, prave kdyZz

sup{z a, Fe ]—‘(F)} < +o0.

~yeF

Potom plati

Y a = sup{z a,; Fe ]—"(I’)}.

~yer ~yeF
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Tvrzeni 45

Necht' X je normovany linearni prostor a {x,} C X. Pak
zobecnéna rada ) . X» je absolutné konvergentni,
pravé kdyz fada ) " , x, je absolutné konvergentni.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 46

Necht {x,} je posloupnost v normovaném linearnim
prostoru X a x € X. Rekneme, ze 3.°° . x, konverguje
bezpodminecneé (k x), pokud konverguje zobecnéna fada

Y nen Xn (K X).
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 46

Necht {x,} je posloupnost v normovaném linearnim
prostoru X a x € X. Rekneme, ze 3.°° . x, konverguje
bezpodminecneé (k x), pokud konverguje zobecnéna fada

Y nen Xn (K X).

Véta 47
Necht {x,} je posloupnost v Banachove prostoru X. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) 0= xn konverguje bezpodminecné.
(il) > "oy Xx(n) konverguje pro kaZzdou permutaci
m: N — N ke stejnému souctu.
(iii) >"peq Xx(n) konverguje pro kaZzdou permutaci
m: N — N.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Véta 48
KazZda absolutné konvergentni fada v Banachové
prostoru je bezpodminecné konvergentni.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Véta 48

KazZda absolutné konvergentni fada v Banachové
prostoru je bezpodminecné konvergentni.

Kazda rada v R je absolutné konvergentni, prave kdyz je
bezpodminecnée konvergentni.
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3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Priklad 49

Necht e, je n-ty jednotkovy vektor v £,. Rada 3, e,
konverguje bezpodminecné k prvku (1,3, 1,...) € ¢, ale
nekonverguje absolutné:

[ee) oo 1

1
S el =30 — e
n=1 n=1
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4. Konecnérozmeérné prostory

Lemma 50 (o skoro kolmici, Frigyes Riesz
(1918))

Necht X je normovany linearni prostor. Je-li Y vlastni uzavieny
podprostor X, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje x € Sy takové, Ze
dist(x,Y) > 1—e.
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4. Konecnérozmeérné prostory

Véta 51

Necht X je normovany linearni prostor nad K. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) dimX < co.
(i) Existuje n € Ny takové, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2)-
(ii) Bx je kompaktni.

(iv) KaZzdé linearni zobrazeni z X do néjakého normovaného
linearniho prostoru je spojité.

(v) Kazda linearni forma na X je spojita.

(vi) Kazdé dvé normy na X jsou ekvivalentni.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



5. Soucty normovanych linearnich prostord, projekce a dopliky

Jsou-li (X, [|-]|x) a (Y, ||-|]|y) normované linearni prostory nad K
a1 < p< oo, pakfunkece (x,y) — [|(x, y)|p. kde

p p %
1%, Y)llp = {(||X”x+||}’||y) pro p < oo, )
max{|x|lx. Iylly}  prop = o,

je norma na vektorovém prostoru X x Y.

Definice 52

Necht (X, ||-||x) a (Y,]-|[y) jsou normované linearni prostory a
1 < p < oo. Pak prostorem X @p Y rozumime normovany
linearni prostor (X x Y, ||-||p), kde norma |||, je dana
vzorcem (1).
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5. Soucty normovanych linearnich prostord, projekce a dopliky

Definice 53

Necht X je vektorovy prostor a A, B jsou jeho podprostory.
Rikame, ze X je direktnim (téZ algebraickym) souétem A a B
(znaCime X = A® B) pokud An B = {0} a

X =A+ B=span(AU B).
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5. Soucty normovanych linearnich prostord, projekce a dopliky

Definice 54
Necht X je vektorovy prostor. Linearni zobrazeni P: X — X se
nazyva (linearni) projekce, pokud P?> = Po P = P.
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5. Soucty normovanych linearnich prostord, projekce a dopliky

Poznamka 55

Pro podprostory A, B C X plati X = A® B, pravé kdyz Ize
kazdy x € X pravé jednim zpusobem zapsat ve tvaru
x=a+b kdeacAabeB.

Je-li P: X — X linearni projekce, pak

X =RngP @& Ker P,

pricemz P je projekce na Rng P a Idx — P je projekce na Ker P.
Naopak, je-li X = A@® B, pak predpis

Pa(a+ b) = a, acA beB,

definuje linearni projekci P4 splnujici Rng P4, = A a Ker P4, = B.
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5. Soucty normovanych linearnich prostord, projekce a dopliky

Definice 56

Necht X je normovany linearni prostor. Podprostor Y C X se
nazyva komplementovany v X, jestlize existuje spojita linearni
projekce P: X — X s Rng P = Y. Lze-li navic zvolit ||P|| < C,
fikame, Ze Y je C-komplementovany.
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5. Soucty normovanych linearnich prostord, projekce a dopliky

Véta 57

Necht X, Y jsou normované linearni prostory. Pak

@ Y je isomorfni komplementovanému podprostoru X, prave
kdyZ existuji spojité linearni operatory S: X — Y a
T:Y — X splriujici So T = Idy;

@ Y je isometrické 1-komplementovanému podprostoru X,
pravé kdyz existuji spojité linearni operatory S: X — Y a
T:Y — X splnujici So T = Idy amax{||S||,|T|} <1.
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6. Prostory se skalarnim soucinem

Definice 58
Skalarnim soucinem na vektorovéem prostoru X nad K
rozumime funkci (-, -): X x X — K s nasledujicimi vlastnostmi:

(i) funkce x — (x,y) je linearni pro kazde y € X,
(i) (x,y) = (y,x) prokazdé x,y € X,

(ii) (x,x) > 0 pro kazdé x € X,

(iv) (x,x) = 0 prave tehdy, kdyz x = 0.

Dvojici (X, (-, -)) nazyvame prostor se skalarnim soucinem.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Tvrzeni 59 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost)
Necht X je prostor se skalarnim soucinem. Pak

() 11 < VX x)/(y, y) pro kazdé x,y € X.
(i) Funkce ||x|| = \/(x,x) pro x € X je norma na X.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Fakt 60

Necht X je prostor se skalarnim soucinem a x,y € X. Pak

Ix + yII2 = [Ix]I + Ilyl|* + 2Re(x, y).

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Tvrzeni 61 (rovnobéznikové pravidlo)

Necht X je prostor se skalarnim soucinem. Pak pro vsechna
X,y € X plati

Ix + v 112+ l1x = yIZ = 2(1Ix)1 + |y [I?).

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Definice 62

Necht X je prostor se skalarnim soucinem. Prvky x, y € X se
nazyvaji ortogonalni (na sebe kolmé), pokud (x, y) = 0. Tento
fakt znaCime téz x L y.

Prvek x je ortogonalni (kolmy) k mnoziné A C X, pokud je
ortogonalni ke kazdému jejimu prvku, coz znac¢ime x L A.
Mnoziny A, B C X jsou ortogonalni, pokud x L y pro kazdé

x €A,y € B,cozznaCime A L B.

Mnozina At = {x € X; x L A} se nazyvé ortogonalni doplnék
A.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Fakt 63 (Pythagorova véta, asi 500 p.n.l.)

Necht X je prostor se skalarnim soucinem a x,y € X. Je-li

x Ly, pak
I £ Y12 = [Ix]1® + Iy ]2

Obecneéji, jsou-li X1, ..., x, € X navzajem ortogonalni, pak

X6+ o+ Xal® = x4 ]2 + -+ [|Xa] %

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Lemma 64
Ortogonailni doplnék mnoZiny v prostoru se skalarnim
soucinem je uzavfeny podprostor.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Tvrzeni 65

Necht (X, (-,-)) je prostor se skaldrnim souc¢inem nad K. Pak
funkce (-,-): X x X — K je spojita.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Tvrzeni 66 (polarizaCni vzorec)

Necht' X je prostor se skalarnim soucinem. Pak pro vSechna
X,y € X plati

X, y) = 3(IIx+yIIP=lIx=yI?)
v realném pripadé, resp.
(X, y) = 3(Ix + Y17 = lIx = yIZ +illx + iyl = illx = iy|[?)

v komplexnim pripadé.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Dusledek 67

Necht X, Y jsou prostory se skalarnim soucinema T T: X — Y
je linearni izometrie do. Pak T zachovava skalarni soucin, {j.
(T(x), T(y)) = (x,y) pro kazdé x,y € X.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



6. Prostory se skalarnim soucinem

Véta 68 (Jordan - von Neumann)

Necht (X, ||-||) je normovany linearni prostor. Pak ||| je
generovana néjakym skalarnim soucinem, prave kdyZz ||-||
splriuje rovnobeznikové pravidlo (tj. rovnost z Tvrzeni 61).

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Definice 69

Prostor se skalarnim souc€inem (X, (-, -)) se nazyva Hilbertiv
prostor, pokud je Uplny v metrice indukované skalarnim
soucinem, tj. pokud (X, ||-||) je Banachudv prostor, kde

[IX[F = v/ (x; X).

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Priklad 70 (zakladni Hilbertovy prostory)

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Necht / je mnozina a (2, A, i) prostor s mirou. Pfiklady
Hilbertovych prostorl jsou

@ /5(/) se skalarnim soucinem

<Xa y> = ZXI'W;
iel

pro kone¢né | dostavame eukleidovsky prostor K";

@ L(Q, A, u; K) se skalarnim soucinem
t.9)= | raan
Q

Prostor ¢5(/) je specialnim pfipadem L,, vezmeme-lina /
pocitaci miru. Podprostor Hilbertova prostoru je Hilbertovym
prostorem pravé tehdy, kdyz je uzavieny.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 71 (Frigyes Riesz, 1934)

Necht C je uzaviena neprazdna konvexni mnozina v Hilbertové
prostoru H. Pak pro kazdé x € H existuje prave jednoy € C
lak, Ze | x — y|| = dist(x, C).

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Lemma 72 (F. Riesz, 1934)

Necht X je prostor se skalarnim soucinem, Y je jeho
podprostor ax € X. Pak y € Y splriuje || x — y| = dist(x, Y)
pravé tehdy, kdyz x —y € Y*.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 73 (F. Riesz, 1934)

Necht'Y je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pak
H=Y @ Yt apfislusna projekce Py: H — Y ma ndsledujici
vilastnosti:

(i) |Py(x) — x| = dist(x, Y) < ||x|| pro kazdé x € H,
(i) [|Pyl <1.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 74

Necht H je Hilberttv prostor a {x}°°., C H je posloupnost
navzajem ortogonalnich prvki. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) Rada Y%, xn konverguje.
(i) Rada >, xn konverguje bezpodminecné.
(iil) on2qllxnll? < oo

V tomto pfipadé plati |35, xa||? = 25, || %al|?.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Definice 75
Je-li X prostor se skalarnim soucinem a A C X, fekneme, Ze
mnozina A je

@ ortogonalni, pokud x L y pro v8echna x,y € A, x # y;
@ ortonormalni, pokud A je ortogonalni a A C Sy;

@ ortonormalni baze prostoru X, pokud je ortonormalni a
spanA = X.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Priklad 76 (ortonormalni baze)

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

@ V prostoru ¢»(N) tvofi kanonické jednotkové
vektory{ep, : n € N} ortonormalni bazi.

@ V prostoru Ly([0, /]; R) tvofi ortonormalni bazi realny
trigonometricky systém

{:fl}u{ ?cos(ﬁlkx>, ?sin(zwlk)():keN}.

@ V prostoru Ly([0, /]; C) tvofi ortonormalni bazi komplexni
trigonometricky systém

{\%exp(zwlikx) :keZ}.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory




7. Hilbertovy prostory

Poznamka 77
V separabilnim prostoru se skalarnim soucinem je kazda

ortonormalni mnozina spocetna: jeji rizné prvky maji
vzdalenost v/2, je tedy diskrétni.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 78
Kazdy ortonormalni systém v prostoru se skalarnim soucinem

Ize rozsifit na ortonormalni systéem, ktery neni viastni
podmnoZinou Zadného dalsiho ortonormalniho systému.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 79 (Besselova nerovnost)

Je-li{e,}cr ortonormalni soustava v prostoru X se skalarnim
soucinem, pak pro kazdé x € X plati

D lix, &) < x|

yel

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 80

Necht H je Hilbertuv prostor a {e, }cr je ortonormalni systém
v H. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {ey} er je ortonormalni baze H.
(i) x =3 cr(X,ey)ey pro kazde x € H.

(iii) [Ix[[2 = >2erl(x, €,)[? pro kaZdé x € H (Parsevalova
rovnost).

(iv) Soustavu {e,}cr nelze rozsifit pridanim dalsiho
Jjednotkoveho vektoru kolmeho ke vsem e,.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Dusledek 81

Kazdy Hilbertuv prostor ma ortonormalni bazi.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 82 (Ernst Sigismund Fischer (1907),
Frigyes Riesz (1907))

Je-li {e,},cr ortonormalni baze Hilbertova prostoru H, je
zobrazeni T: H — (5(I"), T(x) = {(x, &,) }yer izometrie H a
0>(T). Tedy kazdy Hilbertav prostor je izometricky prostoru £5(I")
pro vhodnou mnozZinu T .

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 83 (vyjadfeni ortogonalni projekce)
Necht H je Hilbertiv prostor a Y jeho uzavieny podprostor.
Necht (&j)jcy je néjaka ortonormaini baze prostoru Y. Pak
projekci na 'Y podél Y (tzv. ortogondini projekci) Ize vyjadfit
vzorcem
Px=> (x,g)g, x€H.
jed

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Véta 84 (Heinrich Lowig (1934), F. Riesz (1934))
Necht H je Hilberttv prostor. Pro kazdé y € H oznacme
fy € H* funkcional definovany jako f,(x) = (x,y) pro x € H.

Pak zobrazeni I: H — H*, I(y) = f, je sdruZené linearni
izometrie H na H*.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



7. Hilbertovy prostory

Lemma 85
Necht X je vektorovy prostor, f je linearni forma na X a
x € X\ Kerf. Pak X = Ker f @ span{x}.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



8. Realné a komplexni normované linearni prostory

Definice 86

Necht X je komplexni normovany linearni prostor. Symbolem
Xgr 0znaCme prostor X uvazovany jako realny. Tj. Xy je tataz
mnozina jako X uvazovana s operaci s€itani jako v X, s
nasobenim realnym Cislem jako v X a se stejné definovanou
normou.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



8. Realné a komplexni normované linearni prostory

Véta 87 (realna verze komplexniho
normovaného linearniho prostoru)

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



8. Realné a komplexni normované linearni prostory

Necht X je komplexni normovany linearni prostor. Pak plati:
() Xg je realny normovany linearni prostor.
(i) Xg je uplny, pravé kdyz X je upliny.

(ii) ¢ : X — C je linearni, pravé kdyZ Re ¢ : Xg — R je linearni
almoe(x) = —Rey(ix) pro kaZzdé x € X.

(iv) Je-lip € X*, pak funkciondl )(x) = Re ¢(x), x € Xg, patfi
do (Xg)* a plati ||¢|| = |4

(v) Je-liv € (XR)*, pak existuje prave jeden funkcional ¢ € X*
takovy, Ze ¥(x) = Re ¢(x) pro x € Xg. Je dan vzorcem
p(x) = ¥(x) — iv(ix) a splnuje ||| = ]|

(vi) Prostory (Xg)* a (X*)g jsou izometrické.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



8. Realné a komplexni normované linearni prostory

Definice 88

Necht X je realny normovany linearni prostor. Na X x X
definujeme:

@ (x1,X2) + (y1,¥2) = (X1 + Y1, X2 + ¥2), X1, X2, Y1, Y2 € X,

@ (o +iag) - (X1,X2) = (a1X1 — agX, 1 X2 + Q2Xy),
aq, a0 € Raxy, xo € X.

® |[(x1,%)]x. = sup{[l(cosa)x; + (sina)x|x; o € [0,27)},
Xy, X0 € X.

Symbolem (Xc, ||-||) znaCime komplexni normovany lineérni
prostor (X x X, +, -, ||| x.)-

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



8. Realné a komplexni normované linearni prostory

Véta 89 (komplexifikace)

Je-li X realny normovany linearni prostor, pak je (Xc, ||-||)
komplexni normovany linearni prostor. Je-li navic X Banachuy,
pak je Xc Banachuiv.

Uvod do funkcionalni analyzy I. Banachovy a Hilbertovy prostory



1. Hahnova-Banachova véta

Definice 90
Necht X je vektorovy prostor nad K. Funkce p: X — R se
nazyva sublinearni funkcional, pokud plati

@ p(x+y) < p(x)+ p(y) pro kazdé x, y € X,
@ p(ix) = tp(x) pro kazdé x € X at € [0, +0o0).

Funkce p: X — [0, +00) se nazyva pseudonorma, pokud plati
@ p(x +y) < p(x) + p(y) pro kazdé x,y € X,

@ p(ax) = |a|p(x) pro kazdé x € X a a € K.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



1. Hahnova-Banachova véta

Véta 91 (Hans Hahn (1927), Stefan Banach

(1929))
Necht X je vektorovy prostora'Y je podprostor X.

(a) Je-li X realny, p je sublinearni funkcional na X a f je
linearni forma na Y splinujici f(x) < p(x) pro kazdé x € Y,
pak existuje linearni forma F na X takova, Ze Fly = f a
F(x) < p(x) pro kazdé x € X.

(b) Je-li p pseudonorma na X af je linearni formana'Y
splrujici |f(x)| < p(x) pro kaZzdé x € Y, pak existuje
linearni forma F na X takova, Ze F|y = f a|F(x)| < p(x)
pro kazdé x € X.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



1. Hahnova-Banachova véta

Véta 92 (Hahnova-Banachova)

Necht X je normovany linearni prostor, Y je podprostor X a
f € Y*. Pak existuje F € X* takové, Ze F|y = f a ||F|| = ||f]|.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



1. Hahnova-Banachova véta

Dusledek 93

Necht' X je netrivialni normovany linearni prostor. Pro kaZde
x € X existuje f € Sx~ takové, Ze f(x) = ||x||. Odtud plyne, Ze
jsou-li x, y € X ruzné body, pak existuje f € X* takovy, Ze
f(x) # f(y) (fikame, Ze X* oddéluje body X).

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



1. Hahnova-Banachova véta

Dusledek 94 (Dualni vyjadreni normy)

Je-li X normovany linearni prostor a x € X, pak

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



1. Hahnova-Banachova véta

Véta 95 (Oddélovani bodu a podprostoru)

Necht' X je normovany linearni prostor, Y je uzavieny
podprostor X a x ¢ Y. Pak existuje f € Sx« tak, Ze fly =0 a
f(x) = dist(x, Y) > 0.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



1. Hahnova-Banachova véta

Véta 96 (Oddélovani konvexnich mnozin)

Necht X je normovany linearni prostor a A, B C X jsou
disjunktni konvexni mnoZiny. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A oteviena, pak existuje f € X* takovy, Ze
Re f(x) < infg Re f pro kaZdé x € A.

(b) Je-li A uzaviena a B kompaktni, pak existuje f € X*
takovy, Ze sup, Re f < infgRef.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



2. Duaélni a adjungované operatory - zaklady

Definice 97
Necht X, Y jsou normované linearni prostory a T € L(X,Y).
Operator T*: Y* — X* definovany prfedpisem

T f(x) = f(Tx)

pro f € Y* a x € X se nazyva dualni (nebo téz adjungovany)
operator k T. (Ve Vété 98 dokazeme, ze T* je dobre
definovany.)

Operator (T*)* (1j. operator dualni k T*) znaCime T**.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



2. Duaélni a adjungované operatory - zaklady

Véta 98

Necht X, Y, Z jsou normované linearni prostory.

(a) Je-liT e L(X,Y), je T f € X* pro kaZzdé f € Y*. Dale
T e £y X*)alT =TI

(b) Zobrazeni T — T* je linearni izometrie z L(X,Y) do
L(Y*, X*).

(c) Necht T e L(X,Y)aS e L(Y,Z). Pak(SoT)"=T*o S*.
Dale (/d)()* = ldx-.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



2. Duaélni a adjungované operatory - zaklady

Véta 99
Necht Hy, H> jsou Hilbertovy prostory a T € L(Hy, Ho). Pak
existuje jednoznacné urceny operator T* € L(H., Hy) takovy,
Ze pro kazdéy € H, a x € Hy plati

<TX,y>H2 = <X7 T*.y>H1-

Dale plati, Ze T* = /1*1 oT*olb, kdel;: Hi— H;, j=1,2 jsou
prislusné sdruZené linearni izometrie z Veéty 84.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



2. Duaélni a adjungované operatory - zaklady

Definice 100
Operator T* z predchazejici véty nazyvame hilbertovsky
adjungovanym operatorem k T.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



2. Duaélni a adjungované operatory - zaklady

Véta 101
Necht Hy, H», Hs jsou Hilbertovy prostory.

(a) Je-li T € L(Hy, Hy), je T = (T*)* =T.

(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linearni izometrie
L(Hy, Hz) na L(Hz, Hy).

(c) Necht' T € L(H1,H2) a S € L(Hz, H3). Pak
(SoT)* =T*o S*. Déle (ldy,)* = Idy,.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



3. Reprezentace dudlt

Definice 102

Necht p e R, p > 1, nebo p = . Cislo g € R, g > 1, nebo
g = oo hazyvame sdruzenym exponentem k p, pokud plati
}, + 15 =1, pfiCemz pouzivame konvenci, Zze % =0.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



3. Reprezentace dudlt

Véta 103 (Reprezentace dudll ke klasickym

prostoram)
Necht' | # ().

(a) Prostor cy(1)* je linearné izometricky s prostorem ¢+(1)
pomoci zobrazeni I: {1(1) — co(1)*, I(y) = f,, kde

fy(x) = Z XiYi-

iel

(b) Je-li1 < p < oo aq je sdruzeny exponent k p, pak prostor
Up(1)* je linearné izometricky s prostorem {4(1) pomoci
zobrazeni I: L4(l) — Lp(1)*, I(y) = 1, kde

fy(x) =Y Xy

iel

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



3. Reprezentace dudlt

Véta 103 (pokraCovani)
(c) Je-li (22, S, 1) libovolny prostor s mirou, 1 < p<ocagqje
sdruzeny exponent k p, pak prostor Ly(x)* je linearné

izometricky s prostorem Lg4(1) pomoci zobrazeni
I Lg(p) = Lp(r)*, I(g) = g, kde

pg(f) :/Qfgdﬂ-

(d) Je-li (22,8, n) prostor se o-kone¢nou mirou, pak prostor
Li(p)* je linearné izometricky s prostorem L., (x) pomoci
zobrazeni I: Loo(p) — Li1(p)*, I(g) = ¢g, kde

pg(f) Z/Qfgdu-

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



3. Reprezentace dudlt

Véta 104

Necht X, Y jsou normované linearni prostory a1 < p < oc.
Necht q je sdruZeny exponent k p. Pak zobrazeni
[: X* @q Y* — (X ®p Y)" dané pfedpisem

I(f,9)(x,y) = f(x) + 9(¥)

je linearni izometrie X* ©q Y* na (X ©p Y)*.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



3. Reprezentace dudlt

Definice 105

Necht K je kompaktni prostor. Rekneme, Ze linearni funkcional
A na C(K) je nezaporny, jestlize A(f) > 0 pro kazdou
nezapornou funkci f € C(K).

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



3. Reprezentace dudlt

Véta 106 (O reprezentaci nezdpornych
lineérnich funkcionalt na C(K))

Necht K je kompakitni prostor a \ je nezaporny linearni
funkcional na C(K). Pak existuje jednoznacne urcena regularni
borelovska nezaporna mira j. na K splriujici N(f) = [, fdu pro
kazdé f € C(K).

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



3. Reprezentace dudlt

Véta 107 (Rieszova véta o reprezentaci C(K)*)

Je-li K kompakini prostor, pak prostor C(K)* je linearné
izometricky s prostorem M(K) vSech regularnich borelovskych
komplexnich (resp. znaménkovych) mér na K pomoci
zobrazeni I: M(K) — C(K)*, I(1) = ¢,, kde

pu(f) = /deu-

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Necht X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho podprostor.
Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako

X~ysx—yeY.

Pro x € X pak definujeme X jako tfidu ekvivalence obsahujici
X, tedy

X={yeX;y~x}={yeX;y-—xecYy=x+Y.

Na mnoziné
XY ={x; x e X}

definujeme operace X+ y =X+ yaaX =axprox,y € X/Y a
a € K.

Definice 108

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Necht X je vektorovy prostor a Y je jeho podprostor. Pak
vektorovy prostor X /Y nazyvame faktorprostorem prostoru X
podle Y nebo téz kvocientem X podle Y.
Dale definujeme tzv. kanonické kvocientové zobrazeni
g: X — X/Y predpisem g(x) = X.
Necht X je normovany linearni prostor a Y jeho uzavieny
podprostor. Pak (X /Y, -] x,v) je normovany linearni prostor s
normou

IXllx/v = inf [x — y[| = dist(x, ),

yey

Tato norma se nazyva kanonicka kvocientova norma.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Tvrzeni 109

Necht X je normovany linearni prostor a Y jeho uzavieny
podprostor. Pak kanonické kvocientové zobrazeni q: X — X/Y
Je spojity linearni operator, ktery je na a splriuje q(Ux) = Uxy-
Je-li Y vlastni, pak ||q|| = 1.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Véta 110
Necht X je Banachuv prostor a 'Y jeho uzavieny podprostor.
Pak XY je téz Banachuv prostor.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Poznamka 111

Topologie indukovana kvocientovou normou na X/Y je prave
kvocientova topologie znama z Obecné topologie, tj. nejvetsi
topologie na X/Y, pro kterou je g: X — X/Y spojité. Vskutku,
podle Tvrzeni 109 je q spojité a z rovnosti g(Ux) = U,y plyne,
Ze je oteviené. Proto pro V C X/Y plati

Vijeoteviena <= q '(V)jeotevienav X.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Fakt 112 (univerzalni vlastnost kvocientové

topologie)
Necht Z je topologicky prostora g: X/Y — Z libovolné
zobrazeni. Pak g je spojité, pravé kdyZz go q: X — Z je spajité.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Tvrzeni 113 (faktorizace pres kvocient)

Necht X a Z jsou normované linearni prostory, Y C X je
uzavieny podprostor a T € L(X, Z) splruje Y C Ker T. Pak
ex:stule pravé /eden operator Te L(X/Y,Z) takovy, Ze

T = T oq. Navic \|T|| =||T|. Je-li Y = Ker T, pak je T prosty.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Poznamka 114

Necht T e £(X, Z). Rekneme, ze T je izometricky kvocient,
pokud je naa T(Ux) = Uy. Ekvivalentng, Tjenaa T je
izometrie prostoru X/ Ker T na Z.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Definice 115

Necht X je vektorovy prostor a Y jeho podprostor. Podprostor
A C X se nazyva algebraicky doplnék podprostoru Y v X,
jestlize X = Y & A.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Véta 116
Necht X je vektorovy prostor a'’Y jeho podprostor.

(a) Prostor Y ma algebraicky dopinék v X.

(b) Kazdy algebraicky dopilnek Y v X je algebraicky izomorfni
s X/ Y. Specialné, kazdé dva algebraické dopinky Y v X
jsou algebraicky izomorfni.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Definice 117
Je-li X vektorovy prostor a Y jeho podprostor, pak kodimenzi Y

v X (zna€ime codim Y) rozumime dimenzi libovolného
algebraického doplnku Y v X, tj. codim Y = dim(X/Y).

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Poznamka 118
Je-li f nenulova linearni forma na X, pak podle Lemmatu 85
plati codimKer f = 1.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



4. Kvocienty normovanych linearnich prostor(

Véta 119

Necht X je normovany linearni prostor.

(a) Kazdy konecnérozmérny podprostor prostoru X je
komplementovany.

(b) Kazdy uzavieny podprostor prostoru X konecné
kodimenze je komplementovany.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



5. Anihilatory, dualita kvocientt a podprostor(

Definice 120

Je-li X normovany lineérni prostor a A C X, pak definujeme tzv.
anihilator mnoziny A jako

AL = {f € X*; f(x) = 0 pro kazdé x € A}.
Pro mnozinu B ¢ X* pak definujeme tzv. zpétny anihilator jako

B, ={x e X; f(x) =0 pro kazdé f € B}.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



5. Anihilatory, dualita kvocientt a podprostor(

Lemma 121
Necht X je normovany linearni prostora A C X, B C X*. Pak

(a) At je uzavieny podprostor X*,
(b) B, je uzavieny podprostor X,
(c) (A+)L =SpanA,

(d) (BL)* > spanB.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



5. Anihilatory, dualita kvocientt a podprostor(

Poznamka 122

Obecné neplati (B, )" = span B. Napfiklad pro X = ¢4 a
B=cyC X* ={je B, ={0}, nebot B obsahuje vSechny
kanonické vektory. Tedy (B, )+ = /.., zatimco Span B = ¢y.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



5. Anihilatory, dualita kvocientt a podprostor(

Veta 123

Necht X je normovany linearni prostor a Y jeho podprostor.

(a) Je-liY uzavieny aq: X — X/Y je kanonické kvocientové
zobrazeni, pak g*: (X/Y)* — X* je linearni izometrie na
Y-+

(b) Restrikéni operator R: X* — Y*, R(f) = fly, je
izometricky kvocient. Jeho faktorizace R: X*/Y+ — Y* je
tedy linearni izometrie na.

Tedy (X/Y)* Ize identifikovat s Y+ a Y* Ize identifikovat s
X*/YL.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



5. Anihilatory, dualita kvocientt a podprostor(

Véta 124
Jsou-li X, Y normované linearni prostory a T € L(X,Y), pak
plati

(a) KerT* = (Rng T)+,
(b) KerT=(Rng T*),,
(c) RngT = (KerT*),

(d) T* je prosty, prave kdyZz Rng T je husty.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Definice 125
Necht X je normovany linearni prostor. Symbolem X**
znacime (X*)*, tj. dual k prostoru X*. Tento prostor nazyvdme

druhym dualem.
Je-li x € X, pak definujeme tzv. evaluacni funkcional e, € X**
predpisem ex(f) = f(x) pro kazdé f € X*.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Definice 126
Necht X je normovany linearni prostor. Zobrazeni e: X — X**
dané predpisem ¢(x) = ex se nazyva kanonické vnoreni X do

X**.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Tvrzeni 127

Necht' X je normovany linearni prostor. Pak kanonické vnoreni
e: X — X** je linearni izometrie do. Je-li tedy X navic
Banachuv, pak =(X) je uzavieny podprostor X**

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Tvrzeni 128 (J. P. Schauder, 1930)

Necht X, Y jsou normované linearni prostory, ex: X — X** a

ey: Y — Y** jsou kanonicka vnofeni do druhych dualu a
T e L(X,Y). Pak

T oex=cyoT.

Uvod do funkcionalni analyzy

1. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Véta 129

Pro kazdy normovany linearni prostor X existuje jeho zupinéni,
tj. Banachuv prostor takovy, Ze X je jeho husty podprostor.

Pro kaZdy prostor se skalarnim souc¢inem X existuje jeho
zuplnéni, tj. Hilbertuv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor.

Tato rozsiteni jsou urcena jednoznacné az na izometrii, tj.
jsou-li Xy, Xo dvé zdplnéni X, pak existuje linearni izometrie X,
na Xz, ktera je na X identitou.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Véta 130
Necht X, Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y).

(a) T jeizomorfismus na, pravé kdyz T* je izomorfismus na. V
tomto pfipadé navic plati (T*)~" = (T~1)*.
(b) T je izometrie na, pravé kdyz T* je izometrie na.
Specialné, jsou-li X a Y ‘“linearne izometrické” pak jsou také X*
a Y* “linearne izometrické”.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Definice 131

Banachuv prostor X se nazyva reflexivni, pokud X** = ¢(X).

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Véta 132
Necht X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X
reflexivni.

(b) Uzavreny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.

(c) Prostor X je reflexivni pravé tehdy, kdyZ jeho dual X* je
reflexivni.

(d) Je-li X reflexivni a 'Y jeho uzavieny podprostor, pak je
X/Y reflexivni.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Priklady 133

(a) Prostor Ly(1) je reflexivni pro libovolnou miru
al<p<oo.

(b) Kazdy Hilbertav prostor je reflexivni.
(c) Kazdy koneCnérozmeérny prostor je reflexivni.

(d) Prostory ¢y, 41, £, L1([0,1]), L ([0, 1]) @ C([0, 1]) nejsou
reflexivni.

(e) Existuje Banachuv prostor J (tzv. Jamesuv prostor), ktery
neni reflexivni, i kdyz je izometricky s J**.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Véta 134 (James)

Banachuv prostor X je reflexivni, pravé kdyz pro kazdé x* € X*
existuje x € By splnujici || x*|| = x*(x).

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



6. Druhy dudl a reflexivita

Poznamka 135
Plati nasledujici Bishopova—Phelpsova véta: Je-li X Banachuv

prostor, pak mnozina
{x* € X* . existuje x € By takové, Ze |x*(x)| = || x|}

je husta v X*. Jamesova véta tedy charakterizuje reflexivitu tim,
Ze normy nabyvaji vSechny funkcionaly, nikoli pouze jejich
husta podmnozina.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Definice 136

Necht X je normovany lineérni prostor.

(a) Rekneme, Ze posloupnost {x,} v prostoru X slabé
konverguje k x € X (znagime x, — x), pokud pro kazdé
x* e X* plati x*(xn) — x*(x).

(b) Rekneme, Ze posloupnost {x*} v prostoru X* slabé s
hvézdigkou konverguje k x* € X* (znagime x* & x*),
pokud pro kazdé x € X plati x;;(x) — x*(x).

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Lemma 137
Necht X je normovany linearni prostor, {x,} posloupnost v X a
{x;} posloupnost v X*.

(a) Existuje nejvyse jedno x € X splriujici x, % x.
(b) Existuje nejvyse jedno x* € X* splriujici x;, W x*
(c) Pokud x € X a X, — x, pak X, — X.

(d) Pokud x* € X* axi % x*, pak x;; % x*.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Poznamka 138

Opacné implikace v (c) a (d) obecné neplati. Kanonicka baze
(en) prostoru /> konverguje slabé k nule, ale nekonverguje k
nule v normé. Podobné (es) v ¢4 = ¢; konverguje slabé* k nule,
ale nikoli slabé, nebot funkcional (1,1,...) € {o = ¢; nabyvéa
na vSech e, hodnoty 1.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Tvrzeni 139 (Slaba polospojitost normy)
Necht X je normovany linearni prostor.

(@) Je-li xa % x v X, pak ||x|| < iminfn_s|Xal-

(b) Je-li xz % x* v X*, pak ||x*|| < iminfa_ e[| x:]-

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Véta 140 (Princip stejnomérné omezenosti)

Necht X je Banachuv prostor, Y je normovany linearni prostor
aA C L(X,Y). Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) sup{||T||; T € A} < +oc.
(i) Pro kazdé x € X jesup{||T(X)|; T € A} < +c<.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Dusledek 141

Necht X je Banachuv prostor, Y je normovany linearni prostor
a{Tn} je posloupnost v L(X, Y) takova, Ze pro kazdé x € X
existuje T(x) =limp_o Th(x). Pak T € L(X,Y) a

I TII < liminf|| T,|| € R.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Dusledek 142 (Omezenost slabé a slabé*
konvergentnich posloupnosti)
Necht X je Banachuv prostor.

(a) Kazda slabé konvergentni posloupnost v X je omezena.

(b) Kazda slabe* konvergentni posloupnost v X* je omezena.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Tvrzeni 143

Necht X je Banachuv prostor, {x;;} je posloupnost v X*,
x* € X*aD C X splriuje span D = X. Pak x;; vy x*, prave kdyz
{x;} je omezena a x;;(d) — x*(d) pro kazdé d € D.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Tvrzeni 144

Necht X je Banachuv prostor, {x,} je posloupnostv X, x € X a
D c X* splfiuje span D = X*. Pak x, — x, pravé kdyZ {x,} je
omezena a d(x,) — d(x) pro kazdé d € D.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Priklady 145
Pro nasledujici Banachovy prostory X, posloupnost {x,} v X a
x € X plati:

(a) Pokud X = ¢y nebo X = ¢, pro p € (1,00), pak xp = X,
prave kdyz {x,} je omezena a x,(i) — x(i) pro kazdé
i €N.

(b) Pokud X = C(K), pak x, — x, pravé kdyz {x,} je
omezend a xn(k) — x(k) pro kazdé k € K.

(c) Pokud X = ¢4, pak X, — X, pravé kdyZ x, — X v normé&
(Schurova vlastnost).

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Priklad 146 (Slaba* konvergence v

posloupnostnich prostorech)
Pro 1 < p < oo uvazujeme ¢, jako dual pomoci kanonickych
identifikaci

¢ = ¢y, lp=1l; (1<p<o0), loo =17,

kde g je sdruzeny exponent k p. Pro posloupnost {x,} v ¢, a

X € {p potom plati: xp w x, pravé kdyz {x,} je omezena a
Xn(7) — x(i) pro kazdé i € N.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Véta 147
Necht X je normovany linearni prostor a X* je separabilni. Pak
X je separabilni.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Veéta 148

Necht X je separabilni normovany linearni prostor a {x;}
omezend posloupnost v X*. Pak {x;;} ma w*-konvergentni
podposloupnost.

Uvod do funkcionalni analyzy 1. Hahnova-Banachova véta a dualita



7. Slabé konvergence posloupnosti

Véta 149
Banachuiv prostor X je reflexivni, prave kdyz kazda omezena
posloupnost {x,} v X ma slabé konvergentni podposloupnost.

Uvod do funkcionalni analyzy II. Hahnova-Banachova véta a dualita



1. Kompakini operatory

Definice 150

Necht X, Y jsou normované linearni prostorya 7: X — Y je
linearni zobrazeni. Pak T se nazyva kompakini operator, pokud
pro kazdou omezenou A C X je mnozina T(A) relativné
kompaktni v Y.

Mnozinu vSech kompaktnich linearnich operatorti z X do Y
znacime K(X,Y).

Linearni operator T se nazyva konecnerozmeérny, pokud Rng T
ma konecnou dimenzi.

V dalSim budeme pracovat takrka vyhradné se spojitymi
kone¢nérozmérnymi operatory, oznacime proto mnozinu vSech
konecnérozmeérnych spojitych linearnich operatort z X do Y
jako F(X,Y).

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



1. Kompakini operatory

Tvrzeni 151

Necht X, Y jsou normované linearni prostory. KaZdy kompaktni
linearni operator z X do Y je automaticky spojity. Dale, je-li
T: X — Y linearni, pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

() T je kompaktni.
(i) T(Bx) je relativné kompaktni.

(i) Je-li{x,} omezena posloupnost v X, pak posloupnost
{T(xn)} ma konvergentni podposloupnost.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



1. Kompakini operatory

Véta 152
Necht X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Operator T € L(X,Y) je konecnérozmerny pravé tehdy,
kdyz existuji fy, ..., fre X*ayy,...,yn € Y takové, Ze
T(x) =1, fi(x)y: pro kaZzdé x € X.

(b) K(X,Y) je poaprostor L(X,Y) a F(X,Y) je podprostor
K(X,Y).

(c) K(X,Y) je uzavieny podprostor L(X,Y).

(d) Slozime-li kompaktni linearni operator se spojitym
linearnim operatorem zleva Ci zprava, dostaneme opét
kompaktni operator.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



1. Kompakini operatory

Tvrzeni 153

Necht X, Y jsou normované linearni prostorya T € K(X,Y).
Je-li x, % x v X, pak T(x,) — T(x) v normé prostoru Y.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



1. Kompakini operatory

Definice 154
Necht' (K, p) je kompaktni metricky prostor a A C C(K).

Rekneme, Ze A je stejné spoijita, pokud pro kazdé e > 0
existuje 6 > 0 takové, ze

[f(x) = f(y)l <e

provSechnafe Aax,y € Ksp(x,y) <9.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



1. Kompakini operatory

Véta 155 (Arzelaova—Ascoliho)

Necht K je kompaktni metricky prostora A C C(K). Pak A je
relativné kompakitni v C(K), pravé kdyZ je omezena a stejné
spojita.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



1. Kompakini operatory

Véta 156 (J. P. Schauder, 1930)

Necht' X je normovany linearni prostor, Y je Banachiv prostor
aT e L(X,Y). Pak T* je kompaktni, prave kdyz T je
kompakitni.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Definice 157

Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se nazyva
otevrené, pokud f(G) je oteviena mnozina v Y pro kazdou
otevienou mnozinu G C X.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Véta 158 (O otevreném zobrazeni, Juliusz
Pawet Schauder, 1930)

Necht X, Y jsou Banachovy prostory a T < L(X,Y) je na. Pak
T je oteviené zobrazeni.

Uvod do funkcionalni analyzy

Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Lemma 159 (J. P. Schauder, 1930)

Necht X je Banachuv prostor, Y je normovany linearni prostor
aTeL(X,Y). Jestlize r,s > 0 jsou takova, Ze

U(0,s) c T(U(O,r)), pak dokonce U(0,s) c T(U(0,r)).

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Dusledek 160 (S. Banach, 1929)

Necht X, Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y). Pak T je
izomorfismus X na Y, prave kdyZ T je prosty a na.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Dusledek 161
Necht X, Y jsou Banachovy prostorya T € L(X,Y) je na. Pak

plati:

(a) Existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé y € Y existuje
x € T~ \(y) splriujici ||x|| < c|ly]|.

(b) Zobrazeni T: X /Ker T — Y dané predpisem 7’(?) = T(x)
je linearni izomorfismus na. Tedy prostor Y je izomorfni s
X/KerT.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Tvrzeni 162 (kritérium uzavrenosti obrazu)

Necht X, Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y). Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Rng T je uzavieny;

(i) indukovany operator T: X /KerT =Y, 7’(?) = T(x), je
izomorfismus do;

(iii) existuje C > 0 takové, Ze dist(x,Ker T) < C|| T(x)|| pro
kazde x € X.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Definice 163

Je-li X normovany linearni prostor a X = A@® B, pak fikame, ze
X je topologickym souctem A a B, pokud jsou prislusné
projekce P, a Pg spojité. Tento fakt znacime X = A, B.
Podprostor B se v tomto pfipadé nazyva topologicky doplnék
podprostoru Av X.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Veta 164

Necht' X je normovany linearni prostora Y, Z jsou jeho
podprostory splriujici X =Y @& Z. Pak X = Y @& Z, prave kdyz
zobrazeni

T:X—> Yo Z,  T(x)= (Py(x),Pz(x)),

je izomorfismus.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Véta 165

Necht X je Banachuv prostora Y,Z C X jeho podprostory
spliivjici X =Y ® Z. Pak X =Y @& Z, prave kdyZ Y a Z jsou
uzavrené.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Definice 166
Je-li f: X — Y zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y, pak
mnozinu

graff = {(x,y) e X x Y; y = f(x)}

nazyvame grafem zobrazeni .

Rikame, ze zobrazeni f: X — Y, kde X, Y jsou metrické
prostory, ma uzavreny graf, pokud mnozina graf f je uzaviena v
X xY.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operatory v Banachovych prostorech



2. Véty o otevieném zobrazeni a uzavieném grafu

Véta 167 (O uzavieném grafu, S. Banach, 1932)

Necht X, Y jsou Banachovy prostorya T: X — Y je linearni
zobrazeni. Pak T je spojité, prave kdyZz ma uzavreny graf.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Tvrzeni 168

Necht X je Banachiv prostora T € L(X). Pak T je invertibilni,
prave kdyZ T je bijekce.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Tvrzeni 169

Necht X je Banachtv prostor.

(@) Pokud T € L(X) a||T|| <1, pak Ildx — T je inveribilni a
plati (ldx — T)=1 = >0, T".
(b) Pokud je T invertovatelny a ||S — T|| < T ‘H’ pak S je

invertovatelnya S~ = T=1 5% (1 - ST 1. Specialné,
mnoZina vsech invertibilnich operatoru v L(X) je oteviena.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Definice 170

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Necht X je normovany linearni prostornad K a T € £(X).
Cislo A € K nazyvame vlastnim &islem operatoru T, pokud
Ker(A — T) # {0}, tj. pokud T(x) = Ax pro néjaké x € X,

x # 0.

Prostor Ker(Al — T) pak nazyvame vlastnim prostorem
prislusnym Cislu A.

Nenulové prvky vlastniho prostoru pfislusného Cislu A se
nazyvaji viastni vektory pfislusné &islu \.

Mnozina vSech vlastnich &isel operatoru T se nazyva bodové
spektrum operatoru T a znaci se o,,(T).

Spektrum operatoru T je mnozina vSech Cisel A € K, pro ktera
operator Al — T neni invertibilni. Spektrum operatoru T
znacime o(T).

Rezolventni mnozina operatoru T je p(T) := K\ o(T).
Rezolventni funkce je definovana jako

p(T) 2 A= (M—T) e L(X)

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Véta 171

Necht X je Banachtv prostornadK a T € L(X). Pako(T) je
kompaktni podmnoZina K splnujici o(T) C Bg(0,||T||). Je-li
X # {0} komplexni, pak o(T) je neprazdné.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Véta 172
Necht X je Banachtv prostora T € L(X). Pako(T*) = o(T).
T

Navic, pokud je X Hilbertav, pak o(T*) = o(T)

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Véta 173
Necht X je Banachiv prostora T € KC(X).

(a) Jestlize Rng(T) je uzavieny, pak dimRng(T) < oc.
(b) Jestlize dim X = oo, pak 0 € o(T).

(c) Jestlize A € K\ {0}, pakdimKer(Al — T) < o a
Rng(\ — T) je uzavieny.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Véta 174 (Fredholmova alternativa)

Necht X je Banachtv prostor nad K, T € K(X) a X € K\ {0}.
Pak operator A\l — T je na, pravé kdyZ je prosty.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Dusledek 175
Necht X je Banachtv prostora T € K(X). Pak
a(T) Cc {0} Uop(T).

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Lemma 176
Necht X je normovany linearni prostora T € L(X). Jsou-li
M, ..., Ap ruzna vlastni éisla operatoru T a xq,...,Xp € X

vlastni vektory prislusné cislum X+, . .., An, pak jsou tyto
vektory linearné nezavislé.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Véta 177
Necht X je Banachiv prostor nadK a T € K(X). Pak pro
kazdér > 0 je mnozZinao(T)N{\ € K; |\| > r} konecna.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Dusledek 178

Necht X je nekonecnérozmerny Banachuv prostora T € K(X).
Potom o(T) = {0} U {An}, kde {\n} je posloupnost, ktera je
bud konecna, nebo nekonecna a konvergujici k 0, a je tvofena
nenulovymi viastnimi Cisly operatoru T, pficemz kazdé z nich
ma konecnérozmérny viastni podprostor.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Véta 179 (Druh& Fredholmova véta)

Necht X je Banachtv prostor nad K, T € K(X) a X € K\ {0}.
Pak

Rng(Alx — T) = (Ker(Alx- — T*))

Rng(Alx- — T*) = (Ker(Alx — T))™.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



3. Spekiralni teorie (zejména) kompaktnich operator

Véta 180 (Treti Fredholmova véta)
Necht X je Banachuv prostor, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak

dimKer(Ax — T) = codimRng(Alx — T)
=dimKer(Alx~ — T™)
= codim Rng(\lx- — T*) < oc.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Definice 181
Necht H je Hilbertav prostora T € L(H). Rekneme, ze T je
samoadjungovany, pokud T = T*.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operatory v Banachovych prostorech



4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Definice 182

Hermitovskou seskvilinearni formou na vektorovém prostoru X
rozumime zobrazeni b: X x X — K takové, ze x — b(x, y) je
lineérni pro kazdé y € X a b(x, y) = b(y, x) pro vSechna

x,y € X. Forma b je potom automaticky sdruzené linearni ve
druhé proménné.

(Jde tedy o definici skalarniho soucinu bez podminek (iii)

a(iv).)

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Fakt 183

Necht b je hermitovska seskvilinearni forma na X a
q(x) = b(x,x). Pak q(x) € R, g(ax) = |al*q(x) a
g(x+y)=q9(x)+q(y) + 2Re b(x, y). Specialné
q(x +y) —q(x —y) = 4Reb(x, y).

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Véta 184
Necht H je netrivialni Hilbertav prostora T € L(H). Pak T je
samoadjungovany, prave kdyz (Tx,y) = (x, Ty) pro vSechna
X,y € H. Pro samoadjungovany T plati (Tx, x) € R pro kazdé
xeHa

IT]l = sup|{Tx, x)|.

XESy

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Lemma 185 (Vlastni Cislo prislusné normé)
Necht H je Hilbertuv prostor a T € K(H) je nenulovy
samoadjungovany operator. Pak existuji e € Sy a \ € R takove,

ze
Te = Xe, Al =|IT].

Tedy alespori jedno z Cisel || T|| a —|| T|| je vlastnim ¢islem
operatoru T.

Uvod do funkcionalni analyzy Ill. Omezené operatory v Banachovych prostorech



4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Definice 186
Podprostor Y vektorového prostoru X se nazyva invariantni
vUcCi linearnimu operatoru T: X — X, pokud T(Y) C Y.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Lemma 187
Necht H je Hilbertiv prostora T € L(H) je samoadjungovany.

;s v

(a) Vsechna viastni ¢isla T jsou realna. Vlastni prostory
prislusné riznym viastnim ¢islum jsou navzajem
ortogonailni.

(b) Je-li'Y c H uzavreny podprostor invariantni vaci T, pak je
invariantni i Y+ a restrikce Ty a T|y. jsou
samoadjungovane.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru

Véta 188 (Spektralni rozklad; D. Hilbert (1904),

E. Schmidt (1907))

Necht H je netrivialni Hilbertav prostor a T € KC(H) je
samoadjungovany. Pak existuje ortonormalini baze B prostoru
H tvofena viastnimi vektory T.

Vektort z B pfislusnych nenulovym viastnim ¢islum je nejvyse
spocetné mnoho. Seradime-li je do prosté posloupnosti
{en}N_,, kde N € Ny U {oc}, pak tato posloupnost tvofi
ortonormalni baziRng T a pro kaZzdé x € H plati

N
TX — Z )\n<X, en>en,

n=1

kde Te, = \nen. Pro T =0 je N = 0 a soucet je prazdny.

Uvod do funkcionalni analyzy 1ll. Omezené operéatory v Banachovych prostorech



1. Konvoluce funkci

V celém tomto oddilu je © = cAg, kde c > 0a \q4 je
Lebesgueova mira na RY.

Definice 189
Necht f: RY — K a y € RY. Posunem funkce f o y rozumime
funkci 7, f: RY — K danou pfedpisem 7, f(x) = f(x — y).

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Definice 190
Necht f, g: RY — K jsou méFitelné funkce. Jejich konvoluci
rozumime funkci f x g definovanou predpisem

(1+9)) = | 1gx = y)duty)

v t&ch bodech x € RY, v nichZ integréal existuije.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Poznamka 191

Pro konvoluci plati nasledujici zakladni fakta.

@ Prokazdé x € RY je funkce y — f(y)g(x — y) méfitelna. Navic funkce
(%, y) — f(¥)g(x — y) je méfitelna na RY x RY.

@ Funkce f * g a g * f maji stejny definicni obor a jsou si na ném rovny.

@ Platifx(g+h) =fxg+rfxha(f+g)*h=fxh+ gxhvsude, kde jsou
definovany oba integraly na pfislusné pravé strané.

@ Je-li D c RY méfitelna a f * g je definovana na D, pak je jeji restrikce na D
méfitelnd.

Prvni bod ovéfime nejprve pro borelovsky méfitelné reprezentanty fy, go, kdy plyne ze
spojitosti zobrazeni y — x — y a (x,y) — (¥, x — y). Obecny pfipad dostaneme z
faktu, Ze kazda lebesgueovsky méfitelna funkce ma borelovského reprezentanta:
pfislusné funkce se od borelovskych verzi li§i jen na nulovych mnozinach, nebot
translace a invertibilni linearni zobrazeni zachovavaji nulové mnoziny. Druhy bod
dostaneme s pomoci substituce z = x — y, tieti z Fubiniovy véty aplikované na kladné
a zaporné Casti redlné a imaginarni ¢asti funkce (x, y) — f(¥)g(x — y).

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Definice 192
Prostor L1¢(11) tvofi véechny méfitelné funkce f: RY — K, pro
néz [, |f|du < oo pro kazdou kompaktni mnozinu K c RY.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Véta 193
Je-lif € Lp(1), kde 1 < p < oo, pak zobrazeni r: R — Lp(p),
7(y) = 7yf, je stejnomérné spojité.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Véta 194

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Necht f,g: RY — K jsou méfitelné funkce.

(@) Je-lifelp(pn)ageLq(n), kde1 < p,q < oo jsou
sdruzené exponenty, pak je f x g definovana v kazdém
bodé, je omezena a stejnomérné spojita a plati

1+ glloo < [[fllpllgllq-

(b) Jsou-lif,g € Ly(1), pak je f « g definovana skoro vsude,
patfi do Ly(p) a plati

I+ gl < Il llglls-

(c) Je-lif e L'(n) ag € Loo(u) je nulova skoro vsude mimo
néjakou kompaktni mnoZinu K, pak je f x g definovana v
kazdém bodé a je spojita. Je-li navic f = 0 skoro vsude
mimo néjakou uzavienou mnozinu A, pak
supp(fxg) C A+ K.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Definice 195

Necht d € N. Prvek a = (ay, ..., aq) € N§ nazyvame
multiindexem; jeho fad je [a| = Y7 a;. Piseme

olal

Da:a—
1 Qg
XX

pficemz faktory s a; = 0 vynechavame a D°f = f.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Definice 196
Pro ¢ € C(RY,K) polozime supp ¢ = {x € R9; ¢(x) # 0}. Je-li
Q c RY oteviena, pak

D(Q,K) = {¢ € C*(RY K); supp ¢ je kompaktni podmnozina Q}

je prostor testovacich funkci na €.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Véta 197
Je-lif € L'(u) a g € D(RY), pak f x g € C(R?) a pro kazdy
multiindex « plati D*(f « g) = fx D“g.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Definice 198

Funkci p € D(RY, R) nazveme zhlazovacim jadrem, pokud
p>0, [papdu=1asuppp C {x €RY ||x]|<1}.ProneN
poloZime pn(x) = n9p(nx).

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Poznamka 199
Zhlazovaci jadro ziskdme napfiklad volbou

plx) = c{eXp(_V (1= IxI1%)). - lxll <1,

0, x|l > 1,

kde konstantu ¢ > 0 zvolime tak, aby [q4 p du = 1.
Pro kazdé n plati pp > 0, [pq pndp =1 @ supp ps C {x € RY
x| < 1/n}.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Véta 200

Necht p je zhlazovaci jadro a f: RY — K.
(a) Je-li f spojita, pak pn * f — f lokalné stejnomérné. Je-li
navic f stejnomérné spojita, je konvergence stejnomérna
na celém RY.

(b) Je-life Lp(n), kdel1 < p < oo, pak ppxf—fvLp(p).

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



1. Konvoluce funkci

Dusledek 201
Je-li Q c RY oteviend a1 < p < oo, pak je D(Q) husta v
Lp(2, 1) ve smyslu restrikce na SQ.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

V tomto oddilu uvazujeme v8echny prostory funkci nad C. Pro
d € N polozime g = (21)~9/2)\4, kde )y je Lebesgueova mira
na RY. Zapisem Lp(R?) budeme v tomto oddilu rozumét prostor
Lp(pq) a také konvoluci budeme uvaZovat vzhledem k mite pq.

Definice 202

Necht f € Ly(R?). Fourierovou transformaci funkce f rozumime
funkci f: R? — C definovanou predpisem

(1) = 10087 dpg(x)
1 .
= nyie /R ) f(x)e X dag(x),  teRC.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Poznamka 203
Komplexni skalary jsou zde pfirozené, protoZe Fourierovo jadro
e~/ je komplexni a Fourierova transformace reainé funkce

obecné neni realna. Je-li véak f redina, pak f(—t) = f(t) pro
kazdé t € RY.

Fourierova transformace je spojitou obdobou komplexnich
Fourierovych koeficientd znamych z matematické analyzy:
diskrétni parametr k € Z je nahrazen spojitym parametrem

t € RY a integrél pres jednu periodu integralem pres celé RY.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Definice 204
Prostorem Cy(RY) = Cy(RY, C) rozumime prostor spojitych
funkci f: R? — C takovych, Ze pro kazdé ¢ > 0 je mnozina

{x e R%; |f(x)| > £}

omezena. Na tomto prostoru uvazujeme normu
1flloc = SUPxera |F(X)]-
Pro funkci f: R? — C je tedy f € Co(RY), pravé kdyz je f spojita

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Poznamka 205

Prostor Co(RY) je Banachllv, nebot je uzavienym
podprostorem Banachova prostoru /., (R?). Vskutku, je-li

f, € Co(RY) a f, — f stejnomérné, pak je f spojita. Navic pro

e > 0 zvolime ntak, aby ||f — fy||cc < €/2. Protoze f, mizi v
nekonecnu, existuje R > 0 takové, Ze |f(x)| < /2 pro

|x|| > R. Pro takova x tedy plati |f(x)| < ¢, a tudiz f € Co(RY).

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Véta 206
Necht f,g € L1(R?). Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Funkce f fje omezena a spojita a ||?||OO < |If||1-
(b) Je-liy € RY, pak
7, f(t) = e WUF(t),  teRY
Pro funkci h(x) = e/ f(x) plati h = 7,f.
(c) Je-lic>0ah(x)=1f(x/c), pak ﬁ(z‘) = ccrf(ct) pro kazdét € RY.

(d) Je-li h(x

) =
(e) Plati f + ¢ xg =
(f)y Plati

f(—x), pak h = 7.
fg.

| fta@dnatt) = | #6900 dna().

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Lemma 207 (Georg Friedrich Bernhard
Riemann, Henri Lebesgue)
Je-li f € L1(RY), pak

~

lim 7(t) = 0.

l[tll—o0

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Dusledek 208

Fourierova transformace je spojité linearni zobrazeni
F: Li(RY) — Co(RY)

S normou nejvyse 1.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Poznamka 209

Pfedchozi lemma je obdobou Riemannova—Lebesgueova
lemmatu pro Fourierovy koeficienty: posloupnost koeficient
tam konverguje k nule, zatimco zde f(t) — 0 pro ||t|] — oc.

Pro x = (xy,...,Xs) € R%aa = (ay,...,aq) € N§ budeme psat
X ag
XY =X Xy

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Definice 210

Schwartzovym prostorem na RY rozumime prostor
véech funkci f € C®(RY,C), pro néz

sup (1 + |[x||*)N| D*F(x)| < oo

XERA

pro kazdé N € Ny a o € N¢; znadime jej S.

IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace

Uvod do funkcionalni analyzy



2. Fourierova transformace

Tvrzeni 211
Schwartziv prostor ma nasledujici viastnosti.

(@)
DR, C) C SqC Co®Y) N [ Lp(RY).

1<p<0
Specialné je Sy husty v Lp(R?) pro kaZzdé 1 < p < .
(b) Je-lif € Sg aa € N, pak D*f € S.
(c) Je-lif,ge Sy, pak fg € Sgy.

(d) Je-lif € Sy a P je polynom naR? s komplexnimi
koeficienty, pak Pf € Sq.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Tvrzeni 212
Necht f € Sq a a € N3. Potom plati:

(@) Df = muf, kde my(x) = (—ix)® pro x € RY;
(b) Def(t) = (it)*1(t) pro kaZdé t € RY;

(c) Fourierova transformace zobrazuje Sy linearné do Sy.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Lemma 213
Pro funkci \
palx) = e P2 x e R,

plati pg € Sg @ pg = pq-

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Véta 214 (o inverzi na Schwartzové prostoru)
Pro kazdé f € Sy a x € RY plati

0= 1) dug(t) = F(—x).

Fourierova transformace je tedy linearni bijekce Sy na Sy a jeji
Ctvrta mocnina je identita.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Lemma 215
Necht u € L'*(RY) a

/ u(x)p(x)dug(x) =0 pro kaZdou ¢ € D(RY,C).
Rd

Potom u = 0 skoro vSude.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Véta 216 (o inverzi)
Necht f € L1(RY) a f € L1(RY). Potom pro skoro kaZdé x € RY
plati

0= 1) dug(t) = F(—x).

Je-li navic f spojita, plati tato rovnost pro kazdé x € R9.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Dulsledek 217

Fourierova transformace F: L{(R%) — Cy(RY) je prosta.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Dlsledek 218
Pro f,g € Sy plati

g =1+3.
Specialné je Sy uzavieny na konvoluci.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Véta 219 (Michel Plancherel, 1910)

Existuje pravée jedna surjektivni linearni izometrie
Fo: Lp(RY) — Lp(RY)

takova, e Fof = f pro kazdé f € L(RY) N Lp(RY).

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace



2. Fourierova transformace

Poznamka 220

Pro obecné f € Ly(RY) je F»f uréena pouze jako prvek Lo(RY),
tedy jako tfida funkci shodnych skoro vSude.

Uvod do funkcionalni analyzy IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace
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