Predpokladané znalosti z jinych predméta

1 Matematicka analyza

1.1 Stejnomérna konvergence

Definice 1.1 (stejnomérnd konvergence). Necht M je mnozina, (Q, o) metricky prostor a f, f,: M — Q.
Posloupnost (f,) konverguje stejnomérné k f na M, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze
o(fn(x), f(x)) < € pro kazdé n > ng a x € M. Posloupnost (f,) je stejnomérné cauchyovskd na M, jestlize
pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, ze o(f,(z), fm(x)) < € pro vSechna m,n > ng a x € M.

Véta 1.2 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci). Necht M je mnoZina, (Q, o)
aplng metricky prostor a fn: M — Q. Potom je posloupnost (f,) stejnomérné konvergentni na M, prdvé kdyz
je na M stejnomérné cauchyouvskd.
Véta 1.3 (Weierstrassuv M-test). Necht M je mnozina, X Banachiv prostor a f,: M — X, n € N. Jestlize
ezistuji ¢isla M, > 0 takovd, Ze ||fn(z)|| < M, pro kaZdé x € M an € N a fada )_,> | M,, konverguje, pak
fada Yo, fn konverguje stejnomérné na M.
Tvrzeni 1.4 (stejnomérnd limita spojitych funkei). Necht M je topologicky prostor, (Q, o) metricky prostor a
fn: M — Q jsou spojité. Konverguje-li (f,) stejnomerné k f: M — Q, je [ spojitd.
Véta 1.5 (Mooreova—Osgoodova véta). Necht (P, p) je metricky prostor, xo je hromadny bod mnoZiny P a
fi: P — K konverguji stejnomérné k f: P — K. Ezistuje-li pro kaZdé k € N vlastni limita limy_,,, fr(x) € K,
pak existuji obé vlastni iterované limity a plati
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Véta 1.6 (stejnomérnd konvergence derivaci). Necht a < b a f,: (a,b) = R jsou diferencovatelné. Predpokld-
dejme, Ze pro néjaké xq € (a,b) posloupnost (f,(xg)) konverguje a Ze (fI) konverguje stejnomérné na (a,b).
Potom ezxistuje f: (a,b) — R takovd, Ze f, — f stejnomérné na (a,b), funkce f je diferencovatelnd a fI, — f’
stejnomérné na (a,b).

1.2 Uplnost, totilni omezenost a Baireova véta

Definice 1.7 (tiplny metricky prostor). Metricky prostor (M, d) se nazyva dplng, jestlize kazdd cauchyovska
posloupnost v M konverguje k néjakému bodu prostoru M. Explicitné: jestlize (z,) C M spliiuje Ve > 0 Ing €
N Vm,n > ng : d(xm,x,) < €, pak existuje z € M takové, ze d(x,,z) — 0.

Definice 1.8 (totdlni omezenost). Necht (X, d) je metricky prostor a A C X. Mnozina A se nazyva totdlné
omezend, jestlize pro kazdé e > 0 existuje koneénd mnozina F' C X takova, ze A C |J_.» B(z,¢). Mnozina F
se pak nazyva konecn e-sit mnoziny A.
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Tvrzeni 1.9 (charakterizace totaln{ omezenosti). Necht (X,d) je dplng metricky prostor a A C X. Potom
jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. Mnozina A je totdlné omezend.

2. Uzdver A je kompaktni.

3. Z kazdé posloupnosti prvki mnoziny A lze vybrat cauchyovskou podposloupnost.
Véta 1.10 (Baireova). Necht (M,d) je neprazdny uplng metricky prostor. Je-li (G,,)5% posloupnost oteviengch
hustgjch podmnozin M, pak je (\,—, Gy hustd v M.

FEkvivalentné, jsou-li (F,,)22; uzaviené podmnoziny M s prazdngm vnitrkem, pak
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Zejména M neni sjednocenim spocetné mnoha uzavrengch mnozin s prazdnym vnitrkem.

1.3 Separabilita
Definice 1.11 (separabilni metricky prostor). Metricky prostor (M, d) se nazyva separabilni, jestlize obsahuje
spocetnou hustou podmnozinu.

Tvrzeni 1.12 (dédi¢nost separability). Kazdy podprostor separabilniho metrického prostoru je separabilnd.
Tvrzeni 1.13. Prostor co = {z = (zn)nen € KN : 2, = 0} s normou ||z s = sup,,ey |zn| je separabilni.
Pripomenuti. Hustou spocetnou mnozinu tvori koneéné posloupnosti s raciondlnimi souradnicemi v redlném
ptipadé, resp. se souradnicemi z Q + iQ v komplexnim pripadeé.

Tvrzeni 1.14. Prostor {, se supremovou normou neni separabilni.

Pripomenuti. Mnozina {x1 : A C N} C £ je nespocetnd a pro A # B plati ||[xa — XB|lecc = 1. Separabilni
metricky prostor nemutze obsahovat nespocetnou mnozinu, jejiz rizné body maji vzdjemnou vzdélenost alespon
jedna.



1.4 Absolutné spojité funkce
Definice 1.15 (absolutni spojitost). Necht a < b a F': [a,b] — K. Funkee F je absolutné spojitd, jestlize pro
kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdy konecny systém po dvou disjunktnich interval (xy, yx) C [a, ]
plati
Yluk—m) <8 = Y [F(yk) — Flay)| <e.
k k

Véta 1.16 (derivace integralu a charakterizace absolutn{ spojitosti). Necht a < b, g € Lyi(a,b), c € K a
F(z) =c+ [ g(t)dt pro x € [a,b]. Potom je F absolutné spojitd, md derivaci skoro vsude na [a,b] a F' =g
skoro vsude. Obrdcené, je-li F': [a,b] — K absolutné spojitd, pak F' existuje skoro vsude, F' € Lqi(a,b) a pro
kazdé x € [a,b] plati F(z) = F(a) + [ F'(t) dt.

Je-li navic xo € [a,b) a funkce g je v bodé xo spojitd zprava, pak existuje pravd derivace F' (xo) a plati
F' (z0) = g(xo). Analogicky pro levou a oboustrannou derivaci.

Véta 1.17 (nulova primitivni funkce a nulova derivace). Necht a < b.
1. Je-li g € L1(a,b) a

/ gt)dt=0 pro kazdé c € [a, bl

potom g = 0 skoro vsude na (a,b).
2. Je-li f € AC([a,b]), potom

I =0 skoro v$ude na (a,b) <= [ je konstantni na |a,b].

Véta 1.18 (integrace per partes pro absolutné spojité funkce). Necht a < b a f,g € AC([a,b]). Potom
g . b b

fg € AC([a,b)), (f9)' = f'g+ fg' skoro viude na (a,b) a plati [, f(z)g'(x) dz = [f(x)g(x)]s - [, f'(2)g(x) da.

1.5 Normované linearni a Banachovy prostory

Véta 1.19 (normy na prostoru koneéné dimenze). Necht n € N, K € {R,C} a ||-|| je libovolnd norma na K™.

Potom existuji konstanty ¢, C' > 0 takové, Ze c||z|2 < ||z|| < Cllz||2 pro kazdé x € K™. Specidlné jsou libovolné

dve normy na konecnérozmerném vektorovém prostoru ekvivalentni.

Tvrzeni 1.20 (koneénérozmérné prostory). Kazdy konecnérozmeérny normovany linedrni prostor je Banachiiv.

Véta 1.21 (Test tplnosti). Normovany linedrni prostor X je Banachiv, prdvé kdyZ kaZdd absolutné konver-

gentni rada v X konverguje.

Fakt 1.22 (dplnost Lebesgueovych prostori). Je-li (2,4, p) prostor s mirou, K € {R,C} a 1 < p < oo, pak

L,(2, A, 1;K), v némz ztotozrniujeme funkce shodné p-skoro vsude, je Banachiv prostor.

Definice 1.23 (omezené linedrni zobrazeni). Necht X,Y jsou normované linedrni prostory nad tymz télesem

a L: X =Y je linedrni. Zobrazeni L se nazyvd omezené, jestlize existuje C' > 0 takové, ze || Lz||y < C|lz| x

pro kazdé x € X. Jeho norma je ||L|| = sup{||Lz|ly : z € X, |z|x < 1}.

Véta 1.24 (charakterizace omezeného linedrniho zobrazen{). Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a
L: X =Y je linedrni. Potom jsou ndsledujici podminky ekvivalentni: (a) L je omezené; (b) L je lipschitzovské;
(¢) L je stejnomérné spojité; (d) L je spojité; a (e) L je spojité v bodé 0.

2 Teorie miry

Text psany cerné byl na prednaskach véetné diakazu, text psany modre bude na prednésce z Teorie miry 2.

2.1 L, prostory

Véta 2.1 (Jensenova nerovnost). Necht (2, A,v) je pravdépodobnostni prostor, F € L1(v;R) a ®: R - R
je konvezni, pricemz ® o F € Ly(v). Potom @ ([, Fdv) < [, ®(F)dv.

Poznamka 2.2. Specidlng, je-li 1 < p < oo a h € L,(v;K), pak | [, hdv|p < Jo |h[P dv. Pro redlnou funkci h
stac{ v Jensenové nerovnosti polozit ®(t) = |¢[P. Je-li h komplexni a I = fQ hdv # 0, zvolme A\ € C tak, aby
Al =1 a A = |I]. Aplikaci realné verze na funkci Re(Ah) dostaneme

p
1|p:’/ Re(Ah) dv §/|Re(/\h)|pdu§/ B[P dv.
Q Q Q

Pro I =0 je tvrzeni ziejmé.

Véta 2.3 (Holderova nerovnost). Necht (2, A, 1) je prostor s mirou, 1 < p,q < oo a
1 1 1
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Jestlize f € Ly(p) a g € Lq(p), pak fg € Li(p) a
1l = / Faldu < [ flollglla
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(Véty 2.1 a 2.3 byly na predndsce z MA3 dne 15.12.2025, kdy nastane rovnost v Holderové nerovnosti plyne

snadno z dikazu.)

Jsou-li obé funkce nenulové a 1 < p,q < 0o, nastdvd rovnost prave tehdy, kdyz skoro vsude.

Tvrzeni 2.4. Necht (0, A, ) je prostor s mirou.

1. Konvergence v normé a skoro vsude:
Je-lil <p<ooafn— fuvLy(n), pak existuje podposloupnost (fn, ) konvergujici k f p-skoro vsude.

2. Dominovana konvergence:
Je-li 1l < p < o0, fn = f p-skoro vsude a |f,| < g p-skoro vSude pro vsechna n, kde g € L,(n), pak
fo = f v Lp(p).

3. Srovnéni L, a L, v prostorech konecné miry:
Je-li () < 00 a1 <p<q< oo, pak Ly(p) € Lp(p) a || flly < w()7 4[| f]lg, kde 1/00 = 0. Specidiné
konvergence v L, implikuje konvergenci v L,,.

Tvrzeni 2.5 (borelovsti reprezentanti a hustota v L,). Necht (M,d) je metricky prostor, uo je Borelovskd
mira na M a p je jeji ziplnénd.
1. Kazdd p-meéritelnd funkce f: M — K md Borelovsky méritelnou verzi, tj. existuje Borelovsky méritelnd
funkce g: M — K takovd, Ze f = g u-skoro vsude.
2. Pro kazdé 1 < p < 0o jsou Borelovsky méritelné jednoduché funkce ndlezejici do L,(p) husté v L, ().
3. Je-li navic M lokdlne kompakini a separabilni a mira po je requldrni a konecnd na kompaktnich mnozindch,
pak je pro 1 < p < oo prostor

C.(M;K)={f: M —-K: f jespojiti a supp f je kompaktni}

husty v L, ().
Specidiné je C.(R%K) husty v L,(R%, \g) pro 1 < p < oo.

2.2 Obraz miry

Definice 2.6 (obraz miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou, (Y,B) méfitelny prostor a T: X — Y
méfitelné zobrazeni. Obrazem miry p pri zobrazeni T' rozumime miru Ty p na (Y, B) definovanou predpisem
(Tyu)(B) = u(T~1(B)) pro B € B.

Tvrzeni 2.7 (integrace podle obrazu miry). Je-li h: Y — [0, 00] méritelnd, pak [, hd(Typ) = [ hoTdp.
Stejnd rovnost plati pro kaZdou Tupi-integrovatelnou skaldrni funkci h.

2.3 Znaménkové a komplexni miry

Definice 2.8 (znaménkova a komplexni mira). Necht (£2,.4) je méfitelny prostor. Spocetné aditivni zobrazeni
v: A — R se nazyva znaménkovd mira; spocetné aditivni zobrazeni v: A — C se nazyva komplexni mira.
Uvazujeme pouze konecné hodnoty.

Véta 2.9 (Jordanuv rozklad a absolutni variace). Ke kaZdé znaménkové mire v existuji jednoznacné urcené
konecné nezdporné miry v+ a v~ takové, fe v = vt — v~ a vt L vT. Zdpis se nazjvd Jordantv rozklad a
mira |v] = v + v~ se nazjvd absolutni variace miry v. Pro znaménkovou i komplezni miru lze absolutni
variaci charakterizovat vzorcem

|v|(A) = sup Z [v(A))]:meN, Aq,...,Ap € A jsou po dvou disjunktni, A; C A
j=1

Zde vt L v~ znamend, Ze existuje P € A takové, Ze vt (P)=0av= (Q2\ P)=0.
Definice 2.10 (integral podle znaménkové nebo komplexni miry). Méritelnd skalarni funkce f je v-integrovatelnd,

jestlize [, |f|d|v| < co. Pro znaménkovou miru definujeme [, fdv = [, fdvt — [, f dv™, pro komplexni miru
analogicky pomoci znaménkovych mér Rerv a Imv.

Tvrzeni 2.11 (zadkladni odhad pro integral). Je-li v znaménkovd mebo komplexni mira a [ je podle v
integrovatelnd skaldrni funkce, pak | [, f dv| < [ |f]d|v].



2.4 Borelovské a regularni miry
Definice 2.12 (Borelovska a reguldrni mira). Necht (M,d) je metricky prostor a B(M) jeho Borelovska
o-algebra, tj. nejmensi o-algebra obsahujici vSechny oteviené podmnoziny M. Mira na (M, B(M)) se nazyva
Borelovskd.

Nezéporna Borelovska mira p se nazyva reguldrni, jestlize pro kazdé A € B(M) plati

w(A) =inf{u(U): A C U, U oteviend} = sup{u(F): F C A, F uzaviend}.

Znaménkova nebo komplexni Borelovskd mira v se nazyva regularni, jestlize je regularni jeji absolutni variace
vl

Véta 2.13 (regularita Borelovskych mér). Necht (M,d) je separabilni dplng metricky prostor. Potom je kaZdd
konecnd nezdapornd Borelovskd mira na M reguldrni. V dusledku je requldrni také kazdd znaménkovd a kazZdd
komplexni Borelovskd mira na M.

2.5 Radonova—Nikodymova véta
Definice 2.14 (absolutnf spojitost mér). Mira v se nazyva absolutné spojitd vzhledem k nezéporné mite p,
piSeme v < p, jestlize pro kazdé A € A plati u(A) =0 = v(A) = 0.

Véta 2.15 (Radonova—Nikodymova). Necht p je nezdpornd o-konecnd mira na (2, A) a v je znaménkovd
nebo komplezni mira na témze prostoru. Je-li v < pu, pak existuje funkce f € Li(u), jednoznacnd az na
rovnost u-skoro vsude, takovd, Ze v(A) = fAfdu pro kazdé A € A. Funkce f se znaci dv/du a nazjvd
se Radonova—Nikodymova derivace. Pro kazdou méritelnou funkci g, pro kterou maji integrdaly smysl, plati
Jogdv= [ gf du.

Poznamka 2.16 (poldrni rozklad miry). Kazdd znaménkova nebo komplexni mira v je absolutné spojitd
vzhledem k |v|. Proto existuje h € Ly (|v]) takové, ze v(A) = [, hd|v| pro A € A a |h| =1 |v|-skoro viude.



