Kalkulus 2, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 8.1.

Piiklad 1 (16 bodi). Je dana funkce
flz.y) = (z+29)* + (x +y)°
na mnoziné M = {(x,y) € R?: 22 + y? = 1}. Vypoctéte globalni extrémy f na M.

(PFi porovndvdni kandiddtid na extrém miZete pouit, Ze

5-bV5 \/5+b\/5 35+ /5(3b + 12ac)
NV =— 10 )~

10
kdykoliv a,b,c € {£1}.)

Priklad 2 (11 bodu). Zjistéte, pro ktera x € R konverguje mocninna fada
e x2n+3

2n

n=1

a fadu seCtéte pro vSechna z, pro ktera konverguje.

Priklad 3 (11 bodu). Necht je ddna mnozina
M= {(z,y,2) ER®*: 2? +y* < 2z, 2 < z < 4, y > 0}.

Spoctéte integral fM y dA3. (Hint: pouZijte vdlcové soufadnice.)

Piiklad 4 (12 bodit). UvaZzujme funkei

" log(1
F(a) ::/ de, a<2.
0

x(l

Dokazte, ze F(a) € R pro a < 2.
Dokazte, ze funkce F' je spojita na (—oo,2).
log(1+x)

na intervalu (0, 1) jako soufet nekonecné fady
oo (=)t
n=1 n

Vyjadrete pro kazdé a < 2 funkci
(muZzete bez ditkazu pouzit fakt dokdzany na prednésce, ze log(l +z) = >
pro z € (0,1)).

e Ovéfte moZnost zamény fady a integralu a vyjadiete pro kazdé a < 2 integral F'(a) jako
¢iselnou Fadu.



Kalkulus 2, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 20.1.

Piiklad 5 (12 bodii). Ukazte, Ze rovnice

+ arctg(zy) = 1

sin(x + y)
urcuje v jistém okoli bodu [F,0] implicitné zadanou funkci y = f(x). Spoctéte f'(3) a f"(%).
Nakonec uréete, zda je funkce f na okoli bodu 7 konkavni/konvexni.

Priklad 6 (11 bodu). Necht je funkce f dana piedpisem

flx) = i (=" (1 +log(1 + ) — %).

n

n=1
Dokazte, ze takto definované funkce je spojita v bodé 0. Dale dokazte, ze funkce f mé vlastni
derivaci v bodé % a vyjadiete f/(3) jako soudet ¢iselné fady.
(Hint: pouZijte Vétu o zdméné sumy a derivace, spojitost v bodé 0 odvodte z existence vlastni
derivace.)

Piiklad 7 (15 bodii). Necht je dana mnoZina
M = {(z,y,2) € R®: 22 + y* + 22 < 25, 2 > 1, y < 0}
Spoététe miru mnoziny A3(M).
(Hint: pouzijte zobecneéné sférické souradnice tak, aby bylo 2z2 + y? + 22 = r2. PFi prepoctu mezi
se nezaleknéte funkce arcsin.)

Piiklad 8 (12 bodu). Spocitejte nasledujici Lebesguetv-Stieltjesiv integral ([-] znadi celou ¢ast)

22— 6, x€3,4)
11 r=4
2z] dg(x), kde g(z) = ’
JRCERTE 9=l s

15 T =9.



Kalkulus 2, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 27.1.

Piiklad 9 (15 bodi). Je dana funkce

f(z,y) :=log(1 + z) + log(2y)
na mnozing M = {(z,y) € R?: z >0,y > 1,22 + 2y? = 1}. Vypoctéte globalni extrémy f na M.
(Pri porovndvdni kandiddtid na extrém miZete pouZit ndsledujict priblizné hodnoty:

10, %) =03, f(/3. ) 02 a f(3,1/2) = 06)

Piiklad 10 (10 bodu). Naleznéte soucet fady

-~ (n+1)?
n=1

(Peclivé oditvodiiujte jednotlivé kroky vypoctu. Soudet fady > -, na™ z prednasky nelze pouzit
jako “znamy”, budete-li néco takového potiebovat, dokazte/spoctéte to.)

Piiklad 11 (11 boda). Necht je ddna mnoZzina

2 2

M = {(m,y)ERQ: m—+(y—2)2§9, \/3(x+(y—2)2) <9y —2), x>0, y>2}.
3 3

Spoététe miru mnoziny A?(M).

(Hint: pouZijte posunuté zobecnéné poldrni soufadnice tak, aby ””—32 +(y—2)2%=r2)

Piiklad 12 (14 bodu). Uvazujme funkci
oo
1
F(a) := / og(az) dz, a > 0.
0 1 + IQ
e S pomoci véty o integralu zavislém na parametru dokazte, ze F(a) € R pro a > 0 a
vyjadiete F’(a) pro a > 0 pomoci integralu.
e Vypoctem ovéite, Ze F(1) =0

log x dr = — o0 logx
1422 - 1 14+z2

(Hint: s pomoci substituce x = % ukazte, Ze fol dz a z toho pak
rovnost F(1) = 0 odvodte.)
e Spoctéte hodnotu integralu F’(a) pro a > 0 z prvniho kroku. Déle naleznéte primitivni

funkei k F’(a) a urcete hodnotu integralu F'(a) pro a > 0.



Kalkulus 2, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 3.2.

Pfiklad 13 (14 bodia). Naleznéte lokalni extrémy funkce

1
z,y) = .
fz:9) -zt — 2y 2xy2

Priklad 14 (14 boda). Necht je funkce f dana predpisem
oo
flx):= Z (% —|—Cos3:) .
n=1
o Zjistéte, pro ktera x € [0,2n] je f(z) € R.
e Dokazte, Ze funkce f ma vlastni derivaci v bodé %7‘(‘ a vyjadrete f' (%77) jako soucet Ciselné
rady.
e Dokazte, ze funkce f méa vlastni derivaci v v intervalu (%w, %ﬂ) a rozhodnéte, zda je funkce

37) rostouci, nebo klesajici.

f na intervalu (3, 3

Piiklad 15 (10 boda). Necht je ddna mnozina
M = {(z,y,2) € R®: %2+(y—1)2§1, 0§z<1—§—(y—1)2, x>0, y<l1}.
Spoctéte integral

/M exp (— (2 +(y— 1) — =) ¥,

(Hint: pouZijte zobecnéné vdlcové soufadnice tak, aby bylo % +(y—12=r2)
Piiklad 16 (12 boda). Uvazujme funkei
e Dokazte, ze F'(a) € R pro a > 0.

e Dokazte, Ze funkce F' je spojita na (0, 00).
e Vyjadiete F’(a) pro a > 0 a urcete, zda je funkce rostouci/klesajici na (0, 00).



Kalkulus 2, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 10.2.

Piiklad 17 (13 bodu). Je dana funkce

f(z,y) = exp (rcy +a® -2y + 3)
na mnoziné M = {(z,y) € R?: z €[0,4], y € [-5,0], y < -3z}
Vypoctéte globalni extrémy f na M.

(PFi porovndvdni kandiddtd na extrém miZete pouZit ndsledugict hodnoty:
f(2v _4) = eXp(7); f(47 _5) = exp(9)7 f(%a _5) = exp(%))

Priklad 18 (12 bodu). Necht jsou funkce f,, : R — R, n € N definované predpisem
~ (nz+2)?
fn(@) = n?x? +4
e Je pravda, ze f, = 0 na intervalu [0, 1]?
e Dokazte, 7e funkce f(x) := > °° fnl2) je spojita v bodé 5.

n=1 n

1, xzeR.

Piiklad 19 (13 boda). Necht je ddna mnoZina
2,2

M = {(os,y): y>0, (2% +9%)? <22y <

Spoctéte integral [, (x* —y?) dA*(z,y).

(Hint: pouijte poldrni souradnice. PFi pFepoctu mezi nezapomeiite, Ze podminka r* < 2r? sin o cos a
implikuje, Ze sincosa > 0. Priklad je jednodussi spocitat, pokud budete integrovat f f ...dr da
ane [ [...dadr, tj. pro prepocet mezi je vhodné nejprve urcdit jaké jsou pripustné hodnoty o a
pak aZ urcit interval (zdvisly na hodnoté ) odkud je r.)

Piiklad 20 (12 bodu). Spoditejte nasledujici Lebesguetiv-Stieltjestv integral ([-] znadi celou ¢ast)

0, T =27
/ f@)d(2sinale),  kde f(z) =42, € (2 3m)
(23] 100, z = 3.

(Hint: nejprve je potreba zjistit, pro kterd x € [2m, 37| je 2sinx celé ¢islo a ndsledné v téchto bodech
integrdl roztrhnout. MiZete bez dikazu pouZit fakt, Ze [2sin x|z je rozdilem omezengch neklesajicich
funket a tedy lze pouzit vzorce z Véty “Pravidla pro pocitani LS integrdlu” z predndsky.)



