I. OPAKOVANI STREDOSKOLSKE LATKY, VYROKY

1. Reste nasledujici nerovnosti a rovnosti v R:

a) 29;’_28 > 1; b) i—ig > 2;’%3; c) logé(yg2 —3x+3)>0; d) log (22 + 1) = 2log (3 — x);

e) sin 2z < cos x; f)z < |22, g) |z — |z + 1| < 2z
h) le— |z —1|=1—|z; i) <2x-7); j) logr(492%) =4 (logrz)>.
2. Dokazte:

a) Pro kazdé a, b € R: ||la] —|b|] <|a—0b];  Db) Prokazdé a,beR: |a+0b| <|a|+ |b].
3. Nacrtnéte graf funkce

a) f(x)=1—]cosgl;  b)g(z)=5+cos(F+z]); ) hz)=lllz| - 1] - 1] - 1;
d)i(z) =55 e j(a) = |log|l —zl|.
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4. V zavislosti na parametru ¢ € R urcete, pro ktera z € R plati:

a)cx’+x+1>0  b)ce® € (—1,0] ¢) [cosz|—c>0  d)logl|e|+ce (—n/2,7/2)

5. Necht M zna¢i mnozinu vSech muzi a Z mnozinu vSech zen. Uvazujme nésledujici vyrokové formy:
S(m, z): ,Muz m je manzelem zeny z.”;
Li(m, z): ,Muz m miluje zenu 2.”;  Ly(m, 2): Zena z miluje muze m.”.

Pomoci kvantifikatori, logickych spojek a forem S, L a Ly zapiste nasledujici vyroky:

a) Kazdy Zzenaty muz miluje svou manzelku. b) Kazdou Zenu miluje néjaky muz.

c) Kazda Zena méa nejvys jednoho manzela.

d) Kazdy muz ma nejvys jednu manzelku. (Rika tento vyrok totéz, co ¢)?)

e) Existuje vdané Zena. f) Existuje Zenaty muz. (Rikd tento vyrok totéz, co €)?)

g) Existuji nevérné manzelky. (Manzelku prohlasime za nevérnou, pokud miluje jiného muze nez svého

manzela.)

Nésledujici vyroky prelozte do Cestiny.

h) Im € MVz € Z(=S(m, 2));

i) 3z € ZVm € M(Li(m, z) = —La(m, 2));

j) 3z € ZVm € M(La(m, z) = —Li(m, 2));

k) Vze Z((Im € M : Ly(m, z)) = (Im € M : Li(m, z) &—Ly(m, 2)).

6. Uvazme nasledujici vyroky:
) VeeMIyeMIzeM z=y+=z (i) IyeMVeeM3eM z=y+z
(ii) Iye MIze MVe e M z=y+=z2

Které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé, je—li

A) M=N b)M=NU{0} ¢ M=(0,1) d)M={0}?

7. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vyroki a napiste jejich negace.

a)Vee NJyeNVzeN(iz>r=y<z); b)IyeNVzeNVzeN (z>z=y<2);
c)IeNVyeNVzeNiz>r=y<z2); d)IreNVyeNVzeN(iz<z=y>2),
)V €eRVe>030>0VyeR(Jy—2z[<d=y<a+3).

8. Vyjéadrete co nejjednodusseji:
a)Ve>0VyeR: ly—7<5=|f(y) — 15| < ¢;
b)Ve e R3I>1Vy e RV eN: |ly—z|<d=|f(z) — f(y)] < L.



II. DUKAZOVA TECHNIKA, OPERACE S MNOZINAMI, BINARNI RELACE A ZOBRAZENI

1. (Bernoulli) Necht z € R, x > —1, n € N. Pak plati Bernoulliova nerovnost
(I4+2)" > 1+ nax.

Dokazte matematickou indukci. Indukci s krokem ,,n — n+2” dale ukazte, zZe uvedena nerovnost plati i pro
x > —2. Ukazte na prikladé, ze pro x < —2 a obecné n € N jiz Bernoulliova nerovnost neplati.

2. Dokazte indukef: a) Y0 k=3n(n+1) b)Y B =04+2+...+n)? ¢ >, (¢ = %7 q#1
d)>r, (2k:—1)1(2k+1) = 5 e) Pro xq,...,x, € [0, 7] plati, ze |sin (D 7 | x;)| < >0, sin(x;)
3. Plati pro libovolné mnoziny A, B a C' nasledujéi vztahy? Své tvrzeni dokazte.

a) AUB=B& ANB=A b ACB& AUB=DB ¢ (AnB)\(BNnC)=(CnNB)\(ANC)
d) (ANB)\(BNC)=(ANB)\(ANC) e (AUB)\C=A\ (CUB)

4. Necht p € N. Dokazte, Ze relace kongruence modulo p definovana predpisem

m=n (modp) <= |m —n| je délitelné ¢islem p,

je ekvivalence na N.

5. Necht A je mnozina v8ech funkci z intervalu [0, 1] do R a necht < je relace definovanéa predpisem
f<g <= Vzel0l1]: f(z) <gx).

Dokazte, ze < tvoii na mnoziné A ¢astecna usporadani, které neni linearni.

6. Dokazte, 7e je-li X mnozina, ozna¢me P(X) := {A: A C X}. Pak relace
R={[A,B] e P(X)xP(X): AcC B}

je ¢astecné usporadani na P(X), které obecné neni linearni.

7. Uvazujme relaci A := {[A, B] € P(N) x P(N) : AN B # 0}. Rozhodnéte, zda je A reflexivni, symetricka,

tranzitivni, antisymetricka, slabé antisymetricka. Své tvrzeni dokazte.

8. Necht f: N — N, D(f) = N. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
(i) Je-li f(N) kone¢na, neni f prosté. (iii) Je-li N\ f(N) =0, je f prosté.
(ii) Je-li f(N) nekone¢na, je f prosté. (iv) Je-li f prosté, je N\ f(N) = (.

9. Ur¢ete defini¢ni obor a obor hodnot funkei a) f(z) =2 —+vaz?—1 b)g(z):= 42_‘/\/55




I1I. AXIOMY TELES, USPORADANYCH TELES, SUPREMA, INFIMA

1. Dokazte, ze pro kazdé téleso (T, +,-,0,1) plati:

a)Ve,y,z€T: x4+y=x+2z=y=2z; b) Necht x € T,z # 0. Pak opa¢ny prvek (—z) a inverzni
prvek % jsou jednozna¢né definovény. c)VeeT: x-0=0; d) =0 = 0;

e)VaeR: —(—a) =gq; HYVaeT: —a=(-1)-a; g)Va,beT: (—a)b = —(ab) = a(—b);
h)Ve,ye T: (—z)(—y) = xy; )Va,beT: ab=0= (a=0Vb=0);

) Vr,y e T\{0}: (zy) =y 'zt

2. Dokazte, Ze pro kazdé uspoiadané téleso (7, +,-,0,1) a pro z,y € T plati:

a) 0 < 1; b)0<x:>0<%; c)x<y:>I<12ﬂ<y,kd62:1+1; d)0<x<y:>0<?l/<%;
e)r#0=x-z>0; fle <0<y= 2y <0; g)l<z<l=z-zx<uw

h)VneN: 0<z<y=a"<y" )ax>0=—z <0

Vo, we T\{0}: 2L =2 k)VzweT\{0}: &&=zt

3. Najdéte suprema a infima néasledujicich mnozin (pokud existuji). Existuji maxima a minima?
a) A={-LneN}; b)B={"CL neN}
YO ={n*-—m?* nmeN}, Co={n? -—m? nmeNn>m}, Ci3={n>-—m? nmeNn<m};
) Di={2" 43" neN}, Dy={2"+37" nelL}
e) E={n"""; neN};, f)F={00% jecz keci}
4. Necht A, B C R jsou neprazdné omezené mnoziny. DokaZte, Ze
a) sup(A U B) = max{sup A,sup B}, b) sup(—A) = —inf A a inf(—A)= —supA
c¢) sup(A+ B) =sup A+ sup B, d) sup(A — B) = sup A — inf B.
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IV. LIMITY POSLOUPNOSTI

1. Urcete, zda je posloupnost {a,}>°, monoténni a (jednostranné) omezena:

a) =1 b)p!" c) sin(")

2. Vypoctéte primo z definice limity:

1 . n’+n . . 2n . sin(ng)
Vi Pmieis 9= A =0
3. DokaZte, Ze posloupnost {a,}>>, nema vlastni limitu: a) a, = 2(-1"" b) an = (—=1)" (55 — 3)
on? -3 2n3 + 6
4. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti: a) lim arnzs b) lim nron

n—oo M3 —1 n—oond —Tn+7

2n° +3n — 2

o lim ety ) Jim (VirT—vi) o) lim (Va1 - V)
(n+4)100—(n—|—3)100

f) lim (=1)"v/n(Va+1—n) g lim h) Jim 7t D

n—oo  (n 4 2)100 — pl00 n—oo (n+3)% + (n +4)?
(n+4)* —(n+1)%

. (n® —1)(n+2)° - :
| k) 1 —
LRy AR L s e L S L )
i : . vVn+2—+n+1
) lim(vVn+2—+vn—1 m) lim (Vn24+n+1—vn3+1 n) lim y
)n_m(\/ v ) ) lim ( ) 1) lim e
vni+n+1l—-n—1 , \/n—l— n++vn+1

li 1
o) lim p) lim )

n—00 \/ﬁ n—00

5. Spoc¢téte nasledujici limity posloupnosti(]-] znaci celou ¢ast):

5 on 17" 3/13 3n 5 | 4n 8 __ 4n)
o) lim LTy VR, Ry, A =
n—oco nl+n+3n n—oco n — [\/n + 9 n—co n(nd 4+ nl) n—co 5n! — 3 4 nd
o , (—2)" + 3" 1
e) nlgglo VET 4 4n 4 3n 427 f) nhi& BT g) nlLHolo = Z[lm], reR
k=1
2 4 1 /on n
h) lim \/”+ i Al m (VI 22— VF T ) lim O
n—00 n+1 n—>oo n—oo 22/n + \/ﬁ

6. Spoc¢téte nasledujici limity posloupnosti pomoci Stolzovy véty: a) lim mz&#, keN

n—oo

b) lim 1k 43k 4 ki-l(Qn 1)k k cN C) lim (M k+1> ke N d) lim 10%

nk
n—oo n—oo n—oo

7. Spoctéte limity posloupnosti: a) lim (1+ ) o b) lim (1 - myb c) lim (& 4 2)"

8. Pro posloupnost (a,)?; uréete hodnoty limsup,,_, a, a liminf, .. a,:
a) a, = (14 2)"cos(nr) b)a,= 2n( 1 + 32 ¢)a, = V1+2n=D"

9. Spoctéte hmlty posloupnostl (Jedna se o ukazkové priklady ke druhému zapocétovému testu):

) lim I i SVEREL o)t /[ conn] — 2+ 4
n—00 n—00 oo
5+\/m—m . Qﬁ—% n n . W—W+W
d) fim S ) lim (7 —cos i) g £) lim Vn—va

g) lim (1 — %)n%

n—00 n!



10. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti (piiklady ze zkouskovych pisemek na FSV):

) Tim (0" + )7 = (07 +1)'°) ( (1+ 5 - 1)

n—oo

b) lim (n+ )% —(n+ )" c) lim ny/ni/(n+ 1)" + notl
n—oo (2 +n7)8 — 28 n—oo [v/n] + [2v/n] + - - - + [ny/7]

d) lim ((25+%)6— (5+%>12> -/ (n+2)T—(n—1)7

1

) lim<<n5+2>%—(n+5)”5>'((1+ 1) —1) f) i VATV - V0P 50 4

n—00 25n4 n—oo  /nd+ 18n — 16 — v/n’ — 9n

V. RADY
1. Urcete, zda konverguji nasledujici rady:

kx kx

9] k 00 2 00 e 00 e 00 — _
) 2 i b) % ) 2o Gt ER d) 2 v eR e) Zn=1(%)k(k Y

o [e'e) : [e'e) 2 . 00 2
YL (WVEHT-VEZ=1) ) X0 (VR +1-Vk2—1)  h) > 258 ) o e

By kS 0o kB oo Yrl04 Wi
3) 2o 3F45F k) > 5F D> m

2. Za pomoci Raabeho kritéria (viz. nize) uréete, zda konverguji nasledujici fady:
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Véta (Raabeovo kritérium). Necht > | a, je fada s kladnymi ¢leny.

(1) Je-li limn(-%- —1) > 1, pak je > - | a, konvergentni.

An+41

(ii) Je-li lim n(#jrl —1) <1, pak je > | a, divergentni.

n=1
oo 47(n!)? o0 Vn! 0o 1:3:5--(2n—1) oo 14.7--(3n—2)

2) Dt oyt P) 2ot vy O 2anmt saee@n. D 2nm1 369-Ga)
3. Urcete, zda nasledujici fady konverguji absolutné:

oo 1)» 1 b 0o s 2 3 4" 43" 00 1)» Vn'04 'Vnd
) 3y (1) ) 2pmrsin(n® +3n)55n - ©) 2o (=1) Uiy Wno
4. VySetiete konvergenci (absolutni i neabsolutni) nasledujicich fad:
a) Yoy ()" g D) Xalicos(n®)(VnS +n—n?) ) 3T (—1)"h cos(y)

d) Ziil(—l)"nzil COS(%) e) ZZO:1 ﬁ/@ f) ZZO:1 long2n COS (Smn++8) g) fo:l(—l)”ﬁ COs (nzLH)

5. VySetiete konvergenci (absolutni i neabsolutni) nasledujicich fad:

1
sin’ n 00 nnsinn sin(n+ ) cos(2n n 2n2+43n
a) fo;l n b) > (=1) n2+1 ¢) Zif;l Tog(log n) d) Zif;l 1oén) e) 22021<_1) 2 27;:1;4



VI. LIMITA FUNKCI

1. Spoctéte limitu, nebo ukazte Ze limita neexistuje (pfiklady na podily polynomii):

22 +2x+1 (22 — 2z —2)%° , 1 1
a) im ————  b) lim ¢) lim -
=112 —2x 41 v—2 (23 — 122 + 16)10 e—2 \x(r —2)2 22—-3r+2
d) 1i x+2 n x—4
im
e—1\ 22 —br+4 3(z?—3x+2)

2. Spoététe limitu, nebo ukazte Ze limita neexistuje (pfiklady na vyrazy s odmocninami):

Vi+z—+V1—x 2+ T =347 o VI+2r -5

a);leo — , nEL b)alslir% @1 , neZ’ C)glcll%w
Vo +13-2V14x
d) lim 5
z—3 x?—9
3. Spocététe limitu, nebo ukaZte %e limita neexistuje (ptiklady na pouZiti znaAmych limit 22 — 1,
g% 1, 2= — 1 a VOLSF):
in 5z — sin 3 1- 1
a) lim SILOT 7 S 9% b) lim ¥ (tuto limitu dale lze povazovat za ,zndmou”) c¢) lim &gsx)
2—0 sin x a—0 - e—0 T
1 1 sin“xz __ 1 —
d) li log(1 + ) (tuto limitu déle lze povazovat za ,znamou”) e) lim w f) lim ¥
z—0 T z—0 z z—0 SIn”x

. tgr —sinzx . 242 \22 o 1 241\ cotg? x
9 lim E o Wl (£2)7 0 Jim (55) )l (1400
Vcosx — /cosx )i \/1+tgx—\/1+smx
m
2

z—0 sin® x :LHO :ic3

k) lim ({H82)sin®s 1) lim

1+sinx
n) lim o) lim (tgz)"***  p) lim (Hw )e = q) lim (2 + ¢7)2*

. xT
2—0 /1 4+ zsinxz — \/cos T z—T 1+=3 z—0

4. Spoctéte limitu, nebo ukazte ze limita neexistuje:

) 11 10g( x—l—l) b) lim Sln(l' - §) C) lim (sin\/x—+1 _sin \/E) d) lim arcszina:

x2

oo log( (x10+2+1) Sz 1—2cost 00 250
. log(14va+ ¥/a) . sinx —sina . B — . arccosx
e) xlggo tos(L+ Vit ¥7) f) }Elirtll E— g) zh_)rg(}(cos vVrx+1—cosvr—1) h) mlir?— —m
i 3 cosx)¥—4/14sin” z
i) lim % j) lim log(1 + 2%) - log (1 + —) k) lim 0% 1) 1iII(l] (cos 2) V1t ’
a:—>% x—% 00 T 20 sin(sinz U T

1—2?
m) lim tg 27 - tg (% - :1:> n) lim z (g — arcsin L) 0) lim ——12%
=7

/:L'Q +1 20+ sinz



Véta (Heineova véta). Necht ¢ € R*, A € R* a funkce f je definovina na néjakém prstencovém okoli bodu c.
Pak jsou néasledujici dva vyroky ekvivalentni.

(i) Plati lim,_. f(x) = A.

ii) Pro kazdou posloupnost {x,} splhujici z,, € D, x, ¢ pro vsechna n € N a lim,_ .z, = ¢, plati
] f
lim, . f(z,) = A.

5. Spoététe limitu, nebo ukaZte Ze limita neexistuje (jedna se o priklady ze zkouskovych pisemek
na FSV):

, (14 cosx)*+1 . ‘ log(1 + 23 + 3% + %) . tgx-log(sin® 1)
a) lim b) lim c) lim .
2—0 2 z—oo log(1 + x3 + 3%) log(1 + 23) a——2 /1 +sinx

d) lim /n7 + 0T 02 (1—cos3)  e) lim V1+cose-log(cosw) — /1 +log(eose)  Va
n—00 " z—0 Stgr — Vsinx sin®z
 A/n3+sinn—vn3+3n . tgx + cotg x te? 2
f) lim — g) lim (| =————
n—o0 /n2 +n — ¢/n2 + arctgn z—% 2

6. Spoctéte nasledujici limity posloupnosti, nebo ukazte Ze limita neexistuje (jedna se o priklady
ze zkouSkovych pisemek na MFF):
' (14 )20 — (14 2)%0 . log(n*+n+1) —log(n?+n)
a) lim T 3N160 b) lim
n—»oo(l—;) +(1+5) —2 n—oo \/n4—|—2—\/n4+1

7. Vysetfete konvergenci a absolutni konvergenci nasledujicich fad (jedna se o ptiklady ze zk-
ouskovych pisemek na MFF):

a) Yoo arcsin(v/n? + 3 — v/n? — 1)y /sin(2)  b) 07 arctg(L L) Vntl- Y

g VP () ¥
c) >, @ arctg((—l)"\/iﬁ) d) >, %\/gjﬁ”) e) oo, cos(mn) arccos(log(e— 1)) (zde AK nevySetiujte)

8. Spoctéte limitu, nebo ukazte Ze limita neexistuje (jedna se o priklady ze zkouskovych pisemek
na MFF):

a) 1m M b 'm (w) l/m I 1m M d) llm eSin 2z _ earcsinx
=0 log(v1+ ?) 2=0 3 20+ Vv 20 tgx



VII. SPOJITOSTI A DERIVACE

1. VySetiete spojitost a najdéte derivaci funkce f(z) =
Ze zkouskovych pisemek na FSV: a) max{5z —4,2?} b)[z] - vVa2—-9 c¢)|cos2z|- (tgz —1)

2(gin L 1 0
Ze zkouskovych pisemek na MFF: d) f(x) = {g (sing +cosy) x# 07
x=0.

e)cosx - [sinz] f) (e+ |z])*

2. VysSetfete spojitost (spoéitejte limity v krajnich bodech definiéniho oboru a pokud lze funkci
spojité dodefinovat, udélejte to a pracujte s dodefinovanou funkci) a najdéte derivaci funkce

1 , 2
a) (2)*  b) (sinx)"  c)logarccosz d) warcsin /755 +arctg /T — /T ) arctge” — log ﬁﬁ

VIII. APLIKACE DERIVACI

1. Naleznéte globalni extrémy funkce f(z) =2* — 3z +2, z € [-3,2]
2. Naleznéte extrémy (lokalni i globalni) funkci

a) f(z) = &35, w €R\{-1} b)gle)=lafe™ ", zeR

3. Dokazte nasledujici nerovnosti: a)Ve >0:z — %3 <sinz <z b)Vr>0:2°<e"

v ~ . : x
4. Dokazte, Ze arctgx = arcsin Wirwe

5. VySetiete pribéh funkce f(z) =

Ze zkouskovych pisemek na FSV: a) (37+21 — 9)2 b) arctg zf—iﬁ ¢) (z +log2)- 272

Ze zkouskovych pisemek na MFF: d) —~—  ¢) |[(1 — z%)e?|

NI



