I. UVOD DO MATEMATIKY

K dukazové technice
1. Dokazte nepiimo a sporem: je-li n € N sudé, pak je i n? sudé 2. Dokazte, ze v/2 je iracionalni &islo

3. Pro n € N je ¢islo v/n bud celé nebo jiz iracionalni
4. (Bernoulli) Necht = € R, x > —1, n € N. Pak plati Bernoulliova nerovnost

(I14+2z)" > 14 nax.

Dokazte matematickou indukci. Indukci s krokem ,,n — n+2“ déle ukazte, ze uvedena nerovnost plati i pro
x > —2. Ukazte na prikladé, ze pro x < —2 a obecné n € N jiz Bernoulliova nerovnost neplati.

5. (Cauchy) Necht aq,as, ..., a,, b, by, ..., b, jsou redlné ¢isla. Potom plati
n 2 n n
(Sun) < (320t) (30
i=1 i=1 i=1
6.(AG nerovnost) Nechf ay, ..., a, jsou nezdporn realna cisla. Pak plati

Ukazte, ze rovnost v AG nerovnosti plati pravé tehdy, kdyz a; = as = - - - = a,,. Ukazte, zZe pro kladna realna
¢isla aq, ..., a, plati tzv. AGH nerovnost

i=1 a,

pricemz i zde rovnosti plati pravé tehdy, kdyz ay = as = -+ - = a,.
7. Dokazte indukei:

(i) n! < (=" (Hint: pri dikazu pouZijte Bernoulliho nerovnost)
(i) Yopik=34n(n+1)
(iii) Y k=0 +2+...4+n)?

. n _n+1
() Y odt = 527 g A1

n 1 _ n
(V) 2o (2k—1)(2k+1) — 2n+1

Binarni relace a zobrazeni

8. Nerovnost mezi realnymi ¢isly ,<“ tvofi binarni relaci na [0, 1]. Tuto relaci lze také graficky znazornit
pomoci horniho trojihelniku ve ¢tverci [0, 1]2. 9. Jakakoli vyrokova funkce V(z,y) na A X B vytvaii bindrni
relaci M = {[z,y] C A x B; V(z,y)} a naopak. 10. Inverzni relaci k relaci ,<“ na [0, 1] je relace ,>*.

11. Necht A je libovolna neprazdna mnozina. Pak relace rovnost (=) je ekvivalence na A.

12. Necht p € N. Pak relace kongruence modulo p definovana predpisem

m=n (modp) <= |m —n|je délitelné ¢islem p,



je ekvivalence na N. 13. Relace mensi nebo rovno nez (<) je linearni usporadéani na R.
14. Necht A je mnozina vSech funkei z intervalu [0, 1] do R a necht < je relace definovana pfedpisem

f<g <= Vzel1]: f(z) <gx).

Pak < tvoii na mnoziné A ¢astecné usporadani, které neni linearni.
15. Je-li X mnozina, pak relace

R={[A,B] €expX xexpX;A C B}

je castecné usporadani na exp X, které obecné neni linearni.
16. Nechf A a B jsou mnoziny a necht f : A — B je zobrazeni. Pak

e f je prosté pravé tehdy, kdyz rovnice f(x) =y mé pro kazdé y € B nejvyse jedno FeSeni;
e fje ,na“ pravé tehdy, kdyz rovnice f(x) =y méa pro kazdé y € B alesponi jedno feSeni;
e f je bijekce pravé tehdy, kdyz rovnice f(x) =y mé pro kazdé y € B pravé jedno feseni.
17. Necht f: A — C ag: A — B spliji g(A) = B. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro existenci

zobrazeni h : B — C spliiujiciho f = ho g. 18. Necht A,, C C, n € N, jsou mnoziny. Pak plati

{z€C;{neN;z¢ A,} je konetna} = U ﬂ Ag,

n=1k=n
{z € C;{n € N;z € A,} neni konetna} = ﬂ U Ay.
n=1k=n
19. Necht f: N — N. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
(i) Je-li f(N) konecné, neni f prosté. (iii) Je-li N\ f(N) =0, je f prosté.
(ii) Je-li f(N) nekonecnd, je f prosté. (iv) Je-li f prosté, je N\ f(N) = 0.

20. Uvazujme zobrazeni f : X — Y a mnoziny A C X, B C X. Dokazte néasledujici rovnosti.
(i) f(AUB) = f(A)U f(B), (iii) f~H(ANDB) = f"H(A)NfH(B),
(i) f7H(AUB) = fH(A)U fY(B), (iv) f7HANB) = fTHA)\ (D).

21. Uvazujme zobrazeni f : X — Y a mnoziny A C X, B C X. Ukazte, ze nasledujici vztahy obecné
neplati.

(i) fF(ANB) = f(A)Nf(B), (ii) f(A\B) = f(A)\ f(B).
22. Ukazte, ze bez ohledu na pravdivostni hodnotu vyroki A, B, C' jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé.
(i) A& (B&C)< (A& B) & C, (iv) (A= B) & (=B = —A4),
(ii)) A& (BVC)< (A& B)V (A& Q)
(iii) AV(B& C)< (AVB) & (AVO), (v) (A= B) < (A & —-B).

23. Ukazte, ze skladani funci je asociativni operace, ale neni komutativni operace.



II. OPAKOVANI STREDOSKOLSKE LATKY, VYROKY

1. Reste nasledujici nerovnosti a rovnosti v R:

a) 2= > 1; b) i—ig > 2;%3; c) log%(yc2 —3x+3)>0; d) log (22 + 1) = 2log (3 — x);

e) sin 2z < cos x; f)z < |22, g) |z — |z + 1| < 2u;

h) lv— |z —1|=1—|zf; 1) T2 <2@-7); j)logr(4922) =4 (logsz)>.
2. Dokazte:

a) Pro kazdé a, b € R:  ||a| — |b]| < |a — b; b) Pro vSechna n € N plati n <2%;

c) Pro viechna n € N, n # 3, plati n? < 2™
3. Nacrtnéte graf funkce
a) f(z) =1—|cosg;  b)g(x)=3+cos(5+]z[); ) h(x)=||[|z] - 1] - 1] - 1.

4. Necht M zna¢i mnoZinu vSech muzi a Z mnozinu vSech Zen. UvaZzujme néasledujici vyrokové formy:
S(m, z): ,Muz m je manzelem Zeny z.“;
Li(m,2): ,Muz m miluje Zenu z.“; Ly(m, 2): ,,Zena z miluje muze m.“.

Pomoci kvantifikatort, logickych spojek a forem S, Ly a Lo zapiste nasledujici vyroky:

a) Kazdy zenaty muz miluje svou manzelku. b) Kazdou Zenu miluje né&jaky muz.

c) Kazda Zena mé nejvys jednoho manzela.

d) Kazdy muz mé nejvys jednu manzelku. (Rika tento vyrok totéz, co c)?)

e) Existuje vdand Zena. f) Existuje Zenaty muz. (Rik4 tento vjrok totéz, co e)?)

g) Existuji nevérné manzelky. (Manzelku prohldsime za nevérnou, pokud miluje jiného muze nez svého

manzela.)

Nasledujici vyroky prelozte do cCestiny.

h) 3m € MVz € Z(=S(m, 2));

i) 3z € ZVm € M(Ly(m, z) = —La(m, 2));

j) 3z € Z¥m € M(La(m, z) = —Ly(m, z));

k)Vze Z((Im € M : La(m, z)) = (Im € M : Ly(m, z) &-Ls(m, z)).

5. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vyroki a napiste jejich negace.

a)Ve e NJyeNVzeN(Ez>r=y<z); b)IyeNVeeNVzeN (z>z=y<2);
c)reNVyeNVzeNiz>r=y<z); d)IreNVyeNVzeN(z<z=y>2),
e) Ve ERVe>03I0>0VyeR(jy—z|<d=y<z+3).

6. Vyjadrete co nejjednodusseji:
a)Ve>0VyeR: ly—7<5=|f(y) — 15| < ¢;
b)Ve e R >1Vy e RV eN: |ly—z| <d=|f(z) — f(y)] < L.

III. AXIOMY TELES, USPORADANYCH TELES, SUPREMA, INFIMA
1. Dokazte, Ze pro kazdé téleso (T, +,-,0,1) plati:
a)Ve,y,z€T: z+y=x+2z=y=z; b) Necht = € T,z # 0. Pak opa¢ny prvek (—z) a inverzni
prvek % jsou jednoznac¢né definovany. c)VeeT: x-0=0; d) —0 = 0;
e)VaeR: —(—a) = a; HHVaeT: —a=(-1) g) Va,beT: (—a)b = —(ab) = a(—b);
h)Ve,ye T : (—z)(—y) = xy; )Va,beT: ab=0= (a=0Vb=0);
2. DokaZte, Ze pro kazdé usporadané téleso (T,+,-,0,1) a pro =,y € T plati:

a)0<1; Db)0<z=0<2i; car<y=r<f¥<ykde2=1+1; d)0<:c<y:>0<§<%;
e)r£0=>x-2>0; fle<0<y= zy <0 g)l<zrx<l=z-z<umx



IV. LIMITY POSLOUPNOSTI

1. Urcete, zda je posloupnost {a,}°, monoténni a (jednostranné) omezena:

a) % b) n'™" c¢) sin(%F)

2. Vypoctéte primo z definice limity:

1 o n?+n . n 2N . sin(n%)
O DBy OB =t DT =0
3. Dokazte, %e posloupnost {a,}>°, nem4 vlastni limitu: a) a, = 2(-1)"" b) an = (=1)" (55
4. Spocététe nasledujici limity posloupnosti ([-] zna¢i dolni celou ¢ast):
. 2n*+n-—3 . 2n®+6n
o) im =57 P
2n° +3n — 2 ) 3 3
¢) lim —————— d) lim <\/n+ —\/—> e) lim (\/n—i-l —\/ﬁ>
n—oo N, 3n3 —+ 1 n—00 n—o00 g
: n ..n o2r . 3"+n 1424 ---4n
Dl CVantl=v) g mon Bl oy D Mty Dl
. 14+2+---+n n . 1242244 n? P42 440
k) lim - — 1) lim m) lim
n—00 n -+ 2 2 n—00 n3 n—00 n4

3 n > 1 Y AN n n
n) lim a, (a > 0) hmzkk—i—l p)lim /A" + Bn 4 Cn, (A, B,C > 0)

n—oo n—oo n—oo

. = . - 1 . n -+ [f’/fn,?’ ) N
lim = ,r€R 1) lim —— §) lim ——————  t) lim Vn!
q) n—oo M2 )n%oo; vVn2+k )n—>oon_[\/n_|_9] )n—>oo

V. RADY
1. Urcete, zda konverguji nasledujici rady:

o0 n nl2 o0 ene o0 ene o0 nn
a) Yol & )Zkl )) €)X SreR d) Yo7, SrreR )Zklmiﬂ £) o ()Y

g) 2 (Vn2+1— \/n2 —1) h) 3, (Vr2+1-Vn2—1) i) 355, 2"2,}?;4 ) Yo, et
00 nd 00 n oo nd oo nl
k) > i Fni5m D> oilog(1+A"),A>1 m) 3,7 &= n)d 7, %
2. Za pomoci Raabeho kritéria (viz. nize) urcete, zda konverguji nasledujici fady:
Véta (Raabeovo kritérium). Necht Y .-, a, je fada s kladngmi éleny.
(i) Je-li lim n(ze — 1) > 1, pak je > -, a, konvergentn.
(i) Je-li lim n(#il —1) <1, pak je >~ a, divergentn.
0o 00 n! 47 ( n'
a) Zk:ln%kaZkEN b) Zk:1m )Zk 1 2n+1
3. Urcete, zda nasledujici fady konverguji absolutné:
o0 n o0 . n n o n 9 710 10 9
a) Yry (—1)" s b) Sy sin(n? +3n)EEE o) S, (- 1)
4. VySetFete konvergenci (absolutni i neabsolutni) nasledujicich fad:

a) Yo (1 >% b) Yrl (1) s ©) X cos(n?) (VS +n—n?) d) S (1) 85 cos
e) Yonly (—1)" i cos(2)

5. VySetfete konvergenci (absolutni i neabsolutni) nasledujicich fad:

a) 220:1 51% b) 220:1 sinn(;os(%) C) 220:1 cosniin(%)

()



1
d) >, Sm(r;f") (Navod: pouzijte sou¢tovy vzorec pro sinus a vysledky piiklada b) a c))
6. VysetFete konvergenci nasledujici fady (jedna se o priklad ze zkouskové pisemky):

Zk:l MW’ T € [O, OO)

VI. LIMITA FUNKCI

1. Z definice limity funkce dokazte:
a) lirr(l)xsin(%) =0 b) lim,_osin(1) neexistuje
T—
2. Spoctéte limitu, nebo ukazte Ze limita neexistuje (pfiklady na podily polynomu):
21 21 21 21 242 1
a) lim o b) lim — —— )hmm— d) lim TS . imﬂ
2—00 2(m22—a: 1)20 =022 —x — 1 a—1 222 —x — 1 a—1 22 — 2x + 1 a—1 a2 —2x + 1
¢ —x—2 1 1 x4+ 2 r—4
f) i li — h) li
) ) (23 — 122 + 16)10 8) ) (a:(x —2)2  22-3r+ 2) ) ) <x2 —br+4 i 3(2? — 3z + 2))
) tim T 20 L
m—
a—1 %0 — 20 + 1

3. Spoctéte limitu, nebo ukazte Ze limita neexistuje (pfiklady na vyrazy s odmocninami):

Vit —+1- N+ T =3+ 7 V9422 -5

a)igo o , nEZL b)ilg}L @=1)r , nEL C>£%W
13— 2V1 - N/ 1— o)1= ¥z)--(1— ¢
d) Tim W+ ’ VItT o VIVt VE—a g AoV V) (- V)
z—3 —9 r—at 12 — g2 1 (1 _ l.)n—l

4. Spoctéte limitu, nebo ukazte Ze limita neexistuje (pfiklady na pouziti znamych limit % — 1,
et 51, “=! -1 a VOLSF):

. sin 5x sin 3x . 1l—cosx L i . , . log(cosz
a) lim _ b) lim ———— (tuto limitu déle lze povazovat za ,zndmou*) c) lim log(cos )
z—0 Sin x z—0 xQ ) z—0 xz

o log(l+= o ) 5 ) _ e _cosa . 1—cosz
d) lim log(1 +2) (tuto limitu dale lze povazovat za ,zndmou“) e) lim 5 f) lim ——

x—0 x z—0 x z—0 sSIn”x

~ osin(x — % . sinx —sina . .. 1l+sinx—cosx . .. tgx—sinx
g) lim M h) lim —— i) lim _ j) lim g—3

-2 1—2cosx T—a T —a =01 —sinz — cosx z—0  sin”x

cosx — J/cosx VI+tgr — 1 +sinx z?

k) Jim YOO~V 1) lim Y- i m) lim

z—0 sin® x z—0 a3 =0 /1 + xsinx — \/cosx

5. Spoctéte limitu, nebo ukazte zZe limita neexistuje:

2 2
a) lim 2 b) lim (2 o) lim A8 Z2HD gy, sine — cosz
z—oo \ 2z + 1 z—o0 \ 22 — 2 z—o0 log (x10 + x + 1) =7 (m — E)

4
(1+tgm)sm o) T log (1 + /z + /)

e) lim (1 +:L’2)C0tg2m f) lim h) lim (tg)"*"

20 =0 \ 1 +sinx 2o log (14 /= + /x) T
1

. sinx —cosz . .. 1+z-2%\22 . . 3 . T
VT Ty U (m) k) Jim log(1 +27) -log (1 + ;) 1 lim tg 2 tg (7 ~ )
m hH(l] aresm (tato limita je dulezita - jak Vysledek tak postup)

z— x

arcsin x . arccosx . arccos | o — . (cosz)® —V1+sin’z

n) im———— o) lim —— p) lim ———= q) lim

20 sin(sin x) e—1- (1 — ) e—0+  sinx 20 a3

6. Spoctéte limitu, nebo ukazte Ze limita neexistuje (jedna se o priklady ze zkouskovych pisemek
na FSV):

((1 + cosz)” + 1)i b 1 log(1 + 2® 4+ 3% + a™) , tgx - log(sin? x)

a) lim
z—0

im c) lim
2 z—o0 log(1 + 23 + 3%) log(1 + 23) ) v>-% /1+sinz



d) lim V" T2 (1—cosd) e) lim V1t cose - logfeosz) — /1 +log(cose)  V/x
n—00 " 20 Ytgr — Vsinx sin® z
2
. V/n3+sinn —v/n3 4+ 3n . (tgx+cotgx)tg 2
f o) lim (8L T Cot8r

w3 )3 z 2
Vn2 +n— /n? + arctgn =3

Véta (Heineova véta). Necht ¢ € R*, A € R* a funkce [ je definovina na néjakém prstencovém okoli bodu
c. Pak jsou ndsledujici dva vyroky ekvivalentni.

(i) Platilim, . f(z) = A.

1) Pro kaZdou posloupnost {x,} splnujici x,, € Dy, x, ¢ pro vsechna n € N a lim, _,, x, = ¢, plati
!
lim,, oo f(:cn) = A.

7. Spocététe nasledujici limity posloupnosti, nebo ukazte Ze limita neexistuje (jedna se o priklady
ze zkouskovych pisemek na MFF):
1_|_l120_ 1+280 1 2 1) —1 2
o i O oo 4t 1)~ logn? £ )
N 0o (1 _ 5)100 + (1 + _)100 -9 N—00 \/?7/4 + 92— \/n4 +1

n

8. VysSetfete konvergenci a absolutni konvergenci nasledujicich fad (jedna se o priklady ze
zkouSkovych pisemek na MFF):
a) Y opojarcsin(vn? +3 — v/n? — 1)y /sin(£) b) D77 arctg(+ + n%ﬂ)f—"t:)iﬁ

sin(=)) 3

c) >, loén arctg((—l)”\/iﬁ) (v TeSeni pouzijte znamou limitu: lim, (loi—bz)a =0, a,b>0)

9. Spocététe limitu, nebo ukazte Ze limita neexistuje (jedna se o pfiklady ze zkouskovych pisemek
na MFF):

a) hm M b 'm w 1/55 C) lm M d) hm 6511121‘ _ ear(;sinm
20 log(v/1 + 22) 250 3 vt /T lim P



