Vybrané partie z funkcionalni analyzy, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 8.1.

Piiklad 1 (15 bodii). Necht je dano zobrazeni T : ¢ — C([0, 1]) definované pfedpisem
Tx(t) :Z—w@_”t, x € cp,t €[0,1].

(1) Dokazte, ze Ta € C([0,1]) pro x € ¢p a Ze T je spojity linearni operator.
(2) Vyjadrete dualni operator T* pomoci reprezentace duélu klasickych prostort.
(3) Zjistéte, zda je T kompaktni operator.

Piiklad 2 (16 bodu). Uvazujme Hilbertiiv prostor H = Lo([0, 3]). Napiste ortonormalni bazi
podprostoru Y = span{x[o,1] +%X(2,3], X[1,2] T7X[2,3] } & naleznéte nejblizsi bod v Y k bodu f(t) = it.
(Nejblizsi bod uvedte ve tvaru Py (it) = ax[o,1] + bX[1,2] + €X[2,3), kde a,b,c € C jsou konkrétni
spo¢tené konstanty.)

Piiklad 3 (16 bodt). Necht je dano zobrazeni T : L4([0,1]) — L4([0, 1]) definované piedpisem
1
Tf(t)=3f(t) — t/ e’ f(z) dx, f € La([0,1]),t € [0, 1].
0

Dokazte, Ze se jedna o spojity linearni operator a naleznéte o(T) a 0, (T).

Celkem: 47 bodt + 3 body za obecnou drovenn vypracovaného feseni (kvalita doprovodnych ko-
mentari atd).



Nastin FeSeni
Ptiklad 1: Pro = € co je supe(o 1) |25 e™ ™ < |20 - 2 a protoze Y 7 | — < 0o, dle Weierstrassova kritéria
je fada > 07 ; :Lg e~ stejnomérné konvergentm na [0, 1] a tedy Tz je spOJlta funkce Odsud snadno dostaneme,

ze T je dobfe definovany linearni operator. Dale pro z € co je ||Tz|| < sup;cjo,1] 2opey |i”‘ —nt <z -
tedy T je spojity a [|T| < 302, 2.
S pouzitim reprezentaci (co)* = £1 a (C([0,1]))* = M([0,1]) dostavame, ze T* : M([0,1]) — loo je definovan
tak, Ze pro p € M([0,1]) je T*u € ¢1 jedina posloupnost spliwjici
>, ex(n) 1 1/t
T (k) = (T*w)(er) = p(Ter) = p( Y E ™) = p(r5e™) = /0 e~Fdu(t),  keN.
n=1

n? k2 k2

n= 1n27

(oo}
Tedy, T = (7 Jy e~ () pro u € M([0, 1]).

Abychom dokazali Ze T je kompaktni operator, definujme pro N € N operatory Tn : co — C([0,1]) pred-
pisem Tnz(t) := 2521 ig e~"t. Podobné jako vySe ovéiime, %e se jednid o spojité linearni operatory (s vy-
jimkou, Ze ted nemusime pouZzivat Weiestrassovo kritérium, nebot se jedna o konefnou sumu). Déale, Rng Ty C
span{e~™:n =1,..., N}, tedy se jedna o koneéné dimenzionélni operatory. Koneénsg, pro z € c¢op mame ||[(Tn —

_ 1 .
T)ol] < supreio ) T nan e < ol - Dy s tedy [Ty — Tl € S5 yyn 5 = 0 a proto T jo
kompaktni operator.

Ptiklad 2: Polozme €1 := Xo,1] + iX[2,3]- Pak [|€1]]3 = fol de + f; dt = 2. Ozna¢me tedy e; := %é}. Dale
polozme

~ . 1
€2 1= X[1,2] T iX[2,3] — (X[1,2] T 9X[2,3]; €1)€1 = X[1,2] + iX[2,3] — ( X[1,2] +9X[2,3], €1)€1

. e 3. . . €1
= X[1,2] T ¥X[2,3] — */0 iX12,3)(—iX[2,3)) At = X[1,2] T iX[2,3] — 5 =

1 %
5 5 = "X +X[1,2) 5 X[2.3]-

Pak ||&2(13 = fol idtJrle de + fs Lat = + 1+ i = % Oznacdime-li tedy ez := \/g-é'g, pak {e1,e2} je ON-baze

prostoru Y.
Koneé¢ng, nejblizsi bod v Y k funkei f(t) = it je ortogonalni projekce Py (f), coz spocteme takto

) ) . 1 b 3 .
Py (it) = (it,e1)e1 + (it,e2)ea = 5(/(; ixdr — z/2 iz da:) (X[o,l] +zx[273]>
+g(—l/lzxdm+ wdx—;/ z:cda:)(—*Xo1 +X[1,2] T X23)
2 Jo 2 /s [0,1] (1,2] (2,3]

3
(1 g) (X[o 1 +ixp2 3]) + Z(_ u + ¥ + §) ( - %X[O,l] X2 + 7X[273]>

“a\2 3V 47 2 T4 2
5 5+ 51 1 i
(X[o 1]+ ix[e 3]) + 6 <— 5X[0.1] + X[1,2) T 5X[2,3]>
—1 5+ 5i 5 — 2
=...= X[0,1] + X[1,2] + 3 X[2.3)
Priklad 3: Operator T' muzeme napsat jako T' = 31 — S, kde S je kone¢né-dimenzionalni operator dany

predpisem Sf(t) =t fol e® f(x) dz (obor hodnot S je jednodimenzionélni prostor generovany funkci t). Tedy, staéi
urcit, ze S je spojity linearni operator (pak i T' je spojity a linearni) a spoéitat o,(S) a o(S), protoZe pro kazdé
AeEKmame A\ —-T=A=3)I+S=—((8=XNI—-25)atedy op(T) =3—0p(S) ac(T) =3—0(9).

Nejprve vyfesime, ze S je spojity operator. Ziejmé je lineadrni a mame

||Sfuit=/01\Sf(t>\4dt:/01t4dt-\/Olezm)dw(“ é(/ 1) dz)”
Hold 3

LU 1) = 21 (o3 a)’,

1/4 4 3/4
tedy S je spojity operator a ||S|| < (%) . (fol e3” dm) .

Vyfe$ime nyni bodové spektrum operatoru S. Pro A € K tak hledame nenulové f € L1([0, 1]) spliwjici rovnost
Af = Sf. Pokud je A = 0, pak nenulovym feSenim je napiiklad funkce f(t) = e *(x[o,1/2](t) — X[1/2,1)(1))-
Predpokladejme nyni, Ze A # 0. Protoze obor hodnot S je jednodimenzionalni prostor generovany funkeci t, musi
byt jakakoliv funkce splitujici rovnici A\f = Sf tvaru f(¢) = At pro n&jaké A € R. Tedy, dostavame

1
)\At:Sf(t):t/ Aze®dr = ... = At,
0

a tedy funkce f je FeSenim rovnosti A\f = Sf pravé kdyz f(t) = At, kde AA = A. Tedy bud A = 0 (pak ale f je
nulova funkee), nebo A = 1.

Celkem tedy op(S) = {0,1} a protoze je operator S koneéné-dimenzionalni a tedy kompaktni, mame o(S) =
op(S) ={0,1}. Tedy 0,(T) = o(T) =3 —-{0,1} = {2,3}.



Vybrané partie z funkcionalni analyzy, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 22.1.

Priklad 4 (17 bodu). V tomto pfikladu uvazujte Banachovy prostory nad télesem reélnych ¢isel.
Necht je dano zobrazeni T : Ls((1, 00), ! dt) — {1 definované pfedpisem

Tf= / f(t) _"t , f € Ls((1,00), e" dt).

(1) DokaZte, Ze se jedna o spojity linearni operétor.
(2) Vyjadrete dualni operator T* pomoci reprezentace dualu klasickych prostort.

Piiklad 5 (11 bodi). Definujme funkcional ¢ : Lq([1,00)) — R piedpisem

Z/ (1—t™)dt, fe Li([1,00)).

Ukaite, ze ¢ € (L1([1,00)))* a urdete normu ||¢||. Dale zjistéte (a dokazte), zda tento funkcional
nabyva své normy (tj. zda existuje f € Lq([1,00)) spliwjici || fl]1 =1 a o(f) = [|¢]l)-

Piiklad 6 (19 boda). Necht je dano zobrazeni T : C([—2,2]) — C([—2,2]) definované pfedpisem
Tr@) =1t =1 ft),  feC(-2,2).te[-2,2]

Dokazte, Ze se jednéa o spojity linearni operator a naleznéte o(T") a 0,(T). Nésledné zjistéte, zda
je T isomorfismus do.

Celkem: 47 bodt + 3 body za obecnou droveinn vypracovaného feseni (kvalita doprovodnych ko-
mentaii atd).



Nastin FeSeni
Pyiklad 1: Pro f € L5((1,00),et dt) a n € N mame

i< [T 1ol a= [T iraemta T ([T irapean) s ([Teremnsia)

oo 4/5 de—(1+5n) /4 4/5 44/5 e~
_ . —t(145n)/4 _ . — -
—1Ifls (/1 e ) = s (S ) = Ml TEETE

—n . L - - -n
a tedy, protoze Fada > oo | W je konvergentni (naptiklad dle LSK a faktu, Ze (1;5”)4/5 = 5"7:4/5 << ),

n
dostavame Ze T'f € ¢;. Linearita T plyne z linearity integralu a spojitost pak z odhadu || Tf|| = >-02, [T f(n)] <
44/5 —n
1Flls - 4575 - 5021 ey pro £ € Ls((1,00), ¢ ).
S pouZitim reprezentaci (Ls)* = Ls/q a (€1)* = loo dostavame, ze T* : foo — Ls;4((1,00), et dt) je operétor
spliiujici pro € oo ze T*x € Ly 4 je jedina funkce z Ly 4 spliwjici ze pro vSechna g € Ls((1,00), et dt) je

oo 0 [eS) s oo
/ g(t) - T*z(t)et dt = T*z(g) = x(Tg) = Z Tn / g(t)e ™t dt = Z Tn / g(t)e~ (Dt q¢
1 n=1 1 n=1 1

Nyni si nejprve uvédomme, ze > 07 ; e~ (Mt je absolutné konvergetni Fada v Banachové prostoru Ls /4, nebot

oo oo o 4/5 ) 46—5(n+1)/4 4/5

E —(n+1)t < . E / —5(n+1)t/4 g4 - . E * 0o
Tne < ||zl o e || 0o

2 [ lls/4 < llll 2 ( L ) [l — ( 5(n+1) )

(posledni nerovnost, tj. konvergence fady, se odivodni podobné jako vyse). Ozna¢ime-li tedy h := > o7 | e (Dt

pak h € L5,4 a pro ¢astecné soucty hy := 22]:1 Zpe~ (nTDt plati, Ze hy — h v prostoru Ls,4. Pak dostavame (s
pouzitim faktu ze (Ls)* = L4, tj. g — [ ghdp je spojita funkce)
N .. o )
/g(t)h(t)et dt = Nligloo/g(t)h]\;(t)et dt = 1@5“00;“"/1 g(t)e "t dt =;xn/1 g(t)e= (Dt gy
a tedy Tz = h.

Priklad 2: Pro f € L1 mame

oo n+1 s n+1 oo
1 le(HI < [F®IQ =) dt < lf(®)]dt = Lf®1dt = 11£11,
ey Y / 1

tedy ¢(f) je realné &islo. Nyni snadno nahlédneme, Ze ¢ je linearni a spojité, pficemz [[¢|| < 1. Pro funkce
In = X[n,nt1] mame || fnll1 =1 a zarovei

n+1 n+11 1
go(fn):/ (l—t’")dtzl—/ A2l

n n
tedy ||¢|| = 1. Konenég, ¢ nenabyvé své normy, nebot pokud je pravda Ze ¢(f) = || f|l1 = 1, pak z (1) dostavame, Ze
nutng pro kazdé n € Nje [T f(6)|(1—t=m)dt = ["T|f(t) dt, tedy [T |f()|t=™ dt = 0 a proto |f(t)|t™™ =0
s.v. na (n,n + 1) pro n € N, z &ehoz plyne f = 0 s.v. na (1,00) coZz je spor s tim, Ze || f||1 = 1.

Piiklad 3: Pro f € C([-2,2]) mame |[Tf] < [[|t] — 1llco - | flloc < ||fllco, tedy snadno nahlédneme, Ze T je
spojity linearni operator a ||T|| < 1.

Vyfe$ime nyni bodové spektrum operatoru 7. Pro A € K tak hledame nenulové f € C([—2,2]) spliiujici rovnost
A =Tf, ekvivalentn& Af(t) = |[t| — 1| - f(t) pro t € [—2,2], coz nutné implikuje Ze kazdé FeSeni f rovnice \f =T f
spliuje, Ze v kazdém bodé ¢ je bud f(t) = 0 nebo A\ = ||t| — 1|, tedy ze spojitosti f dostavame, Ze f(t) = 0 pro
vSechna ¢ € [—2,2]. Nenulové FeSeni proto neexistuje a tak o, (T) = 0.

Zbyva ur¢it spektrum. Vime, ze o(T) C B(0, ||T||) C B(0, 1). Zvolme tedy |A| < 1 a zkoumejme, zda je operator
M — T surjektivni. Pro zadané g € C([—2,2]) hledame f € C([—2,2]) spliwjici Af(t) — ||t| — 1|f(¢) = g(t). Tedy
nutné musi platit
(2 A=t =1Df#) = g@), te[-2,2].
Pokud je A v oboru hodnot funkce ||t| — 1|, pak napfiklad pro funkci g(¢) = 1 takové f neni moZné najit, nebot
na levé strané rovnosti (2) dostavame nulu pro néjaké ¢ € [—2,2] kdezto na pravé strané rovnosti mame hodnotu
g(t) = 1 pro kazdé t € [—2, 2]. Naopak, pokud A neni v oboru hodnot funkce ||¢| — 1|, pak f(t) = % je spojita
funkce, ktera fesi pfislusnou rovnici. Tedy, AI — T neni surjektivni pravé kdyz X je v oboru hodnot funkce ||¢| — 1],
tj. praveé kdyz X € [0,1]. Celkem tedy o(T") = [0, 1].

Koneéng, ukazme Ze T neni isomorfismus do. Uvazujme funkce f,, € C([—2,2]), n > 2 definované pfedpisem

fa(t) = {ltl—l tefo,1— 1],

1 te[-2,00U[l- 5,2],
a na intervalu [1 — %, — ﬁ] jsou fn dodefinované linearné (tj. fn(t) =2n(n—1)(1 —t) +2 —n). Pak | Tfn]] <1,

n > 2, ale || fnl > fn(l— %) =n — o00. Tedy T neni isomorfismus do.



Vybrané partie z funkcionalni analyzy, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 29.1.

Piiklad 7 (16 bodi). Necht je dano zobrazeni T : M([0,1]) — {5 definované predpisem

o0

Ty = (/01 fn(t)du(t)) ;e M([o,1]),

n=1
kde f,(t) jsou spojité funkce dané predpisem f,(t) := max{0,1 — 2"+t — 27|} ¢ € [0,1].
Dokaizte, ze T je spojity linedrni operétor a zjistéte, zda je T kompaktni operator. Dale naleznéte
spojity linearni operator S : ¢; — C([0,1]) splitujici, Ze pokud vyjadiime dudlni operator S*
pomoci reprezentace klasickych prostori, pak S* = T (miZete bez diikazu pouZit, Ze takovy
operéator S existuje a ze pro kazdy prvek x € {1 plati @ = Y 7 | zhe,).
(Hint: woédomte si, Ze stac? zjistit hodnoty S(ey), nebot Sz =>""" | x,5(ey) pro kazdé x € (;.)

Piiklad 8 (13 bodi). Uvazujte Hilberttv prostor H = Lo ((0, ¢/7), t* dt). Naleznéte ortonormalni
bazi podprostoru Y = span{sin(t?), cos(t3)} a naleznéte nejblizsi bod v Y k bodu fo(t) = 3.

Priklad 9 (18 bodu). Necht je dano zobrazeni T : ¢y — ¢o definované predpisem
Tx = ((1 + %)wg, xq, (1 + %)I4, s, (1 + %)aﬁﬁ,xg), .. .), X € ¢p.

(Presnéji, T (2n — 1) = (1+ )z, a Tz(2n) = 22,1 pron > 1.)
Dokazte, ze Tx € ¢ pro x € cy, ze T je spojity linearni operator a naleznéte o(T) a o,(T).

Celkem: 47 bodu + 3 body za obecnou turoven vypracovaného feseni (kvalita doprovodnych ko-
mentara atd).



Nastin FeSeni

Priklad 1: Nejpvre si vSimnéme, Ze ||fnllcc < 1 pron > 1 a tedy, pro p € M([0,1]) a n > 1 mame |Tu(n)| <
fol [Fn (@) d]u](t) < ||u] a tedy T € boo a ||Tp|| < ||p|]. Protoze operator T je ziejmé linearni, dostavame také ze T'
je spojity a |IT < 1.

Uvazujme nyni miry uy, := §(27"), n > 1 (kde §(z) znaci Diracovu miru v bod& z). Pak pro n,m € N, n # m je

1Tpn = Tpmll = [Tpn(n) = Tpm(n)] = |fn(277) = fm (27| =1,

proto (T'un) neobsahuje cauchyovskou posloupnost a protoze (un) je posloupnost z Bis(jo,1)), operator T' neni
kompaktni.

Koneé¢ng, pokud S : £1 — C(]0,1]) je spojity linearni operator splijici S* = T, pak musi pro kazdou miru
u € M([0,1]) a kazdé n € N platit, ze S*u(en) = p(Sen) = fol Sen (t) du(t), tedy rovnost S* = T implikuje, Zze

1 1
[ Sent)du(t) = S*u(en) = Tuten) = [ £a(®)duto).
0 0

Pro kazdé n > 1 je tedy Se, spojita funkce splijici u(Sen) = u(fn) pro p € M([0,1]) a protoze M ([0,1]) =
C([0,1])* oddéluje body C([0,1]), je nutné Se, = fn pro n > 1. Dostavame tak, ze S : 1 — C([0,1]) je dano
predpisem
o0
Sz = Zacnfn, T € (.
n=1

(D4 se nyni jiz celkem snadno ovéFit, Ze S je vskutku spojity linearni operator a S* = T, ale to jiZ neni soucasti
zadani.)

Piiklad 2: Polozme €7 := sin(t3). Pak s pouZitim substituce “u = t3” dostaneme
3

/T . 1 T 1 [m
leil? = / sin?(t3)t2 dt = 7/ sin? udu = f/ 1 — cos(2u)du = T
o 3 Jo 6 6

0
Oznacme tedy e; := \/ge?l. Dale polozme
6 (VYT
é5 = cos(t3) — (cos(t?), e1)er = cos(t?) — = / cos(s3) sin(s3)s? dssin(t3)
™ Jo
2 [T 1 [
= cos(t3) — 7/ cos(u) sin(u) dusin(t®) = cos(t3) — f/ sin(2u) dusin(t3) = cos(t3).
™ Jo ™ Jo
Pak podobné jako vyse spocteme ze ||€3]|3 = %foﬂ cos? udu = %fow 1+ cos(2u)du = & a oznacime-li tedy ez :=
£/ g cos(t3), pak {e1,e2} je ON-béaze prostoru Y.
Konetné, nejblizsi bod v Y k funkci f(t) = 3 je ortogonalni projekce Py (f), coZ spocteme takto

N

Py (Zt)

6 =
(t3,e1)e1 + (t3,en)en = — <sin(t3) / s3 sin(s%)s? ds + cos(t3) / 53 cos(s3)s? ds)
™ 0

0

2/ T T 2, .
- <sm(t3)/0 wsin(u) du + cos(t3)/0 u cos(u) du) =...= ;(ﬂsm(ts) — 2cos(t?)).

Priklad 3: Zvolme x € cg. Pro n > 1 mame |Tz(2n — 1)| < 2|z2,| a |Tz(2n)| = |z2n—1], tedy Tz(k) — 0.
Dokéazali jsme tak, ze Tx € cp. Snadno nahlédneme, Ze T je linearni a z vypoctu vySe vidime, Ze T je spojity a
IT) < 2.

Vyfesime nyni bodové spektrum operatoru T'. Pro A € K tak hleddme nenulové x € cg splhujici rovnost Ax = Tz,
ekvivalentné pro kazdé n > 1 je Azap—1 = (1+%)x2n a Ax2n, = Ton—1, pak ale nutné (1+%)x2n = AZ2n—1 = N2z,
a proto bud 2, = z2,—1 = 0 nebo A2 =1+ % Pokud tedy existuje nenulové feSeni rovnice Ax — Tz = 0, pak nutné

A e{£,/1+ %: n>1}apro A = +4/1+ % je nenulovym feSenim napiiklad vektor z = es, + %(1 + %)egn,l.
Celkem tedy op(T) = {£4/1+ %: n>1}.

Zbyva urcit spektrum. Vime, ze o(T) D op(T) = {£1}Uop(T). Zvolme X ¢ o,(T) a zkoumejme, zda je operator
Al — T surjektivni. Pro zadané y € cp hledame x € co spliujici Az — Tz = y, ekvivalentné pro kazdé n > 1 fesi
dvojice (r2n—1,%2r) soustavu rovnic uréenou matict

( A —(1+%) Yon—1 ) pro X # 0 ( A *(1+%) Yon—1 )
-1 A Yan 0 >\2 - (1 + %) >\y2n + Yon-—1 ’
Pokud A = 0, pak je FeSenim x2,—1 = —y2n & Ta2n = 7ﬁy2n_1 coz ziejmé definuje prvek z cg. Pokud A # 0,

pak je feSenim x2, = m(ky% + y2n71> a Toan—1 = %(y2n71 + (1 + %)xQn)- Protoze A ¢ O'P(T)v je
n

oo
(ﬁ) omezené posloupnost a tedy x2, — 0 a pak také x2,_1 — 0, tedy takto definovany prvek splni
— 1+E n=1

x € ¢g. Celkem tedy Al — T je surjektivni a proto o(T) = op(T) = {£1} Uop(T).



Vybrané partie z funkcionalni analyzy, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 5.2.

Priklad 10 (15 bodt). Necht je dano pro p € [1,00) zobrazeni T, : L,([0,1]) — L4([0,1])
definované predpisem
T, ft)=e'f(t),  feLy((0,1]), t€[0,1].
(1) Dokazte, ze T,,f € L1(]0,1]) pro f € L,([0,1]) a ze T}, je spojity linearni operator pro
kazdé p € [1, 00).
(2) Vyjadrete pro p = 3 dudlni operator (T3)* pomoci reprezentace duali klasickych prostorii.
(3) Zjistéte, zda je pro p = 1 operator T} kompaktni.

Piiklad 11 (13 boda). Definujme funkcional ¢ : C([0,1]) — R pFedpisem
1 <
o= [ 10a=3 55G). recq.
n=1

Ukaizte, ze ¢ € (C(]0,1]))* a uréete normu ||¢||. Déle zjistéte (a dokaZzte), zda tento funkcionél
nabyva své normy (tj. zda existuje f € C([0, 1]) spliwjici || f|lcc =1 a ©(f) = |l|]).
Priklad 12 (19 bodi). Necht je dano zobrazeni T : o, — £+ definované piedpisem
Tx = (xl + 2ix9, 1 + (20 — 1)xa, %ZE?,, %m, %585, . .), T € ls.
Dokazte, Ze se jedna o spojity linearni operator a naleznéte o(T) a o, (T).

Celkem: 47 bodu + 3 body za obecnou trovenn vypracovaného Feseni (kvalita doprovodnych ko-
mentaia atd).



Nastin FeSeni
Priklad 1: Pro kazdé f € L,(]0,1]) mame

1 ¢ Holder .
1Tp £l =/0 elf@®ldt < Ifllp-lle’llg < Iflls-e- 1Lllg = [Ifll3 - e,

tedy Tpf € L1(]0,1]) a protoze T} je linearni, dostavame také ze T), je spojité a ||Tp|| < e.

Nyni uvazujme piipad p = 3 a misto 73 piSme zkratka T'. S pouzitim reprezentaci (L3)* = L3/3 a (L1)* = Lo
dostavame, ze T* : Loo([0,1]) — Lgz/2([0,1]]) je operator spliwjici pro f € Loo Ze T* f je jedina funkce z Lg/o
spliiujici Ze pro v8echna g € L3([0,1]) je

1
/ T* f(t)g(t) dt = T* f(g) = f(Tg) = / FOTgW = [ et g0

Protoze t — e!f(t) je funkce z Lg,o (nebot |ef f(t t)[3/2 < &3/2|£(t)|3/2 € L1([0,1])), dostavame tak ze T*f(t) =

et f(t) pro f € Lg/5([0,1]).
Konec¢né, uvazujme piipad p = 1 a misto 77 piSme zkratka 7. Uvazujme nekonec¢né-dimenzionélni prostor

1 1
Z = A{f € L1([0,1]): fl ;5 1 = [ip e If@ldt > e'/2 [, [f(O)]dt > e fl1,
tedy T : Z — L1([0,1]) je isomorfismus do a proto T neni kompaktni operator.

Priklad 2: Pro f € C([0,1]) mame
! = 1 ., ® — 1
o< [l 32 SIS (1 3 ) Il

coZ snadno implikuje Ze ¢ je dobie definovana linearni funkce, ktera je spojita a ||¢|| < (1 +> 2 1 nz) UvaZzujme

nynf spojité funkce fi, k > 10 definované tak, Ze fk(l) =—-lpron€eN, frt) = —-1prot < kT—l’ fe(t) =1 pro
te [kil + 27k 1]\ Uk [ — 27k 1 +27F] a funkce f; je dodefinovana linearné na intervalech [1 2=k, 1] a
[Tll n+2 k] pro n < k. Pak ka||<1 k>4a

1 1 1 2k > 1 > 1
> — =1 (—— 427 F 4 = = =
(p(fk)_/o fk(t)dt+n§:l: S =1- (g2t 2k)+n§:1 E Y g ko

tedy floll =1+ 302, 7z

Operator ¢ své normy nenabyva, nebot pokud f € C([0,1]), || f]| = 1 splni, ze ¢(f) = ||¢|l, pak nerovnost (x)
vy$e musi byt rovnost a tedy nutng fol |f t)|dt = 1, tedy f = 1 skoro viude a ze spojitosti funkce f pak bud f =1
nebo f=—1. Ale |p(£1)|=1->77, n2 < |le|| coz je ve sporu s tim ze o(f) = |¢||.

Priklad 3: Pro z € loo mame ||Tz|| < max{|z1| + |2||z2], |z1| + |2t — 1]|z2], 7\xn| n > 3} < 4||z||oo, tedy
Tz € Lo a protoze je snadné vidét ze T je linearni, tak také T je spojity a ||T]| < 4.

Vytesime nyni bodové spektrum operatoru 7. Pro A € K tak hleddme nenulové = € f spliujici rovnost
Az = Tz, ekvivalentné pro kazdé n > 3 je Az, = %xn, Ax1 = @1 + 2iz2 a Ax2 = x1 + (2 — 1)z2. Pokud X = %
pro né&jaké n > 3 pak nenulovym FeSenim je x = e,. MiZeme tedy predpokladat, ze A ¢ {% n > 3}. Pak z,, =0
pro n > 3 a zkoumame tedy, zda existuje (z1,z2) € C2, (z1,z2) # (0,0) vyhovujici soustavé linearnich rovnic

Az = x1+2iz2 a Az = 21+ (2¢— 1)z2. Pro A = 1 nenulové FeSeni neexistuje a pro A # 1 dostavame z1 = %332 a

—2iA—1=0,

Azo = (Zi —14+ )\271'1 )CEQ a tedy nenulové fesSeni existuje pravé kdyz A = 2i— 1+ Azjl ,
co? je splnéno pro A = 2EV -4+ V274+4 =14. Tedy op(T) = {i} U {% n > 3}.

Zbyva uréit spektrum. Vime, ze o(T) D op(T) = {0,i} Uop(T'). Zvolme X ¢ o,(T) a zkoumejme, zda je operator
Al — T surjektivni. Pro zadané y € ¢ hledame x € ¢ splhujici Az — Tx = y, ekvivalentné z,, = )\ynl pron >3

a (z1,22) € C2 Fesi soustavu rovnic uréenou matici
A—1 —2i Y1
-1 A—2i+1 | yo
Pokud je A = 1, pak zo = —% ax1 = —y2 + (A —2i+ 1)xz2. Pro A # 1 pak FeSime soustavu rovnic takto:
A—1 —2i Y1 N A—1 —2i Y1
1 A=2i+1 |y 0 A=1DA=2i+1)—2i | A=Dy2+w1
A—1 —2i Y1 A—1 —24 Y1
0 A2 —2i0—1 | A=Dy2+wy1 0 A=)2 | A=Dya+v1 /)’

tedy z2 = ﬁ(()\ —Dy2+y1) axzs = ﬁ(m + 2iz2). V kazdém piipadé je takto definovanéa posloupnost (zr)

omezena, nebot (yn) a (A_ll ) jsou omezené posloupnosti (coZ plyne z toho ze y € oo a X ¢ {% : n > 3}). Tedy jsme

n

nalezli ¢ € lo spliujici A\z—Tz = y a proto AI —T je surjektivni. Celkem tedy o(T") = op(T') = {0, z}U{% n > 3}.



Vybrané partie z funkcionalni analyzy, ZS 2024-2025
Zadani pisemné c¢asti zkousky - termin 12.2.

Pfiklad 13 (18 bodi). V tomto piikladu uvazujte Banachovy prostory nad télesem realnych &isel.
Necht je dano zobrazeni T : Lo([0,1]) — C([0,1]) definované pfedpisem

1
Tf(t) = /0 sin(2st) f(s) ds, f € Ly([0,1)).

(1) Dokazte, 7ze T'f € C([0,1]) pro f € L2(]0,2]) a Ze T je spojity linearni operator.

(2) Zjistéte, zda je T kompaktni operator.

(3) Pomoci reprezentace dualu klasickych prostorti vyjadiete T*A (kde A je Lebesgueova mira
na intervalu [0, 1]).

Piiklad 14 (13 bodu). Vyjadfete n&jakou ortonormalni bazi {f1, fo} podprostoru

vewa{(0) L (S5) e

2 1"
Mizete bez ditkazu pouZivat znamé soucty fad > o | &5 =2 a ) 7| ( n2) .

Dale vyjadiete predpis pro hilbertovsky adjungovany operator k operatoru S : Eg — {5 defino-
vaném predpisem Sz := (z, f1) fo pro x € {s.

Piiklad 15 (16 boda). Necht je dano zobrazeni T : L;1([0, 3]) — L1([0, 3]) definované predpisem

2

2
Tf(t):5f(t)—t2/0 of(@)de, e Lu(0,3]),t € [0,3].

Dokazte, Ze se jedna o spojity linearni operator a naleznéte o(T) a 0, (T).

Celkem: 47 bodt + 3 body za obecnou drovenn vypracovaného feseni (kvalita doprovodnych ko-
mentaii atd).
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Nastin FeSeni

Priklad 1: Zvolme f € L2([0, 1]). Pfedné si uvédomme, Ze z Holderovy nerovnosti je || f|[1 < || fll2-||1]l2 = || fll2
a tedy f € L1([0,1]). Nyni jiz vidime, Ze Tf je spojita funkce podle Véty o integralu zavislém na parametru
(integrovatelnd majoranta existuje, protoze |sin(2st)f(s)| < |f(s)| € L1(]0,1]) pro kazdé t € [0, 1]), snadno pak
vidime, ze T je také linearni. Zaroven

1
ITf (@) S/O [f(s)lds =[IfllL < fll2,  t€10,1]

a tedy T je spojité a ||T]| < 1.
Zvolme f € By, (|o,1])- Pak pro t,t’ € [0,1] dostaneme (pouZijeme, Ze sin je 1-Lipschitzovska funkce)

1 1 Holder
ITf(t)fo(t/)IS/ Isin(2st)fsin(2st’)||f(s)|dsSQItft’l/ slf(s)lds < 20t =t|fll2- lIsll2
0 0
<26t —tlsl2 = Flt -,

tedy T'f je %—Lipschitzovska funkce. Tedy kazda funkce z T'(Bp,([0,1])) C Bc(jo,1)) je ——Llpschltzovska, z Arzela-
Ascoliho véty tak dostaneme Ze T(BL2<[071])) je prekompaktni a tedy T je kompaktni operator

S pouzitim reprezentaci (C[0,1])* = M([0,1]) a (L2([0,1]))* = L2([0, 1]) dostavame, Ze T*X je jedina funkce z
Lo spliujici ze pro vSechna g € La([0,1]]) je

! * _ (* _ — ! — ! lsin s s)ds Fubini* ' 1sin s s)ds
/O T*A(t)g(t) dt = (T*N)(g) = A(Tg) = /0 Tg(t)dt = /O /0 (25)g(s) ds dt ™2 /O /0 (25t) dtg(s) d

(11— cos(2s)
_/0 Tg(s) ds

(*Fubiniovu vétu miZeme pouzit, nebot fol Jy Isin(2st)g(s)| dtds < fol fol lg(s)|dtds < ||g|l1 < llgll2 < o0.)

Polozme tedy h(t) := % Pak lim,_, o+ h(t) [ Hospital 0, tedy takeé lim, ,o+ h2(t) = 0, tedy h? je integrova-
telna funkce a proto h € L2([0, 1]). Dostavame tak, ze T*\ = h.

Priklad 2: Mame ||( i 1 € £2 jako fi. Déle polozme

1
n

N2 = f Ozna¢me tedy posloupnost (% %)

p=(SF) L (BF) Lwn= (SF) w2 S () L (o) 5)
= (=L — = = (= - = =(((=1 -) .=
/2 ( n n=1 < n n:1’f1>f1 n n=1 71'22:: n=1 (( ) +2) n/n=1
2
a spoctéme (pouZivame, iezzozlﬁzfv"—azn IW: ff’:ln—lz— ?:lﬁ=%~%)
~ > 1 1 72 /3 9 w2
2 _ _ - - (2L Z)y = 2
IIfQIIQ—Zjl( 1+2) +Z( ) @ 24(4+4)—8,

tedy pro fo = @ - f2 mame, ze {f1, f2} je ON baze prostoru Y.
Hilbertovsky adjungovany operator S* : £o — {2 pak musi spliiovat pro kazdé z,y € {2, Ze
(S*z,y) = (=, Sy) = (z,(y, f1) f2) = (y, f1) - (2, f2) = (=, f2) - (f1,9) = (=, f2) f1,9)
a tedy S*z = (z, f2)f1 pro x € ¢2. Jinymi slovy, pro x € 3 mame
VA8 1 S (i)™ 1 i\ oo
O =B (= ) (2)
(anh(n> ( )n 1 a2 (n;l n (=D +2) n /n=1
Priklad 3: Operator T muzeme napsat jako 7' = 51 — S, kde S je kone¢né-dimenzionalni operator dany
predpisem Sf(t) = t2 f02 2 f(z) dz (obor hodnot S je jednodimenzionélni prostor generovany funkci ¢2). Tedy, staci
urcit, Ze S je spojity linearni operator (pak i T' je spojity a linearni) a spo&itat op(S) a o(S), protoZze pro kazdé
A€eKméame A\ —T=A=5)I+S=—((5—-NI—-25)atedy op(T) =5—0p(S) ac(T) =5-0(5).
Nejprve vyfesime, Ze S je spojity operator. Ziejmé je linearni a pro f € L1([0, 3]) mame

sl = [ | [Cerwasar<o [ [“als@iasar <o [alseiar < s

tedy S je spojity a ||S|| < 18. Protoze S je kone¢né-dimenzionalni, je proto kompaktni.

VyfFesime nyni bodové spektrum operatoru S. Pro A € K tak hledame nenulové f € L1 ([0, 3]) spliiujici rovnost
Af = Sf. Pokud je A = 0, pak nenulovym FeSenim je jakakoliv funkce z L1 spliujici f02 zf(z)dz = 0, napiiklad
i) = %(X[lyg/g] (t) — X13/2,2)(t)). Predpokladejme nyni, ze A # 0. Protoze obor hodnot S je jednodimenzionalni
prostor generovany funkci ¢, musi byt jakékoliv funkce spliujici A\f = Sf tvaru f(t) = At2, pak ale nutng AXt2 =
AS(t?) = At? f02 z3dz = Atz% = 4At?. Tedy, pokud existuje nenulové feSeni pak A = 4 (a jednim takovym
nenulovym feSenim je pak naptiklad f(t) = t2). Celkem tedy 0, (S) = {0,4} a protoze S je kompaktni operator,
mame o(S) = op(S) = {0,4}. Tedy 0p,(T) = o(T) =5 —{0,4} = {1,5}.



