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Ordinalni ¢isla

Definice. Necht T je mnoZina.

e Rekneme, 7e < je dobré uspoidddni na mnoZiné T, pokud (T, <) je linedrné usporadana
mnozina a kazda neprazdné podmnozina 7' ma nejmensi prvek.

° f{ekneme, Ze T je ordindl, pokud € je dobré uspofadani na T a T P(T'). V takovém piipadé
piSeme < misto €.

e Vsechny ordinaly zna¢ime symbolem Ord.
Tvrzeni 1. e Necht o # 8 jsou ordindly, pak plati bud o < B8 nebo 8 < a.
e Necht « je ordindl. Pak o = {B: 8 < a}.

e Pokud C je neprdzdnd mnozina ordindli, pak (\C a|JC jsou ordindly. Navic,
ﬂC’zinf{a:aEC} a UC:sup{a:aeC}.
o Necht a je ordindl. Pak o + 1 := a U {a} je ordindl a o + 1 = inf{f: § > a}. Rikdme, e
a + 1 je naslednik a, « je predchidce a + 1.
Pokud ordinal m4 predchtdce, fikdime Ze je izolovany. V opa¢ném piipadé fikdme, Ze je limitni.
Priklady 2. Prvni ordinaly vypadaji takto:
e (¥ je nejmensi ordinal, znacime 0 := (J;

e 1:=0+1 je druhy nejmensi ordinal, dalsi jsou 2 :=1+1,3:=2+1,...,10:= 9+ 1 atd.
Kazdé prirozené ¢islo je tak ordinélem.

e w:=sup{n: n € N} je prvni nekone¢ny ordinal, dalsim ordinalem je w + 1.

Definice. Aritemtické operace na ordinalech jsou definovany takto (rekurzivng, definujeme pojem
vzdy pro 0, pak pro izolované ordinaly a nakonec pak pro limitni ordinaly):

e S¢itani: a+0:=a, a4+ (f+1):=a+F+1, a+ f :=sup{a+¢&: £ < B} pro § limitni.
e Nasobeni: a-0:=0,a-(8+1):=a-8+ 8, a-f:=sup{a-§: £ < S} pro § limitni.

e Mocniny: o’ :=1, o1 := af - a, o® := sup{a’: ¢ < 8} pro S limitni.

Pozor: Operace s¢itani a nasobeni na ordinalech jsou asociativni, ale nejsou komutativni!

Tvrzeni 3. Soucet/soucin/mocnina ordindli je ordindl. Uspordddni na souctu a soucinu ordindld
je ddno pro ordindly o, 8 takto:

o a+f je isomorfni disjunktnimu sjednoceni o a 3, kde uspotrdddni na o a B zistane zachovdno
aa<bprokaidéacaabeb;

e a+ (3 jeisomorfni mnoZiné a x B s lexikografickym uspotdddnim, tj. (ay1,b1) < (ag,bs) pokud
a1 < ag, nebo ay; = as a zdroven by < bsy.

Zajimavost: kazdé ordinélni ¢islo a # 0 je mozné jednozna¢né napsat ve tvaru
a=wh -n1+...+wﬁ" C N,

kde 1 >...>fBran;eNproi=1,... k.

Priklady 4. Dalsi ordinélni ¢isla jsou

ww+lw+2,..., w-2,w-24+1,..., w-3, ..., w,...,w, W ...w T .



Kardinalni ¢isla
Definice. Ordinalni ¢islo a je kardindgl, pokud neexistuje bijekce na 8 pro 8 < a.

Tvrzeni 5. Pro kaZdou mnozinu X existuje pravé jeden kardindl k takovy, Ze X a k maji stejnou
mohutnost (tj. existuje bijekce mezi X a k). Pro kaZdou mnoZinu X tento jednoznaéné urcéeny
kardindl znacime symbolem | X]|.

Definice. Jsou-li , A kardinaly, pak jejich soucet, sou¢in a mocninu definujeme pifedpisem
K+Xi=lk+ A, &A=, £ :=|{f: N>k fje funkee}|

Tvrzeni 6. Je-li X mnozina, pak |P(X)| = 21X|. Navic, k < 2. Specidlné, pro kazdy kardindl
existuje vetst kardindl.
Tvrzeni 7. Operace souctu a soudinu na kardindlnich ¢islech jsou asociationi, komutationi a distri-

butivni. Pokud k, X jsou kardindly z nichZ alespoti jeden je nekoneény, pak £+ X = k- A = max{x, \}.

Definice. Rekneme, ze ordinal « je spoCetny, pokud |a| < w. Prvni nespocetny ordinal snac¢ime
symbolem w; (druhy symbolem ws atd).

Uvédomte si, ze vSechny ordinaly z Ptikladu 4 jsou spocetné a Ze supremum spocetnych ordinala
je spocetny ordinal.



