CVICENI 1

1. Double arrow space: Ukazte, Ze oteviené intervaly na linedrné usporadaném prostoru tvorii béazi topologie (tj.
spliiuji podminky (B1) a (B2)). Uvazujte pak

[0,1] x {0,1} := {(z,i): x € [0,1], i € {0,1}}

s lexikografickym uspofadanim, tj. (z,7) < (y,j) pravé kdyZz = < y nebo (x =y & i < j). Prislusnému usporadanému
topologickému prostoru fikdme double arrow space (nékdy také split interval). Dokazte, ze nasledujici systém tvoii
bazi topologie na tomto prostoru

B:= {{(0,0)}, (, 1)}} U{(a,b] x {0} Ua,b) x {1}: 0<a<b< 1)

2. Necht X je Sorgenfreyova pfimka, nebo double arrow space. Dokazte, Zze w(X) =2 a x(X) = w.
Dobrovolné navic: dokazte, ze X je separabilni (tj. existuje spo¢etna D C X kterd mé neprazdny prunik s kazdou
otevienou mnozinou) a odvodte, ze X neni metrizovatelny.

3. Mrowka-Isbell space: Soustava A nekoneénych podmnozin N se nazyva skoro disjunktni, jestlize pranik kazdych
dvou riznych mnozin z A je koneény. Pro skoro disjunktni A C P(X) definujeme Mrowka-Isbell space ¥(A) jako
mnozinu N U A s topologii zadanou pomoci oteviené béze okoli bodt nésledujicim zpisobem:

e pro n € N systém B(n) sestava z jednobodové mnoziny {n},
e pro A € A je baze okoli B(A) tvofena mnozinami typu U(A; F) := {A} U (A\ F), kde F' C N je konecna.

Dokazte, ze pak vskutku {B(z)},ey(4) splituje podminky (O1)-(O3) a tedy definice topologie vyse je korektni. Dale
ukazte, ze pokud je A nekonecny, pak x(¢¥(A)) = w, w(y(A)) = |A] a ¥(A) je separabilni (tj. existuje spofetna
D cC ¢(A) kterda ma neprazdny prinik s kazdou otevienou mnozinou). Odvodte, Ze pokud je A je nespoCetny pak
1(A) neni metrizovatelny.

Dobrovolné navic: dokazte, Ze existuje skoro disjunktni A C P(N) mohutnosti kontinuum.

4. K¥izkova topologie: Ukaite, Ze predpisem: A C R? je oteviena, pravé kdyz
V(z,y) e A Fe>0: ({z} x (y—c,y+e))U((z—c,z+e)x{y}) C A,

je korektné zadana topologie na mnoziné R?. Najdéte otevienou mnoZinu v této topologii, ktera neni oteviena v
Euklidovské topologii.
5. Dokazte, ze kazda baze B prostoru X obsahuje bazi C, Ze |C| = w(X).

Vhodné na referat: 1.-3.



CVICENI 2

1. Topologie generovana operaci uzavéru Dokazte nasledujici vétu: Je-li X topologicky prostor, pak pro zobrazeni
v: P(X) — P(X) definované predpisem ¢(A) := A plati

(C1) ¢(0) =

)

(C2) pro A € P(X) je A C p(4),

(C3) pro A, B € P(X) je p(AU B) = p(A) Up(B),
C4)

pro A € P(X) je o(0(A)) = p(A).

Navic, kdykoliv X je mnoZina a ¢: P(X) — P(X) je zobrazeni splitujici podminky (C1)-(C4) vySe, pak na X existuje
pravé jedna topologie, pro kterou plati ¢(A) = A pro kazdé A € P(X).

2. Topologie generovani operaci vnitifku Zformulujte a dokazte vétu analogickou jako ve cviceni II.1 vyse, kde
topologie bude dana vlastnostmi vnititku mnoziny.

3. Vlastnosti uzavéru DokaZte, Ze pro mnozinu A v topologickém prostoru X plati:
a) 0A=0(X\A) Db)dA=A\IntA c)A=AU0A d)IntA=A\OA e)d(AUB)COAUOIB
f)0(ANB) COAUOB g) X =IntAUJAUInt(X \ A) h)9d(A) CoA4 1i)o(ntA)C oA
j) A je oteviena < 9A = A\ A k) A je uzaviena <& 90A = A\Int A 1) A je obojetna < 9A =0
4. At X je Sorgenfreyova piimka nebo double arrow space. Dokazte:
a) Na X je baze topologie tvofena obojetnymi mnozinami a X je T, tj. {z} je uzaviena pro kazdé z € X.
b) V double arrow space jsou oba proprostory (0,1] x {0} a [0,1) x {1} homeomorfni podprostoru Sorgenfreyovy
primky.
c¢) Kazdy podprostor X je separabilni.
5. At A C P(N) je nespodetny systém nekoneénych mnozin, ktery je skoro disjunktni. At X :=1)(A) je
prislusny Mroéwka-Isbell space. Dokazte nasledujici tvrzeni:
a) Pokud A € A a F CN je konecna, pak U(A; F)' = {A} (tj. jedingm hromadnym bodem béazové oteviené mnoZiny
U(A;F)jebod A). b) Baze topologie na X sestava z obojetnych mnozin. c¢) A € A je hromadnym bodem S C N,
pravé kdyz ANS je nekonecna. d) X je separabilni, ale A C X je nespocetny uzavieny podprostor, ktery je diskrétni
a tedy neni separabilni.  e) X je T1, tj. pro kazdy bod = € X je {x} uzaviena mnozina. f) X je Hausdorfiv, tj. pro
kazdé dva riazné body x,y € X existuji disjunktni oteviené U € U(z) a V € U(y). g) Pokud A C P(N) je maximalni
skoro disjunktni, pak kazda spojita funkce f : ¢)(A) — R je omezena.

Vhodné na referat: 1. nebo 2., 4., 5.
(modfe oznaena tvrzeni jsou nejzajimavéjsi)

Dalsi poznamky k tlohdm: 3. budeme obcas pouzivat, jedna se o snadné cviCeni, které doporucuji vSem
studentiim si vyzkouSet (v piipadé nesnazi lze ditkazy najit ve skriptech)



CVICENI 3

1. Prostor [0,w;]: At [0,w1] = {a: a < w; je ordinél} je usporfadany topologicky prostor. Dokazte:

e [0,w;] ma bazi sestavajici z obojetnych mnozin a je Ty1.
2

e Plati, Ze wy € [0,w;), ale neexistuje spocetnd mnoZina (a tedy ani posloupnost) A C [0,w;) splitujici wy € A.

e Ukazte, ze kdykoliv je dana spojita funkce f : [0,w1] — R, pak existuje o € w; takové, ze f je konstantni na
[, wr].

e Naleznéte priklad funkce f : w; — R, ktera neni spojita a presto kdykoliv (x,) je konvergentni posloupnost v
[0,&)1] a rn, — x, pak f(xn) - f(x)

2. Niemytzkého rovina: Necht X = {(x,y) € .R?: y > 0} s nasledujici topologii. Body z = (z,) s kladnou druhou
soufadnici maji za bazi euklidovska okoli U(z,r) = {t € X : ||t — 2|2 < r}, r > 0, zatimco body z = (x,0) maji za
béazi okoli mnoziny {z} U D,, r > 0, kde D, := U((z,r),r) pro r > 0.

a) Ukazte, ze X je topologicky prostor (tj. ovéite Ze systém okoli splituje (O1)-(03)). Topologii na X ozna¢me 7*.

b) At 7 je Euklidovska topologie na X. Ukazte, ze 7 C 7*. Specialné, X je Tb.

c) Ukaizte, 7e X je TS%' Hint: zvolte A C X uzavienou a b ¢ A. Pokud je b € R x (0,00), najdéte U € U,(b) Ze
U C X \ A as pomoci uplné regularity (X, 7) najdéte spojitou funkei f : (X, 7) — [0, 1], ktera oddéli b a X \ U, tato
funkce pak bude spojita i vacéi 7. Pokud je b = (¢,0) pro n&jaké ¢ € R, pak zvolme § > 0 ze {b} UDs C X \ A a
ukazte, 7e funkce f : X — [0, 1] definované jako f(b) = 0, f(y) = 0 pro y ¢ {b} U Ds a f((z,y)) = |[(z,y) — b||?/20y
pro (z,y) € Ds oddéluje b a A a Ze tato funkce je spojita nebot f~1([0,a)) = Dy a f~1((a,1]) = X \ Dg.

d) Ukazte, ze X neni Ty. Hint: Uvazme A := Q x {0} a B = (R\ Q) x {0}, dokazte Ze se jedna o uzaviené mnoZziny.
Pro spor predpokladejme, ze U a V jsou disjunktni oteviené, U D A a V O B. Pro z € R\ Q najdéme r, > 0 ze
{(z,0)}UD,, CV auvazujme S,, := {z € R\ Q: r, > 1/n}. Pak Q a S, n € N pokryvaji (R, 7) a z Bairovy véty
nalezneme ng a otevieny neprazdny interval (a,b), ktery je obsazen v S,,. Zvolte ¢ € QN (a,b) a ukaizte, ze kazdé
7*-0koli (¢, 0) protne V', coz je spor s tim, ze U NV = ().

3. Dokazte, Ze prunik 7 topologii na dané pevné mnoziné je opét 71 topologie. Plati obdobné tvrzeni
pro 1y a T, topologie?

4. Dalsi vlastnosti kiizkové topologie: Dokaite, ze R? s kifzkovou topologii nemé spocetny charakter v zadném
bodé. Piesto viak ke kazdému bodu = € R? existuje spocetné mnoho okoli U, ze {x} = (Uy,.

Vhodné na referat: 1. - 4. (2. je trochu delsi .. na referat je bod 2d) volitelné navic)



CVICENT 4

1. Soucdiny metrizovatelnych prostort: Necht I je nespodetnd mnozina a nacht X;, ¢ € I jsou metrizovatelné
prostory které maji alespoii dva body. Dokazte, [ [; X; neméa spocetny charakter (a tedy nespocetny soucin netrivialnich
metrickych prostorii neni metrizovatelny).

2. Prostor 2/: Uvazujme 2 = {0, 1} s diskrétni topologii a necht I je nespocetna mnozina. Dokazte:

a) Pokud I je nespocetnid mnozina, uvazujme nulovou posloupnost o (tj. o(i) = 0, i € I) a mnozinu D sestavajici s
posloupnosti, které maji hodnotu nula nejvyse na spo¢etné mnoha soufadnicich (tj. d € D iff |[{i: d(i) = 0} < w).
Ukazte, Ze pak o € D ale neexistuje zadna spocetna podmnozina (a tedy ani posloupnost) A C D splijici o € A.

b) Dokaite, 7e pokud |I| > 2%, pak 2 neni separabilni. (Hint: Pokud je dana hustd podmnozina D C 2!, dokazte Ze
zobrazeni I 3 i+ D; := DN {x: z(i) = 0} € P(D) je prosté a tedy bude |I| < 2/P1)

Mizete se pokusit postup dikazu dale zobecnit a dokazat, ze pokud |I| > 2* a X, i € I jsou alesponn dvoubodové T
prostory, pak [[; X; neni separabilni.

3. Separabilita prostoru 2!: Dokazte, 7e 2F je separabilni prostor.

Hint: Ozna¢me jako J mnozinu vSech zobrazeni ¢ : S — {0,1}, kde S = {I1,...,I,} je kone¢na mnozina po dvou
disjunktnich racionélnich intervali. Pro kazdé ¢ € .J zvolme f,, € 2% tak, ze f,(z) = p(I) kdykolivaz € I a I € dom(p).
Dokazte, Ze {f,: ¢ € J} je spofetnd hustd podmnozina 2%.

Pozndmka: Plati dokonce obecnéjsi véta (Hewitt-Marczewski-Pondiczery): soudin nejvySe |R| (tj. kontinuum mnoha)
separabilnich prostoru je separabilni.

4. Souciny konvergentnich posloupnosti: At X = {0} U {% n € N}. Pro¢ nejsou zadné dva z prostori X, X2,
X3 homeomorfni?

5. Prostor realnych funkci s topologii bodové konvergence:

a) Necht H(R) C Cp(R) zna¢i mnozinu vSech homeomorfismii z R na R. Je H(R) husta v C,(R)?
b) Necht U C Cp(R) je mnozina vSech stejnomérné spojitych funkei z R do R. Je U husta v C,(R)?
c) Je spojité zobrazeni I : Cp(R) — R dané predpisem I(f) := f01 fx)dz?

d) Je spojité zobrazeni P : C,([0,1]) — C,([0,1]) dané predpisem P(f)(t) := fg f(z)da?

6. Dokazte, Zze C,(R) neméa spocetny charakter, ale pro kazdé f € C,(R) existuje posloupnost (V},)22,
otevienych okoli f splijici {f} =2, Vp.

Vhodné na referat: 1. - 6.



CVICENI 5

1. Kvocient nezachova spocetny charakter:

a) Uvazujme kvocient prostoru R? podle nejménsi ekvivalence ~, pro kterou (y,0) ~ (y/,0) pro y,3’ € R. Dokazte, Ze
pak bod ¢(0,0) neméa spocetny charakter v prostoru R?/ ~.

b) Uvazujme kvocient prostoru N x [0,1] podle nejmensi ekvivalence ~, pro kterou (n,0) ~ (m,0) pro n,m € N.
Rozhodnéte, zda je tento prostor homeomorfni podprostoru roviny, ktery je tvofen vSemi uzavienymi dseCkami spo-
jujicimi pocatek s body (1,27"), kde n € N.

2. Priklady prostorti, které nejsou normalni:

a) S pomoci Tietzeho véty dokazte, Ze pokud separabilni Hausdorfav topologicky prostor ma diskrétni podprostor
mohutnosti kontinua, pak neni normalni. (Specialné, uvédomte si ze tedy Mrowka-Isbell space 1(A) neni norméalni
pokud A mé mohutnost kontinua a také ze tento argument lze pouzit k dikazu, ze Niemytzkého rovina neni normaélni. )
b) Necht A C P(N) je maximéalni skoro disjukntni a X := 1 (A) je Mrowka-Isbell space. Naleznéte pak explicitné
zadanou realnou funkci definovanou na uzaviené podmnoziné X, kterou neni mozné rozsitit na cely prostor X . (PouZijte
k tomu znalosti o Mrowka-Isbell space, které zname z predchozich cviceni.)

3. Funkcionalné oteviené a uzaviené mnoziny: Bud X topologicky prostor. Mnozina Z C X se nazyva zero
mnoZina, pokud existuje spojita funkce f: X — R takova, ze Z = f~1({0}). Mnozina C C X se nazyva cozero
mnoZina, pokud existuje spojita funkce f: X — R takova, ze C' = f~1(R\ 0). DokaZte nasledujici tvrzeni:

a) Doplnék cozero mnoziny je zero mnoZina a v metrizovatelnych prostorech jsou cozero mnoZiny pravé vechny
otevrené.

b) Ukaizte, ze C C X je cozero mnozina, pravé kdyz existuje spojita funkce f: X — R a oteviena mnozina G C R tak,
ze C = f~1Q).

¢) Spocetné sjednoceni a kone¢ny prinik cozero mnozin je cozero mnozina. Dejte piiklad, Ze nekonecné sjednoceni a
nekone¢ny priunik cozero mnozin nemusi byt cozero mnozina.

d) Dokazte, ze kazda zero mnozina je Gs a pokud je X normélni prostor, pak kazda cozero mnoziny splyvaji s uza-
vienymi mnozinami, které jsou Gj.

Vhodné na referat: 1. - 3.



CVICENI 6

1. Kompaktnost double arrow space: Reknéme, 7e linearné usporadany prostor (X, <) je dplny svaz, pokud kazda
(i prazdna) podmnozina A C X mé supremum a infimum. DokaZte:

a) (X, <) je dplny svaz pravé kdyz kazda (i prazdna) podmnozina A C X méa supremum.

(Hint: Dokaizte, ze inf A = sup{z € X: < a pro kazdé a € A}.)

b) Pokud (X, <) neni aplny svaz, pak usporadany topologicky prostor X neni kompakt.

¢) Pokud (X, <), (Y, <) jsou uplné svazy, pak (X x Y, <j..) je také uplny svaz (kde <j, je lexikografické uspotradant,
tj. (2,Y) <iex (2',y') pravé kdyz < 2’ nebo z =2/ a y < ¢/).

d) Odvodte, ze double arrow space je kompaktni prostor.

2. Lindel6fovskost v metrizovatelnych prostorech: Necht X je metrizovatelny prostor. Dokazte, Ze X je sepa-
rabilni, pravé kdyz je Lindelofuv. Plati tato ekvivalence i pro nemetrizovatelné prostory?

3. Kompaktnost neimplikuje sekvencialni kompaktnost: Necht |I| = 2¥. Naleznéte v 2/ posloupnost, ktera
nema konvergentni podposloupnost. (Stéle je ale 2! kompaktni prostor dle Tichonovovy véty.)

4. Limita podle ultrafiltru v kompaktnich prostorech: Filtr na mnoziné X je soubor F C P(X) spliujici
e F£0,0¢F,
e jsou-li Fy, Iy € F, pak FyNFy € F,
eje-li Fe FaFCGCX,pak GeF.

Filtr F se nazyva ultrafiltr, pokud pro AU B € F je A € F nebo B € F.

a) Dokazte, Ze filtr je ultrafiltrem pravé kdyz se jednd o maximélni filtr vzhledem k inkluzi a Ze pro kazdy filtr F
existuje ultrafiltr & O F.

b) Je-li (z;);er net v topologickém prostoru X a F je filtr na mnoziné I, pak fekneme %e x € X je limitou (x;) podle
filtru pokud pro kazdé U € U(x) plati {i € I: x; € U} € F. Znatime x = limr x;. DokaZte, Ze kdykoliv z je limitou
(x;)ier podle filtru F na mnoziné I spliujiciho {[ig, —): ig € I} C F, pak z je hromadnym bodem netu (z;);e;-

c) Dokazte, ze X je kompakt pravé kdyz pro kazdy net (x;);cs a kazdy ultrafiltr F na mnoziné I existuje limr ;.

Vhodné na referat: 1. - 3. (u tulohy 1. si muzete vybrat zda chcete fesit a) a b), nebo a) a c); d) je volitelné
navic)



CVICENI 7

1. Hellyho prostor: Ozna¢me I = [0, 1] anecht H je podprostor topologického soucinu I7, H = {f € I': f je neklesajici}.
Dokazte: a) H je kompaktni b) Kazda f € H ma spocetny charakter ¢) H je separabilni

d) H obsahuje nespocetny diskrétni podprostor (a tedy nemé spoc¢etnou vahu a neni metrizovatelny)

2. C,([0,1]) je normalni prostor: Dokazte postupné nasledujici tvrzeni.

a) Kdykoliv X je topologicky prostor, pak Cp,(X) je Ty 1.

b) Dokazte, ze pokud mé topologicky prostor X spocetny network, pak je Lindeloftv.

(N C P(X) je network, pokud pro kazdé = € X a U € U(x) existuje N € N spliwjici x € N C U).

c) Dokazte, ze pokud (B,,) je spocetna baze [0, 1] a (Cy,) spoCetna baze R, pak kone¢né priniky mnozin

F(n,m) = {f € Cp([0,1]): f(Bn) C Cm}

tvoii spocetny network prostoru Cp(10, 1]).

d) Z informaci vySe a véty z prednasky odvodte, ze Cy([0,1]) je normalni prostor.

(Priklad vySe se muzete pokusit zobecnit a dokazat, ze kdykoliv K je metrizovatelny kompakt, pak C,(K') je normalni.)
3. Spojité funkce na double arrow space: Necht X je double arrow space (vime o ném jiz, Ze je kompaktni). Pro
kazdé ¢t € (0,1) uvazujme funkci f; : X — R definovanou pfedpisem f;((s,i)) = 0 pokud s < ¢ nebo (s,i) = (¢,0) a
fi((s,7)) = 1 pokud s < t nebo (s,i) = (t,1). Polozme F := {f;: t € (0,1)}. Dokazte, ze pak

a) ' C Cp(X) b)F CCy(X) je diskrétni podprostor  c¢) F' C Cp(X) je uzavieny

d) Odvodte (s pouzitim vysledkd z minulych cviceni), ze C,(X) neni normalni.

(Z predchoziho cviceni pak vyplyva, ze C,(X) neni Lindel6fitv a nemé spocetny network.)

Vhodné na referat: 1. a)+b), 1. ¢)+d), 2., 3.



CVICENI 8

1. Analogie Stone-Weierstrassovy véty pro topologii bodové konvergence: a) Je pravda, ze pro kazdou
funkci f € Cp(R) existuje posloupnost polynomu p,, € C,(R) Ze p, — f v topologii bodové konvergence?

b) Je pravda, ze pro kazdou funkci f € C,(R) existuje posloupnost polynomi p,, € Cp(R) ze p, = f?

c) Dokazte, ze pokud X je Hausdorffav topologicky prostor a A C Cp(X) je okruh obsahujici konstanty a oddélujici
body, pak A je husté v Cp(X).

(Hint: Pro bazové okoli dané kone¢nou mnozinou F' C X pouzijte Stone-Weierstrassovu vétu v prostoru C(F').)

2. Jednobodova kompaktifikace Mrowka-Isbell space: Necht A C P(N) je soustava nekone¢nych podmnozin,
ktera je maximalni skoro disjunktni a necht X = 1 (.A) je pfislusny Mrowka-Isbell space. Dokazte:

a) X je lokalné kompaktni (toto plati pro jakoukoliv A skoro disjunktni, ne nutné maximialni). Ozna¢me pak Xy =
X U{oo} jeho jednobodovou kompaktifikaci.

b) Podmnozina A C Xy je uzaviené, pravé kdyz je sekvencidlné uzaviend (tj. limita kazdé konvergentni posloupnost
sestavajici z prvki mnoziny A je prvkem mnoZiny A).

¢) Prostor Xy neni Fréchet-Urysohnitiv, tj. existuje bod z a mnozina A C Xy spliiujici x € A ale neexistuje posloupnost
() prvka z A Ze z, — x (v naSem piipadé zvolte z = co a A = N).

(Hint: muzete se pokusit pouzit navod feseni dostupny zde:

https://dantopology.wordpress.com/2024/08/01/a-compact-non-frechet-space-defined-using-almost-disjoint-

Pozndmka: V roce 1980 prof. Petr Simon (dlouholety prednéasejici kurzu Obecna topologie na MFF) publikoval ¢lanek,
kde sestrojil prvn{ zndmy piiklad Fréchet-Urysohnovych prostori X a Y, jejichz souc¢in X x Y néni Fréchet-Urysohntiv.
Tyto prostory byly sestrojeny jako dva rtzné Mréwka-Isbell space pro dvé vhodné maximélni skoro disjunktni familie
.Al a AQ.

3. Kompaktifikace Sorgenfreyovy primky:

a) Dokazte, ze double arrow space, ze kterého odebereme body (0,0) a (1,1), je kompaktifikaci Sorgenfreyovy piimky.
b) Je Sorgenfreyova pfimka lokalné kompaktni prostor?

Vhodné na referat: aspon dvé cviceni z 1., 2a + aspon jeden z bodu 2b nebo 2c, 3.



CVICENI 9

1. Cechova-Stoneova kompaktifikace diskrétniho prostoru: Necht I je mnozina a necht K; oznacuje mnozinu
vSech ultrafiltrii na I. Pro A C I definujme Uy := {U € K;: A € U}. Dokazte nasledujici tvrzeni.

a) Existuje jednozna¢ne urcené topologie 7 na K7, jejiz baze topologie je {Us: A C I}.

b) Topologicky prostor (K, ) je Ty a je také nuldimenzionalni.

c¢) (K7, 7) je kompaktni.

d) Mnozina v8ech obojetnych mnozin v K je rovna {Us: A C I}.

e) Uvazujme na I diskrétni topologii a definujme zobrazeni e : I — K piedpisem e(i) := {A C I:i € A}. Pak e je
dobte definované a (e, K1) je kompaktifikace diskrétniho prostoru I.

f) (e, K1) je Cechova-Stoneova kompaktifikace diskrétniho prostoru I.

(Hint: Dokazte ze kazdou f : I — [0, 1] je mozné spojité rozsirit. Postupovat muzete napiiklad néasledujicim zpisobem.
Pro U € K poloite Ay := {f(A): A € U}. Ovéite ze Ay ma konetnou priinikovou vlastnost a z kompaktnosti [0, 1]
pak zvolte g(U) € (). Ay, timto zptasobem budete mit definovano g : K1 — [0, 1]. Ukazte, ze pak goe = f. Bude zbyvat
dokazat spojitost g. To miZete provést napriklad tak, Ze pro W’ okoli bodu g(U) zvolite oteviené okoli W splijici
gU) e W Cc W C W', polozite A := f~1(W) a ukazete, Ze pak U, je okoli bodu U spliwjici g(Ua) C W)

2. Prostor SN: MuZete pouzivat bez dikazu vysledek predchoziho cvic¢eni, ktery dava popis prostoru SN jako prostoru
ultrafiltri na N. DokaZzte nésledujici.

a) V prostoru SN neexistuje netrivialni konvergentni posloupnost.

b) Kdykoliv W C N je oteviena mnozina, pak W je také oteviena. (Hint: polozte A := e~ (W) a zkuste dokéazat, Ze
W=A" =Uu.)

c¢) Dokazte, ze mohutnost AN je 22°. (Hint: uvazujte spojité zobrazeni spocetného diskrétniho prostoru w na spocetnou
hustou mnozinu v kompaktu 22°. Toto zobrazeni rozsifte na N — 22° a ukazte, Ze jde o zobrazeni na.)

Pozndmka navic: Muzete si zkusit rozmyslet, Ze obecné pro Hausdorffav prostor X plati | X| < 924(%)

ukazuje Ze v této nerovnosti muze nastat rovnost.

, priklad vyse

Vhodné na referat: aspon tii cviceni z 1., 2a, 2b, 2c.



CVICENI 10

1. Normované linearni prostory, které ne/jsou tiplné metrizovatelné/Bairovy.

a) Necht je dan normovany linearni prostor X se spocetnou algebraickou dimenzi (tj. existuji vektory (e,) spliujici
X = span{e,: n € N}). Dokazte, Ze pak X neni Bairuv a tedy neni uplné metrizovatelny.

(Hint: PouZigte znamy fakt, Ze podprostory konecné dimenze jsou uzaviené.)

Jako dusledek odvodte, ze P([0,1]) := {f € C([0,1]): f je polynom} C C([0,1]) je normovany linearni prostor, ktery
neni Bairtv.

b) Je C,([0,1]) Bairav prostor?

c) Ukazte, ze kazdy tipIné metrizovatelny normovany linearni prostor je Banachiiv.

(Hint: Zvolte ziplnéni X prostoru X a ukazte, Ze kdykoliv xg € X pak (xo+ X)NX #0.)

d) Dokazte, ze existuje normovany linearni prostor, ktery neni aplné metrizovatelny ale je Bairav.

(Hint: V nekoneéné-dimenziondlnim Banachové prostoru X naleznéte algebraickou bizi B a z ni vyberte prostou
posloupnost (e,). Pak ukazte, Ze existuje k € N spliiujici Ze Y = span(B \ {en: n > k}) neni pruni kategorie v X.
Rozmyslete si, Ze Y C X je husty podprostor a proto nent ani proni kategorie v sobé. Uvédomte si, Ze Y =, Uy (0,n)
a tedy ani Zadnd oteviend koule v'Y neni proni kategorie v sobé, z ¢ehoZ plyne Ze Y je Bairiv.)

2. Konstrukce isometricky universalniho separabilniho metrického prostoru.

a) Necht (X, p) je libovolny neprazdny metricky prostor. Pak fekneme, ze f : X — [0,00) je Katétova funkce pokud
[f(x) = f(y)] < plx,y) < f(x) + f(y) pro kazdé z,y € X. Ukazte, ze f je Katétova funkce pravé kdyz existuje
metrika p’ na mnozing X’ = X U {*} rosifujici metriku p a spliwjici p'(x,2) = f(z) pro kazdé x € X. Na mnoziné
K(X):={f:X —[0,00): f je Katétova funkce} definujme dale metriku d predpisem d(f, g) := sup,cx |f(z) —g(z)|.
Dokazte, ze d je opravdu metrika na K(X) a ze (K(X),d) je uplny metricky prostor.

b) Pro Y C X definujme sy : K(Y) — K(X) predpisem sy (f)(z) := inf ey (f(y) + d(z,y)) pro f € K(Y) az € X.
Ukazte, Ze Ky je isometrické vnofeni a ze (ky f)|y = f pro f € K(Y).

¢) Definujme Ko(X) C K(X) predpisem

KX) = |J K@) (more precisely: Ko(X) = |J  {sr(f): fe K(Y)}).

P#Y CX konecn4 P#Y C X kone¢na

Dokazte, ze h : X — Ky(X) definované piedpisem h(z)(y) := p(x,y) pro z,y € X je dobfe definované isometrické
vnofeni. Déle ukazte, ze pokud je X separabilni, pak je také Ko(X) separabilni.

d) Ukazte, ze pokud ) # Y C X je koneény a na mnoziné Z = Y U {x} je dana metrika dz rozsiijici p|lyxy, pak
kdykoliv 7 : Y — X je isometrické vnofeni, existuje isometrie ; : Z — Ko(X) spliwjici ;‘Y =hoj.

e) Polozme X := X a X,,41 := Ko(X,) pro n € N. Pokud ztotoznime X,, s podmnozinou X,, 1, miZzeme uvazovat
metricky prostor |J,cy Xn (rozmyslete si formalni provedeni) a jeho ziplnéni U. Ukazte, Ze pak U je separabilni
a obsahuje isometrickou kopii kazdého separabilniho metrického prostoru (nezéavisle na tom, s jakym neprazdnym
metrickym prostorem X jsme konstrukei zapocali).

Vhodné na referat: la+1c, 1d, 2a+2b, 2¢, 2d+2e



CVICENI 11

1. Dokazte, ze [0,1]“" neni G5 podmnozina [0, 2]*!.

2. Sorgenfreyova piimka - ¢echovska uplnost a Bairtv prostor.

a) Dokazte, ze Sorgenfreyova piimka S neni G5 ve své kompaktifikaci D dané jako double arrow space bez bodi (0, 0)
a (1,1) (viz. cvifeni 8.3).

(Hint: Mdame S = (0,1) x {1} € D = (0,1] x {0} U [0,1) x {1}. Pro V. C D otevienou spliiujici S C D dokazte,
zZe S(V) = {x € [0,1]: (z,0) € V} je oteviend hustd mnoZina v iplném prostoru [0,1]. Kdyby byla S = (| Vy, pak s
pomoci Bairovy véty dostaneme x € (), S(Vy,), pak ale (x,0) € (), Vo \ S coZ je spor.)

b) Dokazte, Ze Sorgenfreyova piimka je Bairiv prostor.

3. Dokazte, Ze N“! neni ¢echovsky aplny prostor.



