Cviceni z NSTP022
7. tyden cviceni (1.-5.4.2013)

Borelova a Cantelliho véty

1. Nekonecéné krat hodime symetrickou Sestisténnou kostkou. Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti

(a) padne Sestka v nekoneéné mnoha hodech,
(b) padne Sestka ve vSech az na koneéné mnoho hod,

(c) padne nekoneéné krat 100 Sestek za sebou.

2. Nechf X7, Xs,... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s exponenci-
alnim rozdélenim s parametrem A = 1. Urcete pravdépodobnost, ze

a) nekonecéné krat nastane jev A; = [XZ- > In z’2],

(
(b) nekonecné krat nastane jev A; = [X1 > Ini?|,
(c) nekonecné krat nastane jev A; = [Xi > In i],
(

d) nekonecné krat nastane jev A; = [X 1>1n z]

3. Necht {X,,}5°; je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in, pro které P(X, =0)=1—-1/na
P(X,=1)=1/n.
(a) Zjistéte, zda X, konverguje k 0 v pravdépodobnosti.
(b) Ukazte, ze X,, nekonverguje k 0 skoro jisté.
m
4. Nechf mé veli¢ina X hustotu f(z) = x—| e * prox >0 a f(x) =0 jinak, kde m € N.
m!

(a) Spocitejte EX a var X.
(b) Pomoci Cebysevovy nerovnosti ukazte, ze plati

m
P(0 <X <2(m+1)) Zm+1'

5. Necht X, jsou nezévislé a stejné rozdélené ndhodné velic¢iny. Ukazte, ze
(a) je-li E|X:| = oo, pak s pravdépodobnosti jedna nastane nekone¢né mnoho jevii [|Xp| > n].
(b) je-li E|X1| < oo, pak s pravdépodobnosti jedna nastane nejvyse koneéné mnoho jevi
[[Xn| > n].
(c) Polozte Y,, = % Vyuzijte predchozich vysledki a dokazte, ze pokud E|X1| = oo, pak Y,
nekonverguje skoro jisté k nule.
(d) Dokazte, ze Y,, konverguje v pravdépodobnosti k nule.



Opakovani z prednasky

Definice. Necht Aj, Ao, ... je posloupnost ndhodnych jevi. Oznaéme
o0 o0 o o0
limsup A,, = ﬂ U Ay, liminf A,, = U ﬂ Ap. (7.1)
n—oo n=1k=n neree n=1k=n

Jev limsup,,_,., A, znamend, ze nastalo nekonecné mnoho jevi A,, jev liminf, .. A, znamena, ze
nastanou vSechny A, aZ na kone¢né mnoho.

Plati .
<lim sup An> = liminf A7. (7.2)

n—00 n—00

Priklad: Necht 2 = {0,1} a uvazujme posloupnost jevi {0},{1},{0},{1},{0},{1},..., pak jejich
lim sup je {0,1} a jejich liminf je (.

Borel-Cantelliho 0-1 zakony:
e (Cantelli) Je-li {A,} posloupnost jevi takovych, ze Y ° ; P(A,) < oo, pak

P(lim sup An> =0. (7.3)

n—oo

e (Borel) Necht je {A,,} posloupnost nezavislych jevi. Pak

oo
P(nmsup An) =0, jeli > P(A,) < oo, (7.4)
n—oo n=1
oo
P(limsup An) =1, je-li Z P(A,,) = cc. (7.5)
n—oo n=1
Konvergence v pravdépodobnosti a konvergence s.j. Necht X1, X5,... a X jsou ndhodné

veli¢iny definované na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Rekneme, ze X,, konverguje k X skoro
jisté (s.j.), jestlize

Pw: nh_)n(;lo Xp(w)=X(w)) =1 (7.6)
Tj. pro skoro vsechna w €  plati, zZe X,(w) — X(w). Jednd se tedy o konvergenci skoro vsude
vzhledem k mire P.

Rekneme, ze X,, konverguje k X v pravdépodobnosti, jestlize
Veso lim P(w: [Xp(w) — X (w)| >¢€) = 0. (7.7)
n—oo

Tj. mira mnoziny téch w € Q, pro které | X,(w) — X(w)| > ¢, konverguje k nule. Jedna se tedy
o konvergenci v mive P .

Cebysevova nerovnost: Je-li X € Ly, pak

var (X)

P(IX —EX|>¢) < =

pro vSechna ¢ > 0. (7.8)



Vysledky

a

1, (b) 0, (c) 1.
» (b) 0, (¢) 1, (d) 0.

(a)

(a) 0

. (a) plati X, il 0, (b) neplati X;,, — 0 s.j.
(a)
(a) a

a) EX=m+1,var(X)=m+ 1L

a) a (b) plyne z 0-1 zakond (Borelova véta) a z nerovnosti

ZP(\X\ >n) — 1 <E|X] < ZP(|X| >n),
n=0 n=0
které plati pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X (viz napf. Lemma 4.7. ve skriptech).
(c) Plyne z definice konvergence skoro jisté a z toho, Ze dle (b) nastane nekoneéné mnoho jevi
(1Y, <1].
(d) Plyne z definice konvergence v pravdépodobnosti.



