2 Diferencialni rovnice

2.1 Modely riastu

V této kapitole budeme zabyvat jednoduchymi deterministickymi modely rtastu, napiiklad
ristu populaci, objemu né&jaké komodity apod. Funkce y(¢t) > 0 bude oznacovat velikost

populace v Case t, pokud nebude fec¢eno jinak. Model bude urcen diferencialni rovnici, ktera

PP .o . , . . d . . .
udéava zavislost rychlosti riistu v case t, popsané derivaci d—?, na velikosti populace v Case t.

Diferenciélni rovnice vzdy bude tvaru

at=oro(f):

kde g je dana funkce a a, k > 0 jsou neznamé konstanty (parametry). Model tedy obsahuje ¢ast
odpovidajici linearni zavislosti rychlosti ristu na soucasné velikosti populace, tato zavislost
je vSak korigovana zvolenym tvarem funkce g.

Exponencialni rast

g(x) = 1. Prisludna diferencialni rovnice je tvaru

d
d—i:ay, a > 0.

Jeji Teseni je tvaru
y(t) = be, (7)

kde a > 0,b > 0 jsou parametry. Toto je klasicky model neomezeného ristu pii dostatku
zdroju.

Logisticky rtust

g(z) =1 — z. Diferencialni rovnice

dy Yy
E ay(l - E) (8)
ma TeSeni ve tvaru
k
)= ——
vt = (9)

kde a,b,k > 0 jsou kladné parametry zajistujici, ze vysledna funkce y(t) bude rostouci.
Povsimnéme si, Ze plati

0<y(t) <k, tekR; lim y(t) = k.

t—o00

Rist podle logistické funkce je tedy omezen saturacni hodnotou k a odpovida situaci, kdy ma
populace k dispozici jen omezené zdroje. Funkce je symetricka kolem inflexniho bodu ¢ = %.



Gompertzova krivka

g(z) = — Inz. Diferencialni rovnice

dy

oW In(y/k)

ma TeSeni ve tvaru
y(t) = k:exp{befat},

kde a,k > 0, b < 0. Také tato funkce je rostouci, ma satura¢ni droven rovnu k, ovsem funkce
neni symetrickd kolem inflexniho bodu. Tento model se pouZiva napiiklad k vyrovnavani
tabulek amrtnosti ((1 —y(t)) ~ podil lidi dozivajicich se véku ¢, nejde tedy o vyvoj populace
v Case jako vyse).

2.2 Odhady parametrt ristovych krivek

Funkce, které chceme prokladat daty, nejsou linearni funkci hledanych koeficientti. Proto
nelze piimo pouzit metodu nejmensich ¢tverca z kapitoly 1. Nékdy je ale mozné funkci pre-
perametrizovat tak, aby se metoda nejmensich ¢tverct pouzit dala.

Odhady parametri exponencialni kfivky

Misto rovnice (7) pouzijeme rovnici
In(y(t)) = at + In(b),

s neznamymi parametry a a In(b) a zavislou proménnou {In(yy, )}’ ;.

Odhady parametri logistické k¥ivky pomoci upravené MNC

Diferencialni rovnici (8) aproximujeme diferenéni rovnici

Ay, _ (1 B yn)
At Y k)’

a tu upravime tak, abychom mohli odhadnout parametry a a a/k pomoci MNC s nezévislou
Ayti
Ye; Aty

promeénou ¥, a zavislou proménnou . Odhad parametru b potom dopocitame z rovnice

pro In(b) odvozené z (9) s dosazenymi odhady a, k, pramérovanim pies viechna pozorovana
data.

Takto ziskany odhad parametri logistické kifivky je hruby, lze ho nicméné jesté vylepSit, opét
pomoci metody nejmensich ¢tvercti. Zavedeme novou parametrizaci

o d
y( ) - c+ e—(a1+6)t’
kde
a=ay+¢e, b=1/c, k=d/c, (10)



a ajp je puvodni hruby odhad parametru a, ktery chceme vylepSit. Pro malé hodnoty ¢ lze
psat e=¢t ~ 1 — et. Timto zptisobem pifechazime k modelu
d

o~ =1 .n.
Y, cteuti(l—et;) ? ) N

Po apravé dostaneme model v linearnim tvaru:
—a1t;

yre” M~ d — cyg, + etiyre

Metodou nejmensich ¢tverci dostaneme nové odhady parametri:

d
c | =F'F)FTY,
g
kde
1 —y,  tiyye h yp, et
F=|: z a V= :
1 =y, toy,e yp, et

Nyni dosazenim do reparametrizace (10) ziskdme opravené hodnoty parametri. Tuto opravu
odhadu je mozné providét opakované, potom dostavame iterac¢ni postup.

Odhady parametria logistické kiivky Newton-Raphsonovou metodou

Alternativné muzeme pii odhadu parametra logistické kiivky vychazet pfimo z minimalizace
praumérné kvadratické odchylky pozorovanych hodnot od modelu. Abychom nalezli argument
minima nelinearni funkce, pouzijeme klasickou Newtonovu metodu (opét iterativni postup).

Ukolem je nalézt minimum funkce
n k 2
S(k’b’a):;<yl_1+be“tz> :

Predpokladame, ze mame k dispozici po¢atecni hodnoty (ko, bo, ag), které jsou relativné blizko
skute¢nym parametrtim, resp. skute¢nému bodu minima. Tyto hodnoty miZeme ziskat na-
priklad pomoci predchozi metody.

Myslenka Newtonovy metody ve zkratce: S(k,b,a) si rozvineme v Taylorovu fadu druhého
fadu kolem bodu (kg, by, ap):

S(k,b,a) = S(ko, bo, ao) + VS(ko, bo, ao)” (k — ko, b —bo,a — ag)” +
1
§(k — ko, b — by, a — ag)V2S(ko, bo, ao) (k — ko, b — bo,a — ag)”,

pfi¢emz zbytkovy ¢len zanedbavame. Hledame bod minima S, tedy bod, kde VS(k,b,a) =
(0,0,0)7. Derivaci obou stran a dosazenim dostaneme rovnici

VQS(kOa b07 aO)(k - kOv b— b07 a — G‘O)T = —VS(]C(), bOv aO)a
kterd nam udava, jak pocitat novou hodnotu iterovanych parametrt z vychozich hodnot.

Opakujeme tedy vypocet odchylek mezi hodnotami (ky, by, an) a (knt1,bn+1,ans1) podle
vzorce

VQS(kna bna an)(kn+l - kna bn+1 - bna An+1 — an)T = —VS(k'n, bn» an)a

dokud nedoséhneme pozadované presnosti.



2.3 Dopliovani rezerv v davkové definovaném penzijnim fondu

Zaméstnavatel ma jako benefit pro své zaméstnance penzijni fond, kam zaméstnanci plati
prispévky a odkud se jim pak vyplaci dichod. Uvazujeme spojity model pro vysi fondu.

Teoreticky model v (1)

= =3V(t)+ P(t) - R(t)

V (t) vySe rezervy v Case t

P(t) teoreticka intenzita piispévku do fondu
R(t) intenzita vyplaceni dichodu

d intenzita troku

Skuteény stav dF(#)

pricemz F'(0) # V(0).
F(t) skute¢na vyse fondu

C(t) skutecna intenzita prispévka do fondu

Problém: Stanoveni potiebné vyse skuteénych prispévka: C(t) = P(t) + A(t)(V (t) — F(t))
resp. stanoveni A(t).

Odectenim rovnice teoretického modelu a rovnice popisujici skutec¢ny stav dojdeme k rovnici

V() = F(t) =0(V(t) - F(t) + P(t) - C(t) = (0 = A@®))(V(?) = F(t)).

Reseni této rovnice je tvaru

V(t) — F(t) = (V(0) — F(0)) exp {—/0 (\(u) — §) du} .

Oznaéme @, = [y’ e %dt = (1 — e~%")/§ pocatecni hodnotu jednotkového finanéniho toku
odpovidajici ¢asovému intervalu [0,n]. Chceme, aby po¢atecni vychylka V(0) — F(0) byla
splacena za n let pevnymi splatkami (konstantnim finanénim tokem):

V(0) — F(0) =a,(C(t) — P(t)) pro 0<t<n.

Tento pozadavek se da prepsat do tvaru

pro 0<t<n. (11)

Tvrzeni Pro t > 0 plati:

t J—
exp{—/ ( ! — 6) du} = aﬁ_t.
0 Ap—u an

Dtikaz: Integrand je roven

1 B 5 5 e~ d(n—u) d
a T 1w T T [ —edn—u) Ty




Po integraci tedy dostavame
t _ ,—0(n—1) =
1 1 _
—/ < —5>du:1n € 7 :lnaft.
0 \@n—u 1 —e 0 an,

Rovnost (11) je tak mozné upravit do nasledujici podoby:

C(t) = Pt) + —— 24 (V(0) - F(0))
_ P+ anl_t exp {— /0 t (anl_u _ 5> du} (V(0) = F(0)).

Nyni je vidét, ze pozadavek (11), resp. (12) je splnén, pokud volime A(t) = 1/a@,—.



