Geometricka pravdépodobnost

V nékterych situacich je prirozené popsat prostor 2 vsech elementérnich jevii néjakym
geometrickym tdtvarem. Pravdépodobnost jevu A C € pak muzeme definovat jako P(A) =
|A]/1€], kde |A| znagi ,velikost (objem, plocha, délka, ...) mnoziny A. Potfebujeme, aby
prostor €2 mél kladnou a konecnou ,,velikost“ a vSechny jeho prvky mély ,stejnou vahu“.

Buffonova 1loha o minci

Zaddni: (G. L. L. de Buffon, 1733, 1777) Uvazujme podlahu rozdélenou ¢tvercovou pravi-
delnou m#izi o strané délky a (napft. dlazdicky nebo sachovnice). Jaka je pravdépodobnost,
ze kruhovou minci o poloméru r < a/2 zaséhneme nékterou z ¢ar miize?

Resend: Stied mince padne do pravé jednoho ze ¢tvercii mifze, takze staci uvazovat jeden
ze ¢tvercl mifze a vzit Q = [0, a)?. Mince nezasdhne Zddnou ¢dru, pokud jeji stied je ve
vzdalenosti vétsi nez r od hranice ¢tverce. Tyto mozné polohy stfedu mince tvoii ¢tverec
A¢ = [r,a —r)? o strané a — 2r. Hledan& pravdépodobnost je
a—2r)? Adr(a—r
P(A)zl—P(Ac)zl—( ) = ( )

a? a?

Tato pravdépodobnost je 1/2 pravé tehdy, kdyz r = (2 — v/2)a/4 = 0,146a.

Buffonova dloha o jehle

Zaddni: (G. L. L. de Buffon, 1733, 1777) Predstavme si, ze jehlu délky ¢ hdzime na podlahu,
na které jsou v pravidelnych vzdélenostech d umistény rovnobézné piimky (napf. ryhy mezi
prkny v dievéné podlaze). Predpoklddejme ¢ < d. Jakd je pravdépodobnost, ze tato jehla
protne nékterou z rovnobézek?

Resent: Oznacme jako y vzdalenost stfedu jehly od nejblizéi rovnobézky a jako ¢ thel,
ktery svird jehla s touto pfimkou. Kazdou polohu jehly muzeme popsat dvojici ¢ € [0, )
ay € [0,d/2]. Proto volime 2 = [0, 7) x [0,d/2].




Jehla protne nejblizsi piimku (vice nez jednu protnout nemuze), jestlize gsincp > .
Proto je hledana pravdépodobnost dana jako
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Problém: Jak by vypadal vysledek v piipadé ¢ > d?

Bertranduav paradox

Zaddni: (J. Bertrand, 1889) Do kruznice je vepsan rovnostranny trojihelnik. S jakou
pravdépodobnosti je délka ndhodné zvolené tétivy v kruznici vétsi nez délka strany to-
hoto trojuhelniku?

Reseni:

1. Tétiva je jednoznaéné urcena polohou svého stiedu (pokud tento stied nesplyva se
stfedem kruznice). Volime tedy bod (slouzi jako stied tétivy) ndhodné uvniti kruhu.
Tétiva bude delsi nez strana trojuhelniku, jakmile jeji stted padne dovniti kruznice
vepsané trojihelniku (ta m4 stejny stied jako puvodni kruznice a poloviéni polomeér).
Proto p = me/2? 1/4.
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2. Délka tétivy je jednoznacné urcena vzdalenosti jejiho stiedu od sttedu kruznice. Diky
symetrii muzeme predpokladat, ze stied tétivy lezi na daném poloméru kruznice a ze
stfed tétivy je na tomto poloméru rovnomérné nahodné zvolen. Tétiva bude delsi nez
strana trojuihelniku, kdyz jeji stfed nebude mit od stfedu kruznice vzdalenost vétsi
nez /2. Proto p = # =1/2.
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3. Na kruznici zvolime ndhodné dva body, které tvoii krajni body tétivy. Délka tétivy
zavisi pouze na relativni poloze obou bodu, diky symetrii tak muzeme predpokladat,
ze jeden bod je pevny (napt. vrchol A) a druhy krajni bod je zvolen rovnomérné
nahodné na kruznici. Tétiva bude delsi nez strana trojuhelniku, kdyz druhy krajni
bod padne do oblouku kruznice, jehoz délka se rovna tietiné délky celé kruznice
a ktery lezi naproti prvnimu krajnimu bodu (oblouk BC). Proto p = 1/3.
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Problém je v tom, ze mechanismus nahodné volby tétivy neni jasné definovan. Paradox
spo¢iva v tom, ze tii ruzné metody nahodné volby tétivy nejsou ekvivalentni. Kazdy ze
ti{ postupt je vlastné feSenim jiné ulohy.

Problém tii bodu

Zaddni: (W. S. Woolhouse, 1861) Jaka je pravdépodobnost, ze tii ndhodné zvolené body
v roviné tvoii ostrothly trojihelnik?
Reseni: Pro danou stranu AB jsou pifznivé pozice vrcholu C' tvofeny pasem nad stranou
AB bez kruhu o pruméru AB. Geometrickou pravdépodobnost nemuzeme pouzit, protoze
prislusné oblasti jsou neomezené. A. De Morgan (1871) i presto argumentoval, Ze hledand
pravdépodobnost je nekonecné malé.
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Ch. L. Dodgson (zndmy pod pseudonymem L. Carroll) uvazoval nésledovné. Kdy-
bychom predpokladali, ze AB je nejdelsi strana, potom C' muze lezet kdekoli v pruniku
kruhti o poloméru ¢ = |AB| a stiedech A a B. Tento prinik mé obsah 27¢2/3—+/3¢2/2. Po-
lohy bodu C uvniti kruhu nad prumérem AB vedou na tupotuhly trojuhelnik, tato oblast
m4 obsah 7¢?/4. Pravdépodobnost, 7Ze vysledny trojihelnik bude ostrothly, je

i
L= 55 = 0.36L.
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Ovsem kdyz zopakujeme celou ivahu pro piipad, kdy AB je druha nejdelsi strana, pak
dostavame pravdépodobnost

™
1 — 5—x =0,179.
T+V3



Piipad s nejkratsi stranou AB vede na neomezenou oblast pro mozné polohy C'.

Jiny zpusob, jak chapat ndhodné rozmisténi tii bodu v roviné, spo¢iva v tom, ze si
zvolime kruh (dostatecné velky) a v ném rovnomérné nahodné tii body. D4 se ukazat,
7e pravdépodobnost, Ze vznikne ostrothly trojthelnik, je 4/7% — 1/8 = 0,280, a to bez
ohledu na to, jak velky kruh jsme zvolili. Pro jiné volby omezenych oblasti, ve kterych
volime ndhodné tii body, obdrzime odlisné pravdépodobnosti. Naptiklad pro ¢tverec to je
53/150 — 7/40 = 0,275.

Dostavame ruzné vysledky podle toho, jak jsme popsali nahodnou volbu t¥i bodu
v roviné. Vzdy nam ale vyslo, ze je pravdépodobnéjsi obdrzet tupouhly nez ostroihly
trojihelnik. Uved'me jesté jednu variantu, jejiz vysledek 1/4 vychdzi i pti nékterych jinych
pristupech.

Problém t¥i bodu na kruznici

Zadani: Na kruznici zvolime rovnomérné nahodné tii body. Jaka je pravdépodobnost, ze
tvori ostrouhly trojihelnik?

Resend: Oznacme zvolené body Ay, A, a As. Podle Thaletovy véty je trojihelnik A; Ay As
pravothly jen, kdyz dva z téchto bodu lezi na pruméru kruznice, coz ma nulovou pravdeé-
podobnost. Necht C}, znaéf jev, Ze na pulkruznici zacinajici v Ay lezi ve sméru hodinovych
rucicek oba zbyvajici vrcholy. Vsimnéme si, ze P(Cy) = 1/2-1/2 = 1/4, protoze oba vrcholy
maji pravdépodobnost 1/2, ze budou v dané pulkruznici. Evidentné muze nastat nanejvys
jeden z jevu C4, Cy a C5. Pritom pokud nastane jeden z nich, tak je trojihelnik tupouhly.
Odtud vidime, ze pravdépodobnost obdrzeni tupothlého trojihelniku je P(C1UC,UCS) =
P(Cy) + P(Cs) 4+ P(C3) = 3/4. Vysledny trojuhelnik bude ostrothly s pravdépodobnosti
1/4.



Jind moznost je zafixovat jeden vrchol a oznacit délky oblouku ke zbylym vrcholum
jako « a 8 (viz obrazek).

As

Tyto délky musi spliovat 0 < a + < 27 (predpokladdme jednotkovou kruznici).
Ostrouhly trojihelnik vznikne, jestlize o < 7w, 8 < m a a+ 8 > 7. To opét vede na
pravdépodobnost 1/4 (viz obrazek).
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