
Podmı́něná pravděpodobnost

Definice: Pokud B je jev splňuj́ıćı P (B) > 0, pak podmı́něnou pravděpodobnost jevu A
za podmı́nky jevu B definujeme jako

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Zadáńı: V osud́ı je b b́ılých a c černých mı́čk̊u. Předpokládejme, že jsme v prvńım tahu
vytáhli b́ılý mı́ček. Do osud́ı ho nevraćıme. Jaká je za této podmı́nky pravděpodobnost,
že druhý vytažený mı́ček bude rovněž b́ılý?

Řešeńı: Vytažeńı b́ılého mı́čku v prvńım tahu se podle klasické pravděpodobnosti stane
s pravděpodobnost́ı P (B1) = b/(b + c). Při výběru bez vraceńı máme pro druhý tah jen
b+ c−1 mı́čk̊u, z nichž b−1 je b́ılých, proto P (B2 | B1) = (b−1)/(b+ c−1). To odpov́ıdá
definici podmı́něné pravděpodobnosti, protože P (B1 ∩B2) = b(b− 1)/[(b+ c)(b+ c− 1)].

Pro nezávislé jevy A a B je P (A∩B) = P (A)P (B), a tud́ıž P (A | B) = P (A). Podobně
dostaneme, že P (B | A) = P (B), pokud P (A) > 0. Obdobně také plat́ı P (A | Bc) = P (A)
a P (B | Ac) = P (B) pro P (A), P (B) < 1, protože P (A ∩ Bc) = P (A) − P (A ∩ B) =
P (A)P (Bc).

Zadáńı: Jak se řešeńı předchoźı úlohy změńı, když uvažujeme výběr s vraceńım?

Řešeńı: Pro druhý tah je nyńı v osud́ı b+ c mı́čk̊u, z nichž je b b́ılých. Proto P (B2 | B1) =
P (B2) = b/(b+ c). Jevy B1 a B2 jsou nezávislé. Obdobně P (B2 | B

c
1) = P (B2) = b/(b+ c),

neboli jevy Bc
1 a B2 jsou nezávislé, což je odlǐsné od př́ıpadu bez vraceńı, kde máme

P (B2 | B
c
1) = b/(b+ c− 1).

Poznámka: Vlastnosti podmı́něné pravděpodobnosti:

1. 0 ≤ P (A | B) ≤ 1

2. P (A1 ∪ A2 | B) = P (A1 | B) + P (A2 | B), pokud A1 ∩ A2 = ∅

3. P (Ac | B) = 1− P (A | B)

D̊ukaz: P (Ac | B) = P (Ac
∩B)

P (B)
= P (B)−P (A∩B)

P (B)
= 1− P (A∩B)

P (B)

4. P (A | B)P (B) = P (B | A)P (A) = P (A ∩ B)

5. P (A | B) > P (A) ⇐⇒ P (B | A) > P (B)

Zadáńı: Tenista má prvé podáńı úspěšné s pravděpodobnost́ı 0,6 a druhé s pravděpodob-
nost́ı 0,8. S jakou pravděpodobnost́ı se dopust́ı dvojchyby?

Řešeńı: Úspěšné podáńı označ́ıme U a neúspěšné N . Přidáme index podle toho, jestli se
jedná o prvńı nebo druhé podáńı. Ze zadáńı plyne P (U1) = 0,6 a P (U2 | N1) = 0,8. Odtud
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d́ıky třet́ı vlastnosti z předchoźı poznámky P (N1) = 0,4 a P (N2 | N1) = 0,2. Celkově
dostaneme pravděpodobnost dvojchyby P (N1∩N2) = P (N2 | N1)P (N1) = 0,2 ·0,4 = 0,08.

Poznámka: Nesprávné úvahy s podmı́něnými pravděpodobnostmi jsou často zdrojem chyb-
ných závěr̊u. Ukážeme to na některých situaćıch.

Zadáńı: U vińık̊u dopravńıch nehod bylo v 10% př́ıpad̊u zjǐstěno požit́ı alkoholických
nápoj̊u. Znamená to, že stř́ızliv́ı řidiči jsou v́ıce nebezpečńı?

Řešeńı: Když N bude značit jev, že došlo k nehodě, a O jev, že řidič pil alkohol, pak
zadáńı ř́ıká P (O | N) = 0,1, neboli P (Oc | N) = 0,9. To ale nic nevypov́ıdá o P (N | O)
nebo P (N | Oc). K tomu bychom potřebovali mı́t nějakou dodatečnou znalost. Budeme-li
předpokládat, že P (O) = 0,005, potom dostáváme P (N | O) = P (O | N)P (N)/P (O) =
20P (N) a P (N | Oc) = P (Oc | N)P (N)/P (Oc) = 0,9

0,995
P (N)

.
= 0,905P (N), tedy požit́ı

alkoholu je daleko nebezpečněǰśı.

Poznámka: K podobným dezinterpretaćım statistických informaćı docháźı často, zde je
pár konkrétńıch př́ıklad̊u ze sdělovaćıch prostředk̊u:

• nebezpečněǰśı je ř́ıdit večer než ráno (čtyřikrát v́ıc nehod na dálnici bylo v 7 večer
než v 7 ráno),

• pozor na české turisty v Tatrách (nejv́ıc zahraničńıch turist̊u zapletených do nehody
pocháźı z Česka),

• chlapci jsou ve větš́ım ohrožeńı při j́ızdě na kole (většina dět́ı při nehodách na kole
jsou chlapci),

• fotbal je nejnebezpečněǰśı sport (pr̊uzkum nehod při sportu),

• domov je nebezpečné mı́sto (ke třetině nehod docháźı ve vlastńım bydleńı),

• manželstv́ı je nebezpečný stav (nejv́ıc vražd žen spáchali jejich manželé).

Ve všech př́ıpadech je z toho, že podmı́něná pravděpodobnost P (A | B) je velká,
nesprávně usuzováno, že P (B | A) > P (B). To ale nelze učinit bez informace o P (A).
Řekněme, že jev A je př́ıznivě nakloněný jevu B, když P (B | A) > P (B). Dı́ky symetrické
vlastnosti (viz 5. vlastnost z poznámky výše) je to ekvivalentńı tomu, že jev B je př́ıznivě
nakloněný jevu A. Problém je v tom, že nemůžeme prohlásit, že A a B jsou př́ıznivě
nakloněny, jenom na základě toho, že P (A | B) je velká. V př́ıpadě s opilými řidiči jsme
viděli, že stř́ızlivost neńı př́ıznivě nakloněná nehodě, i když 90% nehod zavińı stř́ızlivý
člověk.

Poznámka: Když B je př́ıznivě nakloněno A, pak B neńı př́ıznivě nakloněno Ac. Nicméně
může být př́ıznivě nakloněno podmnožinám Ac.

Př́ıklad: (Kaigh̊uv paradox) Předpokládejme, že firma najala 160 z 1 000 uchazeč̊u (z nich
bylo 200 černých, 200 Hispánc̊u a 600 b́ılých). Z přijatých uchazeč̊u bylo 120 b́ılých, což

2



znamená, že bylo přijato 20% b́ılých uchazeč̊u a pouze 10% neb́ılých. Být bělochem je tak
př́ıznivě nakloněno tomu být přijat: P (přijat | b́ılý) = 0,2 > P (přijat) = 0,16. Neimplikuje
to ale, že př́ıslušnost k nějaké neb́ılé populaci je nutně nepř́ıznivě nakloněna k tomu být
přijat. Předpokládejme, že 36 ze 40 přijatých neb́ılých jsou Hispánci. Potom P (přijat |
Hispánec) = 0,18 > P (přijat) = 0,16. Neboli být Hispánec je také př́ıznivě nakloněno
přijet́ı.

Obecně plat́ı, že uvažujeme-li mı́sto rozkladu na dvě kategorie (A a Ac) disjunktńı
rozklad na v́ıc kategoríı, např. tři (A1, A2 a A3), které jsou seřazené tak, že P (B | A1) ≥
P (B | A2) ≥ P (B | A3), pak B je př́ıznivě nakloněno A1, nepř́ıznivě nakloněno A3

a nemůžeme rozhodnout u A2.

Poznámka: Daľśı chybný závěr na základě podmı́něných pravděpodobnost́ı je založen na
faktu, že z nerovnosti P (A | B) > P (A | C) neplyne P (A | B ∩D) > P (A | C ∩D).

Př́ıklad: V době španělsko–americké války (1898) byla v námořnictvu USA úmrtnost
zhruba 9 promile, zat́ımco u civilist̊u v New Yorku byla 16 promile. Pracovńıci armády
použili tyto statistiky při náboru nováčk̊u. Ve skutečnosti nelze tato č́ısla srovnávat.
V armádě jsou zdrav́ı a silńı jedinci, zat́ımco mezi civilisty jsou zahrnuti také všichni
stař́ı a nemocńı. Označ́ıme-li jako A úmrt́ı daného jedince, jev B, že jde o obyvatele New
Yorku, a jev C, že jde o člena námořnictva. Pak data udávaj́ı P (A | B) > P (A | C).
Ovšem, kdybychom uvažovali stejně staré jedince, např. ve věku 20–30 let (jev D), pak
můžeme čekat, že P (A | B ∩D) < P (A | C ∩D).

Poznámka: Obráceně z nerovnosti P (A | B ∩ D) > P (A | C ∩ D) neplyne P (A | B) >
P (A | C).

Př́ıklad: V jednom novinovém článku se objevilo tvrzeńı, že lidé se stávaj́ı št’astněǰśı t́ım,
jak stárnou. Zd̊uvodněńı bylo následuj́ıćı: z lid́ı, kteř́ı zemřou v rozmeźı let 20 až 25, kolem
25% spáchá sebevraždu. S věkem tato hladina klesá, takže např́ıklad z lid́ı, kteř́ı zemřou ve
věku nad 70, spáchá sebevraždu pouze 2 procenta. Formálně to znamená P (sebevražda |
věk 20–25 a smrt) > P (sebevražda | věk ≥ 70 a smrt), což je pravda, ale neimplikuje to,
že P (sebevražda | věk 20–25) > P (sebevražda | věk ≥ 70).

Poznámka: Může se stát, že plat́ı P (A | B ∩C) > P (A | Bc ∩C) a P (A | B ∩Cc) > P (A |
Bc ∩ Cc) a zároveň P (A | B) < P (A | Bc).

Př́ıklad: (Simpson̊uv paradox) Sledujme úspěšnost student̊u u státńıch maturit z matema-
tiky. Celkový pod́ıl propadlých u maturit klesl z 23,9% v roce 2015 na 23,2% v roce 2016,
což Cermat dokumentoval jako mı́rné zlepšeńı maturant̊u v matematice. Přitom pod́ıly
propadlých u student̊u gymnázíı a také u student̊u ostatńıch škol se zvýšily.

2015 2016

gymnázia 249
7 095

.
= 0,035 254

6 916

.
= 0,037

ostatńı 4 366
12 209

.
= 0,358 3 686

10 072

.
= 0,366

celkem 4 615
19 304

.
= 0,239 3 940

16 988

.
= 0,232
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Poznámka: Chyby v úvahách s podmı́něnými pravděpodobnostmi dělaj́ı i profesionálńı ma-
tematici. O tom svědč́ı slavný pravděpodobnostńı problém, který přitáhl a stále přitahuje
pozornost mnoha lid́ı. Je založen na jedné americké televizńı show, kterou moderoval
Monty Hall.

Zadáńı: (Monty Hall̊uv problém) V televizńı show jsou hráči ukázány troje dveře, jedny
skrývaj́ı auto, zbylé dvoje kozu. Hráč zvoĺı jedny dveře. Moderátor, který v́ı, kde je auto
umı́stěno, otevře některé z neoznačených dveř́ı a odkryje kozu. Poté nab́ıdne hráči, jestli
chce svou volbu změnit. Je výhodné provést změnu?

Řešeńı: Existuj́ı r̊uzné varianty tohoto problému, proto zd̊urazněme, že předpokládáme,
že pokud má moderátor v́ıce možnost́ı, které dveře otevř́ıt, rozhodne se náhodně. Pokud
by hráč změnil svou volbu, tak vyhraje auto právě tehdy, když na začátku vybral dveře
s kozou, což má pravděpodobnost 2/3, proto je výhodné svou volbu změnit. Přesto se
najde hodně lid́ı, kteř́ı argumentuj́ı t́ım, že po odkryt́ı jedněch dveř́ı zbývaj́ı dvě možnosti
a pravděpodobnost výhry je tud́ıž 1/2.

Bez újmy na obecnosti uvažujme, že soutěž́ıćı zvolil prvńı dveře. Rozlǐśıme-li obě kozy,
tak existuje 6 stejně pravděpodobných rozmı́stěńı objekt̊u za dveře (AK1K2, AK2K1,
K1AK2, K2AK1, K1K2A a K2K1A). Pokud má moderátor dvě možné volby, rozhoduje se
náhodně. Můžeme uvažovat, že v tom př́ıpadě zvoĺıK1. Potom v př́ıpadechAK1K2,K1K2A
a K2K1A moderátor otevře druhé dveře, zat́ımco v př́ıpadech AK2K1, K1AK2 a K2AK1

otevře třet́ı dveře. Při strategii změny rozhodnut́ı je podmı́něná pravděpodobnost výhry
auta za podmı́nky, že moderátor otevře druhé dveře, rovna 2/3 (nepř́ıznivý je jen př́ıpad
AK1K2). Podobně podmı́něná pravděpodobnost výhry auta za podmı́nky, že moderátor
otevře třet́ı dveře, je také 2/3 (nepř́ıznivý je jen př́ıpad AK2K1).

Srozumitelné znázorněńı je pomoćı stromu s možnými pr̊uběhy. Prvńı větveńı (vlevo)
znázorňuje volbu soutěž́ıćıho, druhé větveńı (vpravo) ukazuje, které dveře moderátor od-
kryl.

A

K1

K2

1/3

1/3

1/3

K1

K2

K2

K1

1/2

1/2

1

1

Zkusme vše zapsat ještě podrobněji pomoćı podmı́něných pravděpodobnost́ı. Označme
Ai jev, že auto se skrývá za dveřmi s pořadovým č́ıslem i; Bi jev, že hráč zvoĺı dveře
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s pořadovým č́ıslem i; a Ci jev, že moderátor otevře dveře s č́ıslem i. Potom

P (A1 | B1 ∩ C3) =
P (A1 ∩ B1 ∩ C3)

P (B1 ∩ C3)

=
P (A1 ∩ B1 ∩ C3)

P (A1 ∩ B1 ∩ C3) + P (A2 ∩ B1 ∩ C3) + P (A3 ∩ B1 ∩ C3)

=
P (C3 | A1 ∩ B1)P (A1 ∩ B1)

P (C3 | A1 ∩ B1)P (A1 ∩ B1) + P (C3 | A2 ∩B1)P (A2 ∩ B1) + 0

=
1
2
· 1
3
· 1
3

1
2
· 1
3
· 1
3
+ 1 · 1

3
· 1
3

=
1

3

a

P (A2 | B1 ∩ C3) =
P (C3 | A2 ∩ B1)P (A2 ∩ B1)

P (C3 | A1 ∩ B1)P (A1 ∩ B1) + P (C3 | A2 ∩B1)P (A2 ∩ B1) + 0

=
1 · 1

3
· 1
3

1
2
· 1
3
· 1
3
+ 1 · 1

3
· 1
3

=
2

3
.

Na podobném logickém principu funguje úloha o třech vězńıch nebo Bertrand̊uv při-
hrádkový paradox (viz prezentaci s úlohami).
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