
Urnové modely

Většina klasických kombinatorických úloh lze popsat pomoćı losováńı mı́čk̊u
z osud́ı (urny). Např́ıklad házeńı 3 kostkami lze interpretovat tak, že v osud́ı
jsou mı́čky oč́ıslovány 1, . . . , 6 a po každém tahu vylosovaný mı́ček vraćıme.

Uvažujme osud́ı, ve kterém je n rozlǐsitelných mı́čk̊u (oč́ıslujme 1, . . . , n),
vytáhneme r mı́čk̊u s t́ım, že po každém tahu vylosovaný mı́ček a) vrát́ıme,
b) nevrát́ıme do osud́ı.

Dále můžeme rozlǐsit, jestli nás zaj́ımá (uspořádaný výběr) nebo nezaj́ımá
(neuspořádaný výběr) pořad́ı, v jakém byly mı́čky losovány.

Dostáváme 4 možnosti:

1. uspořádaný výběr s vraceńım: variace s opakováńım (r-té tř́ıdy z n
prvk̊u)

Ω = {(ω1, . . . , ωr) : ωi ∈ {1, . . . , n}}, |Ω| = nr,

2. neuspořádaný výběr s vraceńım: kombinace s opakováńım (r-té tř́ıdy
z n prvk̊u)

Ω = {(ω1, . . . , ωr) : 1 ≤ ω1 ≤ · · · ≤ ωr ≤ n}, |Ω| =
(
n + r − 1

r

)
,

ne každá kombinace však bude stejně pravděpodobná – nemůžeme
použ́ıt klasickou pravděpodobnost,

3. uspořádaný výběr bez vraceńı: variace bez opakováńı (r-té tř́ıdy z n
prvk̊u)

Ω = {(ω1, . . . , ωr) : ωi po dvou r̊uzné}, |Ω| = n(n− 1) · · · (n− r + 1),

spec. pro r = n jde o permutace n-té tř́ıdy,

4. neuspořádaný výběr bez vraceńı: kombinace bez opakováńı (r-té tř́ıdy
z n prvk̊u)

Ω = {(ω1, . . . , ωr) : 1 ≤ ω1 < · · · < ωr ≤ n}, |Ω| =
(
n

r

)
.

Př́ıklad: Jaká je pravděpodobnost, že druhý tažený mı́ček bude mı́t č́ıslo 1?

Řešeńı: Použijeme uspořádaný výběr. V př́ıpadě s vraceńım je výsledek
n/n2 = 1/n, v př́ıpadě bez vraceńı je (n− 1)/n(n− 1) = 1/n.

Př́ıklad: Jaká je pravděpodobnost, že prvńı dva vytažené mı́čky jsou 1 a 2?

Řešeńı: Pro př́ıpad s vraceńım je 2/n2 (muśıme použ́ıt uspořádaný výběr).
Pro př́ıpad bez vraceńı dostaneme 2/n(n− 1), pokud použijeme uspořádaný
výběr, nebo 1/

(
n
2

)
, pokud použijeme neuspořádaný.


