ALGEBRA

Pocetni Cast: na zkousku je tfeba prinést portfolio, tj. vyTesené tlohy z této osnovy pred-
métu; dale je potfeba tspésné napsat test s pocetnimi priklady, ktery se zadava u zkousky.

Teoreticka ¢ast: u zkousky jsou zadavany teoretické otdzky (dikazy, odvozeni).

10.

Polynomy a jejich koreny

. Definice polynomu a polynomialni funkce. Polynomy nad Z,,.

Je-li D obor integrity, pak také D[z] tvoii obor integrity.

. Zakladni véta algebry a jeji dusledky.

Derivace polynomu, nasobnost korenti polynomu, eliminace nésobnosti korentl.

Hornerovo schéma, Lagrangeova interpolace.
Vietovy véty. Hranice rozlozeni kofent.

. Symetrické polynomy, jednoduché symetrické polynomy. Hlavni véta o symetrickych

polynomech, elementarni symetrické polynomy. Diskriminant, vyjadreni pomoci deter-
minant.

. Reseni polynomialnich rovnic v radikélech:

Lagrangeova postupna symetrizace na prikladu kubické rovnice, norméalni fada pro obec-
nou kubickou a kvartickou rovnici, véta o resitelnosti algebraické rovnice v radikalech.
Dukaz, ze Az je jednoduchd.

Grupy a pole

K SZZ vse, co je kurzivou.

Pouze informativné: Struktura koneénych abelovskych (neboli komutativnich) grup,
cyklické grupy (komutativita cyklickych grup, normalni podgrupy kone¢nych cyklickych
grup, cykli¢nost grup prvociselného fadu), véta Cauchyova, prvni véta Sylowova.

Prvopole konecného i nekonecného pole, struktura konecnych poli.
Korenové a rozkladové nadtéleso, stupen rozsiteni.

Konstruovatelnost pravitkem a kruzitkem: eukleidovsky konstruovatelné body a cisla; tri
klasické ulohy starovéku, zdvojeni krychle, trisekce ihlu, kvadratura kruhu (a rektifikace
kruznice). Konstruovatelnost pravidelnych n-ihelniki.

Kroneckerova véta, aplikace pri zavedeni komplexnich cisel.



PorLyNOMY

Co je to polynom

¢ definice polynomu

Polynom a jeho hodnoty

e Hornerovo schéma: dén polynom, vypocist efektivné jeho hodnoty

o Lagrangeova interpolace: dany hodnoty, najit polynom nabyvajici téchto hodnot

Polynom a jeho koreny

e Zakladni véta algebry, polynomy nad Z,

— Ma4 vibec kazdy polynom néjaké koreny? Kolik jich ma?

— Reseni podstatné zavisi na oboru integrity ¢i poli...

e Hranice rozlozZeni korenu

— kde se tyto koreny nachazeji — priblizné lokalizace

Vietovy véty

— vztah mezi kofeny a koeficienty polynomu
e Nasobné koreny
jsou-li nékteré koreny polynomu nésobné, jak:

— to poznat (diskriminant)

— se jich ,zbavit“, tj. ziskat polynom se stejnymi koreny, avsak vSsemi jednoduchymi
(derivace polynomu)

Hledani korenu

— existence obecného ,vzorce“ pro koreny polynomu stupné n
— odvozeni vzorce pro kofeny ve specidlnich pripadech (rovnice kvadratickd, kubicka)

— obecny postup nalezeni vzorce pro rovnice libovolného stupné
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1.1 Polynomy v 7Z,
Nasledujici ulohy poskytuji zaklad pro dilezitd pozorovani. Kazda z nich ma svij vyznam

pro teorii.

1. Nésledujici rovnice lze Tesit zkusmo — dosazenim vsSech hodnot z koneéné mnoziny Z,,.

a) Najdéte v poli Z7 vSechna feseni rovnice z?+ 3z +2=0.

b) Najdéte v okruhu Zg vSechna feseni rovnice z? +3z+2=0.

d

e

)
)

c) Najdéte v okruhu Zg vSechna feSeni rovnice 2 + 5z =0.
) Najdéte v poli Z3 viechna Feseni rovnice 2+ +2=0.
)

Najdéte v okruhu Zg vsechna feseni rovnice 6x+1=0.

2. Dosazenim vsech hodnot ze Zs ovérte, ze nasledujici polynomy ze Zs[x] nabyvaji pro
kazdé x € Zs stejnych hodnot:

20+2 = 20842 = 2t +22+2 = 2PHar+2  VreZs.
Takovychto polynomi lze nalézt vice, mezi polynomy stupné 4 jsou to také:

2$4+$3—|—l‘2—|—l‘+2, 2$4+x2+2x—|—2, ot 4222 20+ 2.

3. Uvazte, ze uvedena tabulka skutecné obsahuje:

a) vechny polynomialni funkce na Zs,

b) vsechny polynomy stupné nejvyse 2 (a nulovy polynom) na Zs.

Vsechny polynomialni funkce na Zs lze tedy popsat pomoci vSech polynomt stupné
nejvyse 2 (a nulového polynomu).

4. Pokuste se vlastnim vypocétem (nikoli nahlédnutim do tabulky) najit polynom stupné
nejvyse 2, ktery na Zs nabyva hodnot

Muzete uzit napr. metodu neurcitych koeficientii.

5. Kolik je vSech polynomidlnich funkci nad Z,?
A kolik je uplné vSech funkci nad Z,?

6. Pokud bychom chtéli popsat vSechny polynomialni funkce na Zs pomoci polynomt co
nejnizstho stupné n, kolik by bylo toto nejnizsi mozné n?

7. Pomoci konkrétnich protiprikladu ukazte, ze pole Zs a Zs nejsou algebraicky uzaviena,
tj. najdéte polynom stupné n > 1, ktery mé méné nez n koreni. Konkrétné, najdéte
polynom stupné 2, ktery neméa v Zs, resp. v Zs, zadny kofen.

8. Najdéte dva riizné polynomy v Zs, jejichz polynomialni funkce jsou si rovny. Cim se
tyto dva polynomy lisi (jaky je jejich rozdil)?



1.2 Polynomy p(x) = az? + bz + ¢ se zadanymi hodnotami v Z;

p(0) p(1) p(2) | polynom p(x) v Z3

0 0 0 |0

0 0 1 202 + 1

0 0 2 22+ 22

0 1 0 | 222+ 2
0 1 1 22

0 1 2 €T

0 2 0 2?2+

0 2 1 |2z

0 2 2 | 222

1 0 0 |222+1

1 0 1 | 22+2+1
1 0 2 | 2z+1

1 1 0 | 2242x+1
1 1 1 |1

1 1 2 | 22242 +1
1 2 0 |z+1

1 2 1 | 222422+1
1 2 2 | 22+1

2 0 0 | 2242

2 0 1 |xz+2

2 0 2 | 222422 +2
2 1 0 2z + 2

2 1 1 | 22242

2 1 2 | 22442
2 2 0 | 222+x+2
2 2 1 | 2242242
2 2 2 |2




1.3

1.4

Eukleidav algoritmus — opakovani

Pomoci Eukleidova algoritmu najdéte nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b.
a) a = 6487, b = 48403, b) a = 353623, b = 244 571.

Hornerovo schéma — zakladni pozorovani

. Pozorovani: Pokud polynom p(z) napiSeme ve tvaru p(x) = ¢q(z) - (z — ¢) + r, tak

hodnotu p(¢) najdeme snadno: je to pfimo zbytek po déleni p(c) = 7.

. Je-li

p(x) = ag + a1x + agx® + -+ + apaz™,
pak porovnanim koeficientti mtizeme ziskat koeficienty nezndmého polynomu g:
ap+ a1z + asx® + -+ apa” = (b0+b1x+b2x2+-~+bn,1x"_1) (z—c)+r.
Porovnejte koeficienty polynomu na levé a pravé strané ve formuli v pfedchozim bodé.
ap = bp_1
p—1 = ...

apg =1 — cby

Pokud rovnosti z predchoziho bodu zapiseme do vhodného schématu, obdrzime tzv.
Hornerovo schéma.

2 Seminar 3. 11. 2026

2.1

2.2

Hornerovo schéma, Lagrangeova interpolace
Pomoci Hornerova schématu najdéte néasledujici hodnoty polynomu
p(z) = —a* + 423 — 22% — 3z + 2.
a) p(2) = b) p(=1) = c) p(3) = d) p(4) =

Pomoci predpisu pro Lagrangeovu interpolaci napiste polynom p € R[xz], pro néjz plati:

Vysledny polynom neni treba prevadét na tvar dle definice polynomu.

Aplikace Eukleidova algoritmu a derivace polynomu

. Najdéte koreny néasledujicich polynomii.

a) p(r) =2 —62° + 1322 — 122 +4 b) p(x) =2° — T2t + 1923 — 2522 + 162 — 4
Postupujte tak, ze se pokusite snizit jejich stupen odstranénim nasobnosti kotfent.
Vyuzijte pritom:

- vétu o nasobnych korenech polynomu a jeho derivace a

- Eukleidova algoritmu pro nalezeni NSD(p, p').

Hledejte tedy koreny polynomu

p(z)
NSD(p(z),p'(z))




2.3

24

Koreny rovnic a jejich vlastnosti

. Cemu je rovna druhd odmocnina v/1 v R?

. Cemu je rovna druha odmocnina v/1 v C?

Oboji peclivé vypoctéte.

Pozorovani 1 (velmi dulezité): najdéte vSechny treti odmocniny z 1 v C, tj. najdéte
vSechny kofeny binomické rovnice 22 = 1. Zapiste je v goniometrickém i algebraickém
tvaru.

Pozorovani 2: vsimnéte si, ze viechny tfet{ odmocniny z 1 lze napsat ve tvaru 1, ¢, £2.
Kterou ze tti tretich odmocnin z 1 jsme oznacili jako €7

Pozorovani 3: vsimnéte si, ze soucet vsech tretich odmocnin z 1 je roven nule:

l+e4e2=0.

Dokazte: analogické tvrzeni plati obecné pro soucty vSech n-tych odmocninz 1 (n > 1):

l4+w+w?+wd+- 4wl =0.

Numerické reseni rovnice — aplikace spojitosti a Bolzanovych vét

Najdéte ,metodou zkusmo* zaporny koren (s presnosti na 3 desetinnd mista) rovnice

22 = 92",
332 — 23:
(-1)2 > 27!
02 < 20

Vidime tedy, Ze zaporny kofen rovnice x? = 2% lezi mezi:

—1 a0, je tedy roven —0, ...

(—0,7)2 < 2707

(-0,8)2 > 2708
Vidime tedy, Ze zaporny kofen rovnice z? = 27 lezi mezi:
—0,8 a —0,7, je tedy roven —0,7...

. Najdéte ,metodou zkusmo* redlny koten (s presnosti na 3 desetinnd mista) rovnice

r—cosz=0.

3 Seminare 10. 11. 2026 a 17. 11. 2026

Rektorské volno a statni svatek. Prednaska se sice nekona, ale je treba studovat.

Ukolem je vypracovat FeSeni nasledujici tiloh
a prostudovat vse, co je zde (az do konce souboru).



3.1

Vietovy véty

. Odvodme Vietovy véty pro kvadraticky polynom

x2+pm+q

porovnanim s vysledkem soucinu korenovych cinitelu:

(z —x1)  (z — x2) = 22 — (z1 + 22)T + 2179 .
Dostavame tak Vietovy véty:

1+ X2 =—p

T1X2 = ¢q

. Odvodte samostatné Vietovy véty pro kubicky polynom

2+ ar? +br+c
porovnanim s vysledkem soucinu korenovych cinitelti. Dostanete tak Vietovy véty:

Ty +x2+T3=—a
T1T2 + Tox3 + w371 = b

r1x92x3 — —C

Vsimnéme si indext v jednotlivych soucinech: postupné vytvarime vsechny kombinace;
vSech prislusnych kombinaci v jednotlivych radcich je:

3 3 3
1 2 3)°
Odvodte samostatné Vietovy véty pro polynom ¢tvrtého stupné

2 rar® + v’ +cr+d.

Pro kontrolu: pocet séitanci v jednotlivych radcich je:
4 4 4 4
W)=+ G)=e ()= ()

Uvazujme kubickou rovnici v redukovaném tvaru: 23 4+ px + ¢ = 0. Dokazte, Ze soucet
vSech jejich kofentu je roven nule.

. O polynomu

203 — 2 —Te +d

vime, ze vSechny jeho kofeny jsou realné a soucet dvou z nich je roven jedné. Najdéte:
hodnotu parametru d a vsSechny kofeny tohoto polynomu.

Prostudujte nasledujici text.



4 Diskriminant

4.1 Diskriminant kvadratické rovnice

Diskriminant kvadratické rovnice az® + bz +c =0, a,b,c € R, a # 0 se ve skolské matematice
zavadi tak, Ze muzeme snadno nabyt dojmu, Ze je pouhym oznacenim vyrazu pod odmocninou
ve vzorci pro koreny:

D =b? — 4ac.

Toto oznaceni se jevi jako uzitecné, nebot diskriminant slouzi pii rozlisovani (z latinského
discrimino, odlisuji, oddéluji) piipadu, které mohou nastat:
e D > 0, pak ma rovnice 2 rtizné redlné koteny,

e D =0, pak mé rovnice 1 dvojnasobny koren,

e D <0, pak mé rovnice 2 komplexné sdruzené koteny.

4.2 Diskriminant libovolného polynomu stupné alespon druhého

Je mozné diskriminant definovat také pro rovnice vyssich stupnt? Jaky by mohl mit vyznam?
Jelikoz polynomy z R[z| vyssich stupni mohou mit redlné i komplexni kofeny, neni mozné,
aby znaménko jednoho ¢isla vypovidalo o poc¢tu komplexnich koreniti; pouhy tdaj, Ze polynom
mé ¢i nema komplexni kofeny, neni dostatecné zajimavy.

Vzpomenme vSak na zékladni problém: urcit koreny zadaného polynomu f € C|x]. Nez je
zacneme hledat, je vyhodné ovérit, ze polynom nemd nasobné kofeny. Kdyby je mél, mohli
bychom sniZit jeho stupeti tim, Ze bychom vysetiovali polynom f s tymiz kofeny jako f, avsak
vSechny by byly jednoduché. Takovy polynom lze najit snadno:

f
NSD (f, )

Snizenim stupné polynomu bychom si pak usnadnili vypocty spojené s hledanim korenti.
Diskriminant by tedy mohl slouZit k rozhodovani, zda md rovnice ndsobné koreny.

f=

4.3 Obecna definice diskriminantu

Jak najit vyraz, ktery by indikoval vyskyt nasobnych kotent? U kubické rovnice je to snadné;
vyraz .
D3 = (z1 — x2) - (v1 — 3) - (72 — T3)

bude nulovy pravé tehdy, kdyz si budou rovny alespon dva z korent. Problém vsak je, Ze tento
vyraz muzeme napsat (a tedy i vySetfovat) pouze tehdy, kdyz zndme vSechny koreny. Pak je
vSak rozhodovani o jejich nasobnosti trivialni. Vyraz D3 tedy budeme chtit vyjadrit pomoci
koeficientt p¥islusného polynomu. To vSak bude mozné pouze tehdy, pokud bude D3 mozno
vyjadrit jako funkci symetrického polynomu s neuréitymi zi, xs, x3. Toho lze dosdhnout
snadno, stadf misto D3 vySetfovat

Dy = (1 — 32)% - (v1 — w3)% - (w2 — 23)%.

Tento vyraz lze na zakladé hlavni véty o symetrickych polynomech vyjadrit pomoci ele-
mentdrnich symetrickych polynomit, tedy (na zdkladé Vietovych vzorci) pomoci koeficienti
polynomu. Obecné diskriminantem polynomu n-tého stupné rozumime vyraz

D, = H (z; — x1)%.

1<i<k<n



4.4 Vyjadreni diskriminantu pomoci determinantu
Klicové je uvédomit si, ze vyraz
VD3 = |(z1 — 22) - (21 — 23) - (32 — 23)

je délitelny kazdym dvojclenem x; — x;, kde 4,5 € {1,2,3}, i # j.
Stejné tak je determinant znamy jako Vandermondiiv determinant

11 1
Ty T2 I3,
v @5 23

délitelny kazdym dvojclenem x; — z;, kde 4,5 € {1,2,3}, i # j; staci odeéist j-ty sloupec od
i-tého. Napriklad délitelnost dvojclenem x3 — x1 ovérime odec¢tenim 1. sloupce od 3. sloupce,
tj.

1 1 0

r1T T2 T3 — 1

vi a3 af—af

Vypoctéme nyni vyse uvedeny Vandermondiv determinant. Zacneme tim, ze od 2. a 3. fadku
ode¢teme z1-ndsobek, resp. x3-ndsobek 1. fadku (je-li 1 nenulové):

1 1 1 1 1 1
Tr1 T2 XI3| = 0 To —T1 I3 — T1
2 2 2 2 2 2 2

Tento determinant rozvineme podle prvki 1. sloupce:

1 1 1
To— X1 T3—T
0 zo—21 x3— 21 :1'(—1)1+1' % 9 g 5—}—04—0
Ty — X1 T3 —I7
0 23 —23 23— a?
a z 1. sloupce vytkneme x5 — x1, z 2. sloupce vytkneme x3 — x1:
To —T1 X3 — X1 1 1

21} -3 2T eE o)

To+ 11 X3+ X1
a zbyly determinant rozepiseme pomoci Sarrusova pravidla:

1 1

<$2 B xl)(a:g, B xl) . To+ 21 T3+ T

= (22 — 1) (23 — 1) - {(963 +a1) — (z2 + -%'1)} =

(1’2 — x1)(x3 — (El)(wg — 1’2) = —Dg .

Absolutni hodnota Vandermondova determinantu je tedy rovna 1/ Ds. Hleddme vsak Dsg,
takze vypoc¢téme druhou mocninu tohoto determinantu. Jelikoz je det A = det A” pro kazdou
¢tvercovou matici A, muzeme psat

11 1|1 2 22 1+14+1 a1 +z2+23 23+ 23+ 23
D3 =|z1 xa x3|-|1 2 x% = |x1 +x2 + a3 :1:%4—36%—1—30% x§+x%+x§
23 23 23| |1 a3 2} o3+ a3+ 2% 23+ ad+ad a2l + )+ ad

Oznacime-li soucty k-tych mocnin
Sp=ab +ab+25, ke{0,1,2,...},

miuZzeme psat
So S1 52
D3 =15 S S3
S S35y



Podobné D,, je mozno zapsat pomoci analogicky sestaveného determinantu n-tého radu, napr.:

So S1 So Ss
D, — S1 Sy S3 Sy
TSy S5 Sy S5

S3 S1 S5 Se
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