l. REALNA CiSLA

Vyjdeme-li z mnoZiny pfirozenych &isel
N={1,23,...},

ktera nazyvame téz cela kladné &isla, pak zavedenim celych zapornych &isel a
nuly ziskame mnoZinu celych &isel

Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Konstrukei zlomka z celych &isel a zavedenim ekvivalence na mno%iné zlomkd
vytvofime mnoZinu racionalnich &lsel ' '

Q:{g;pez,qu}.

S témito ¢isly ovem nevystalime, protoZe napfi. uz velikost Ghlopiicky ve &verci
o strané 1 neni ani jedno z téchto ¢isel. Podle Pythagorovy véty je druhd mocnina
velikosti této ahlopticky rovna 2. Kdyby byla raciondlnim é&islem, existoval by
zlomek E (p € Z, ¢ € N, p,q nesoudélna) tak, ze (5)2 = 2. Predpokladejme, Ze
takovy zlomek existuje. Pak

p* = 2¢* = p? je sudé = p je sudé
a tedy p lze psat ve tvaru p = 2p;,p; € Z. Z toho dale plyne
4p? = 2¢° = ¢* = 2p* = ¢* je sudé = ¢ je sudé,

coz je spor s predpokladem. Ze p, ¢ jsou nesoudélna.

Na stfedni skole jsme se naudili intustivné pracovat s &isly realnymi. MnoZina
redlnych Cisel obsahuje kromé &isel racionélnich jesté jina &isla, kterym Fikdme
iracionalni. Vzniké tedy otazka, jak definovat realna ¢&isla. Je nékolik moZnosti.
Napf. axiomaticky (viz [6], [7]), pomoci nekoneénijch posloupnosti celych &isel
(viz [5]) nebo konstruktivnim pFechodem od racionalnich &sel k &slém realnym,
coz Je Dedekindova teorie, kterd byla dovrSena aZ ve 2. poloviné 19. stoleti {viz
(1], [3]). Daldi definice, napf. zlplnéni metrického prostoru raciondlnich &sel,
pfedpokladaji uz hlubsi znalosti z matematické analyzy. .

ProtoZe konstruktivni metody maji v matematické analyze zakladni ddleZi-
tost, budeme definovat realna ¢isla Dedekindovou teorii. Ale nejen proto. Z této
teorie totiz velmi ndzorné vyplyva Gplnost mnoZiny redinych &isel a jedna ze
zakladnich vét matematické analyzy — véta o supremu. ‘

Nejprve uvedeme vlastnosti mnoZiny racionalnich &isel, usporadani a aritme-
tické operace, které, jak uvidime pozdé&ji, ziéstdvaji v platnosti i pro mnoZinu
realnych disel.
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Vlastnosti mnoziny Q

1.1 (L USPORADANI

Zname znaky ,=" rovnost a ,>“ vétsi neZ, které udavaji vztah mezi c1sly mnoziny
Q. Necht ¢, b, c € Q, pak plati

1° Pro kaZdé a,b € Q platl plavé jeden ze vzt-ahﬁ

2° a>bAb>c=>a>c (zakon tranzntwlty);

3°a>b=3dce€ Q:a>cAc> b (hustota Q),
(fikame, Ze &islo c leZi mezi &isly a a b).

Poznambka. Pro pohodli zavadime znak ,<“ mensi ne?:
a<b &= b>a.
Plati pro néj 1.1 body 1°, 2°, 3°. DokaZte!
K vlastnosti 1.1 3° vyslovime definici husté mnoZiny:

1.2 Definice. Uspofddand mnoZina M se nazyva husté uspofadand — hustd —
jestlize mezi kazdymi prvky a,b € M, a < b, le?i dalsi prvek c € M, tj. a < ¢ < b.

1.3 |IL SCITANI A ODCITANI| |
Pro kaZdd a,b € Q existuje &islo (@ + b) € Q, které se nazyva soudet &lsel a,b.
Necht a,b, ¢ € Q, pak plati:

1° a+b="b+ a (komutativni zdkon);

2° (a4 b)+ c=a+ (b+¢) (asociativni zékon);
3° a4+ 0 =q;

4° Va 3-a€Q:a+(—a)=0;

53 a>b=a+c>b+c.

Rozdil Eisel a,b se nazyva &islo ¢ takové, ze ¢ + b = «; znadi se ¢ —'b. Dokazte
ze rozdil je deﬁnovan jednoznacné a Ze pro odéitan{ neplatJ zdkon komutativni a
asociativai (plati pouze ve vyjimeénych pripadech — ve kterych?).

1.4 [IIl. NASOBENI A DELENT

Pro kazda a,b € Q existuje &islo ab € Q, které se nazyva soucin c1sel a, b Znac1
se také a . b nebo a x b, Necht a,b,c € Q, pak plati:

el

ab = ba (komutativni zakon); o

2° (ab)e = a(be) (asociativni zakon);
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3°a.l=aq; N )
4° Va'£0 BLeQ:a.i=1, (2 se znati také a™); (
5° (a+ b)c = ac + bc (zdkon distributivni); S

6° a>b,c>0= ac> b

Podil isel a,b, b # 0, se nazyva &islo ¢ takové, Ze cb = a; znadf se $,a:b,afb.
Dokazte, Ze podil ¢isel je definovan jednoznainé a Ze pro délen{ neplati zékon

komutativni a asociativni (plati pouze ve vyjimeénych piipadech — ve kterych?).

1.5 Poznamky.

1) Neuvazujeme podil &isel a,b, kde b = 0, nebot tento podil nelze jednoznaéné
definovat. UvaZte, jaké moZnosti plynou pro &sla c,a z rovnice ¢ . 0 = .

(viz [1]).
2) V 1.4 6° nelze vynechat podminku ¢ > 0. Dokazte!
Vyslovte a dokazte vztah 1.4 6° pro ¢ < 0.

3) Diikaz hustoty Q (1.13°):a>b=a > %2 > b,

1.6 |[IV. ARCHIMEDUV AXIOM

1°VeeQ,c>0,IneN:n>c
(1 Va,b€Q,a>0,6>0,Ine N:an >b.)

Poznamka. Tvrzeni 1° a 1’ jsou ekvivalentni; sta& oznadit ¢ = % Ve skutec-
nosti byla Archimedem vyslovena geometricka véta, kterd je znama pod nazvem
»Archimediv axiom*: Jsou-li na p¥{mce dany dvé fisetky délek a, b (a, b jsou zde
ovsem ¢isla redlna), pak lze vidy nanést na pFimku tsecku délky a tolikrat, Ze
souCet délek téchto fiseéek bude vétsi ne? b.

Iracionalni ¢isla

V dvodu prvni kapitoly jsme dokézali, Ze kromé& racionalnich &isel existuji
dal¥{ &isla, napf. v/2, kterd budeme definovat jako fezy v mnoZiné Q. Mé&me
(celou) mnozinu racionalnich &sel Q a rozd&lme Q na dvé neprazdné mnoZiny A,
A’ takto:

1.7 Definice. Dvojice mnoZin A,A’ C Q se nazyvé fez v mno#iné Q, znadi se
A/A', jestlize plati:
1o A£0, A" #0,

2° kaZd€ raciondlni Cislo patfi pravé do jedné z mnoZin A, A/,
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3°acA deA=sa<d.
Mno¥ina A se nazyva dolni skupina fezu A/A’, mnoZina A’ horni skupina Fezu
A/A.
Poznamka. Z definice fezu A/A’ piylne:
a €AV eQ, 2<a:z €A,
¢ €N >VIEQ 2’ >d i €N,

1.8 Definice. Necht M j je uspmadana mnoZina. JestliZze existuje prvek m* € M
tak, Ze pro kazdé & € M plati ¢ < m=, pak se m* nazyva nejuétsi prvek mnoginy
M a znadi se max M. JestliZe existuje prvek m € M tak, Ze pro kazdé z € M plati
x > m, pak se m nazyva nejmensi. proek mnoZiny M a znaci se min M.

Poznamka. Obdlas se uZivé pro nejvéts (nejmensi) prvek mnoZiny M zkréceny
nazev maximum {minimum) mnozZiny M, ale tento nazev nebudeme pouzivat, pro-
toZe by mohlo dojit k zaméné s pojmy absolutni maximum (absolutni minimum)
nebo lokalni maximum (lokalni minimum), které budou definovany pozdéji. Jde
oviem o definice, ndzvy, a ty mohou byt u riiznych autort rizné (viz napf¥. [5]).

1.9 Pfiklady.
1.A={aeQa<1},A={deQd>1};
A/A je fez v Q, A nema nejvétsi prvek, A’ ma nejmensi prvek.
2 A={aecQua<1}A={d€Qd >1}; |
A/A’ je fez v Q, A ma nejvétsi j)rvek., A’ nema nejmensi prvek.
3.A={ee@a<0V{e>0ANE <)L, A ={deQ;d>0Nd?>2};

A/A' je fez v Q, ukazeme, Ze A nema nejvétsi prvek a A’ nemé nejmensi prvek.
A nemé nejvétsi prvek: stadi se omezit na @ > 0. Necht tedy ¢ > 0 A a? < 2.
Hledame aspon jedno racionalni Eislo r, pro které plati ¢« < r A r? < 2. Toto
&islo r budeme hledat ve tvaru e + 2, n € N. Pron > 1 plat{ ™\

1\?2 2a 1 2a+1 - R
(a—l——) T <d’ -
n n R

Piedpoklddejme, %e a® + 22 < 2, pak i (¢ + L)% < 2. Upravou
oy 2a+1
a® + <2
n
dostaneme ,
20 +1
n > SPprY

Existence takového n € N je zajisténa platnosti Archimedova axiomu 1.6 1°,
nebot &islo 2441 je kladné racionélni &islo. Protoze « € A, @ > 0, bylo hbovolne
nema mnozina A nejvétsi prvek. :
Analogicky: A’ nemé nejmendi prvek. Dokazte!
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4. A={a€Qa<1}, A ={d €Q;a > 1} nebo
A={ecQ;a<1},A ={deQd>1};

A/A’ nejsou fezy v Q, protoze neni splnén piedpoklad 2° v definici 1.7.

1.10 Véta. V mnoziné Q neeristuje fez A/A’ tak, aby A méla nejvétsi a A’ méla
nejmensi pruek.

Diikaz: (sporem) Necht A/A’ je fez v Q. Pfedpoklidejme, Ze ap = max A, ap =
min A’. ProtoZe ao, @) € Q, pak podle axiomu o hustoté mnoziny Q 1.1 3° existuje
c € Q tak, Ze ag < ¢ < af), co? je spor s predpokladem 2° v definici 1.7. W

1.11 Poznamka. Pfiklady 1.9 ukazuji 3 druhy fezit A/A" v Q:
1. druh — A nema nejvét3i prvek, A’ ma nejmens{ prvek;
. druh — A ma nejvétsi prvek, A’ nemé nejmensi prvek;

W o

. druh — A nemd nejvétsi prvek, A’ nema nejmensi prvek.

V prvuich dvou pfipadech se k4, ze fezu A/A’ je p¥ifazeno racionalni &islo
7, nebo, ze fez A/A’ definuje racionalni &islo r; znali se » = (A/A’). Toto &islo
r Je ,hrani¢nim* prvkem fezu A/A’; je bud nejvétiim prvkem mnoZiny A nebo
nejmensim prvkem mnoZiny A’.

Ve tietim piipadé se fiké, Ze fezu A/A’ je pfitazeno &islo a, které se nazyvé
iracionalni, nebo Ze fez A/A" definuje iracionaln{ &islo a; znadi se a = (A/A).
Toto ¢islo o nahrazuje ,.hraniéni* prvek fezfi 1. a 2. druhu, je jakoby postaveno
mezi racionalni ¢isla mnoZiny A a raciondlni ¢isla mnoziny A’. Napf. v piikladu
1.9 bod 3. jde o iracionélni &islo V2.

V piikladu 1.9. bod 3. jsme dokézali nasledujici tvrzeni:
1.12 Véta. V mnoZiné Q existuje aspon jeden ez 3. druhu.
1.13 Umluva. Pro ka?dé racionélni ¢islo existuji dva Tezy, které ho definuji.

Budeme nadéle uvaZovat jen fezy 2. druhu (stejné jako v [1]), tj. r patf{ do dolni
skupiny fezu.

1.14 Definice. Racionélni a iraciondlni &sla se spoledné nazyvaji redlnd &isla.
Mnozina viech redlnych éisel se znadi R. Oznadeni v = (A/A’) znamena, %e Fez
A/A" definuje redlné &islo v (racionalni nebo iracionéini).

Pojem realného ¢isla je jednim ze zakladnich pojmé matematické analyzy.
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Usporadani v R

Rovnost ,,= o
Dvé iracionélni &isla o = (A/A"), B = (B/B’) jsou si rovna, pravé kdyz fezy A/A’
a B/B’ jsou shodné. Ke shodnosti fezf staéi rovnost dolmch skupin nebo rovnost
hornich skupin fezu.

Poznamka. Takto lze deﬁnovat rovnost i v piipadé, Ze fezy A/A" a B/B' definuji
raaona.lm msla
Vétsi nez ,,>¢
— Pro racionalni &isla vyznam znaku zname.
— Necht r € Q, a = (A/A’) je iracionalni &slo, pak
r>a & ren,
a>r &< r €A,

— Necht a = (A/A’), B = (B/B') jsou dvé iracionalni &isla, pak
(1) a>p <> BCAAB#A neho a>§ = ACBAAN#B.,

Poznamka. Vztahy (1) lze definovat znak ,>* i v pfipadé, Ze Yezy A/A’, B/B’
definuji racionalni &isla nebo jedno raciondlni a jedno iraciondlni.

1.15 Definice. Necht o, 3 € R, o = (A/A"), 3 = (B/B’). Pak

a=08 <= A=B (a—3<:>A':B')
a>5 &= BCAAB#A | (a>8 < ANCBAN#B).

1.16 Véta. Necht a, 3,7 € R. Pak plati ; o
L. 1° Pro kaZde o, 8 € R plati prdve jeden ze vztahit a = 3, a > 3, 3 > «a;
L2 a>PBA0>y= a>nq. R
Dikaz: Necht o = (A/A"), 3 = (B/B"), v = (C/C').

1° Pro mnoziny A, B nastane pravé jedna z moZnosti

A=B, A#BABCA A£#BAACB. o
2°BCAACCB=CCApliCemzB#AAAC#B=C#A N

Poznamka. Znak mensine? ,<*: a < 3 <= 3> a.

aii‘-.‘»}:';:

1.17 Definice. Rekneme, ze mnoZina A je hustd v mnoZiné B, jestlize A C B a
mezi kazdymi dvéma prvky mnoZiny B le#{ aspon jeden prvek z mnoZiny A.
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1.18 Vita. Nechta,3 € R, o > 8. Pak existuje r € Q, pro které plati o > r > 3.

Dikaz: Necht o = (A/A’), 3 = (B/B'). Z pfedpokladu B ¢ AA B # A plyne,
ze existuje r' € Q tak, ze 8 < v’ < a (rovnost by mohla nastat pro a € Q). Je
ztejmé, Ze r’ € B’, a protoZe B’ nem4 nejmenii prvek (viz tmluvu 1.13), existuje
rEQta.k,éerEB'aﬂ<r<r’,tedyiﬁ<r<7"§a. ]

Ddsledek: Necht o, B € R, o > 3. Pak existuje nekone&né mnoho racionalnich
cisel r tak, Ze o > r > .

1.19 Poznamky.

1) Z véty 1.18 plyne, %e Q je hustd v R. Dile také plati, Ze R je husta, proto¥e
racionalni ¢islo je redlné &islo, takze R splituje definici 1.2, MiZe nas samozrej-
meé zajimat, jestli mezi dvéma redlnymi &sly lezi vzdy také iracionalni &islo.
Dtikaz je analogicky ditkazu 1.1 3° pro mnozinu Q (viz 1.5), zatim jsme ale
nedefinovali soudet a souéin redlnych &isel.

2) R neni hustd v Q, protoze R ¢ Q.

1.20 Lemma. Necht a,8 € R a pro kazdé e ¢ Q, e > 0, ewistuji 5,5 € Q,
0<s'—s<e tak, Fes<a<s,s<B<s. Pak o = 3.

Dikaz: (sporem) Necht nap¥. a > 3. Podle disledku véty 1.18 existuji ry,, € Q,
pro kterd o > ry > ry > 3. Pak pro libovolna s,&" € Q, kterd spliiuji pfedpoklady
lemmatu, plati o

! ke / !
S>aA>T>r>8>s=8>r>re>s = s — s> —ry >0,
a tedy rozdil s’ — s neni mensi nez libovolné e > 0, napf. € = r; — 5. To je oviem
spor s predpokladem lemmatu. B -

Poznamka. Z lemmatu 1.20 vyplyvé dilesity vysledek. Ze kazdé realné &islo lze
s libovolnou pfesnosti aproximovat racionilnimi ¢isly, tj. je-li moZné &isla a, B
soucasné ,uzaviit* mezi racionalni &sla, jejich# vzdalenost je libovolnd mala, pak
je nutné a = 3.

Uplnost R

DokaZeme dileZitou vlastnost mno3iny realnych cisel, kterou se tato mno%ina
1i§f od mnoZiny racionalnich &isel. V mnoziné racionélnich ¢isel existuji fezy, které
nemaji ,hrani¢ni &slo%, tj. existuji fezy v Q, které definuji ¢isla nepatiici do Q.
Rikdme jim &sla iracionalni. Tuto vlastnost mnoZiny racionalnich &isel, kterd vede
k definici iracionalniho ¢isla, nazyvime neuplnost mnoZiny racionalnich &isel.

UvaZzujme nyni fezy v mno%iné realnych &sel.
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1.21 Definice. Dvojice mnoZin A, A" C R se nazyva iez v mnoziné R, znadi se
AJ A, jestlize plati:

1° A#0, A #£B, |

2° kazdé vealné lislo patii pravé do jedné z mnozin A4, A’

3°ac A, e A =a<d.

MnoZina A se nazyva dolni skupina fezu 4/A’, mnoZina A’ horni skupina fezu

Al A,

Vzniké otizka: M4 kaZdy fez A/ A’ v R hraniéni prvek? Nebo: Existuji v R
také ,mezery"“ jako v Q7 |
Odpovéd davé tzv. ,Zakladni véta Dedekindova*:

1.22 Véta (Dedekindova). Ke kaZdému fezu A/ A" v mnoziné R existuje vidy
redine cislo =, kterd je timto Fezem definovino. Piitom je v bud nejuétsi prvek
mnoziny A nebo nejmensi prvek mnoZiny A'.

Dukaz: Necht A/ A’ je fez v R. Oznadme A mnoZinu vsech racionalnich ¢isel
v A a A" mnoZinu vech racionélnich &isel v A'. Pak A/A’ je fez v Q a definuje
né&jaké realné &islo v (viz 1.11). Podle definice 1.21 fezu A/ A" musi v lezet v jedné
z mnozin A, A’. Pfedpokladejme, ze v € A, a dokazeme, Ze v = max A.

(Sporem) Necht v # max A, pak existuje ag € A, ap > . Podle véty 1.18
existuje r € Q tak, Ze ¥ < r < ap. Z toho plyne, Zer € A a tedy i r € A, coZ je
ale spor s tim, Ze fez A/A" definuje &islo v, nebot musi platlt zer < 4.

Analogicky se dokaze. Ze je-li v € A’, pak v = min A".

Podle véty 1.18 neni mozné, aby méla mnoZina A4 nejvétsi prvek a mnoZina
A’ nejmensi prvek, protoZe by existovalo r € Q tak, Ze max A < r < min A’, coz
je ve sporu s definicf fezfi A/ A’ 1 A/A".

1.23 Uplnost R. Vlastnost mnoZinv R. ktera je dokazana Dedekindovou vétou
se nazyva uplnost mnoZiny R. S ohledem na oznaceni drulia fezi v 1.11 lze vyslovit
Dedekindovu vétu ve tvaru:

V mnoZiné R neexvistuje ez 3. druhu.

Supremum a infimum mnoziny

1.24 Definice. Mnozina M C R se nazyva omezend shora, jestlize existuje k € R
tak, Ze pro kazdé x € M plati @ < k. Cislo k se nazyva horni zdvora mnozmy M.
"~ Mnozina, ktera neni omezena Shma se nazyva neomezend shora.

M c R je omezena shota <=> Jk € RVzeM:2<k
M C R je neomezend shora <= Ve Rz eM:z2 >k
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1.25 Priklady.

N

4.

N = {1,2,...} je ncomezen4 shora, nem4 horni zavoru.

M = {z € R;0 < x < 1} je omezen4 shora, horni zavory jsou vSechna reédlna
¢isla > 1, napt¥. 1,2,100, pridemz 1 € M.

M = {1 — 1;n € N} je omezen4 shora, horni zavory jsou vSechna &isla > 1,
pfiCemz Zadna horni zavora nepati{ do M.

M = {z € R;sinz = 1} je neomezena shora, nemé horni zévoru.

1.26 Poznamky.

1)

3)

4)

6)

Pro shora omezenou (shora neomezenou) mno¥inu se u¥ivé té% nizev shora
ohranicena (shora neohrani¢end) mnoZina. Pro horni zavoru se té3 u#iva nizev
horni hranice..

Definici shora omezené mnoZiny lze vyslovit také ve tvaru: M ¢ R se nazyva,
omezend shora, jestlize existuje k£ € R tak, ¥e Zadné &slo mnozZiny M neni
veétsi nez k.

V definici shora omezené mnoZiny lze misto 2 < k uvést 2 < k, protoze
r<k=z<k

Je-li M omezena shora, ma nekoneéné mnoho hornich zavor, pricemz néktera
miize patfit do M (viz 1.25 2.).

Nesmime si plést pojmy mnoZina konend a mnozina omezena shora (spis se
pletou pojmy mnoZina koneéné a mnoZina omezena, kterou budeme definovat
pozdéji). KaZda koneénd mmnozina je omezena shora, napt. M = {1,2,3,4},
ale i nekonefna mnoZina miZe byt omezena shora (viz 1.25 body 2. a 3.).

0 je omezena shora (viz 1.26 2)).

Analogicky definujeme pojmy omezena zdola a dolnf zévora. Plat{ zde analo-

gické poznamky k poznamkam 1.26.

1.27 Definice. Mnozina M C R se nazyvé omezend zdola, jestlize existuje k € R
tak, Ze pro kazdé = € M plati 2 > k. Cislo £ se nazyva dolni zdvora mnoziny M.

Mnozina, kterd neni omezen zdola, se nazyvéa neomezend xdola.

A C R je omezena zdola &= Ik e RVzeM:z >k
M C R je neomezena zdola <= Vie RIzeM:z < k

Mnoziny v prikladu 1.25 body 1., 2., 3. jsou omezené zdola; mnoZina v bodé 4.

je neomezena zdola.

1.28 Definice. Mnozina M C R, kterd je omezend shora i zdola, se nazyva
omezend. MnoZina, kterd nenf omezend. se nazyva neomezend.
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1.29 Poznamky.
1) Z definic 1.24 a 1.27 plyne, %e nezélei na &sle k € R, kterym je mnoZina
omezena shora nebo zdola, proto pouZijeme-li stejné ¢&islo: 2

M C R je omezend <— 3k € RVz e M : o] Sk

2) Neomezend mnoZina miize byt omezen4 shora a neomezend zdola nebo neo-
mezena shora a omezené zdola nebo neomezena shora i zdola.

>k

€

'M C Rje ncomezend <= VYikeR3Iz e M:

1.30 Véta (o supremu). Necht M je neprizdnd shora omezend mnoina redl-
nych éisel. Pak existuje mezi vSemi hornimi zdvorami mnoziny M jedna, kterd je
neymensi. '

Dikaz: 1) Necht M ma nejvétsi prvek, oznaéme ¥ = max M. Z definic 1.8 a 1.94
plyne, Ze T je horni zavora M. Protoze T € M, tak pro libovolnou hornf zavoru k
mnoziny M plati T < k, tedy ¥ je nejmensi horni zavora.. e

2) Necht M nema nejvétsi prvek. Definujeme fez A/ A" v R takto: A’ obsahuje
vsechny horni zavory M a A obsahuje viechna ostatni realna ¢isla. Viechna z € M
patii do A, protoze M nema nejvétsi prvek, tedy A, A’ jsou neprazdné a A/ A’
je skute¢né fez v R. Podle Dedekindovy vty 1.22 existuje &islo v € R, které je
timto rezem definovéno. ProtoZe #adné &islo o € A4 neni v&tsi neZ «, je v horni
zavora mnoziny A a tim i mnoZiny M, tedy v € A’. Podlé definice fezu A/ A je
v nejmensi ¢islo mnoZiny A'. M R '

Analogicky mizZeme vyslovit a dokizat vétu:

1.31 Véta (o infimu). Necht M je neprizdnd zdola omezend mnosing redlnych
cisel. Pak existuje mezi viemi dolnémi zdvorami mnoiiny M jedna, kterd je nej-
vELSL. - |

1.32 Definice. Necht M je neprazdna shora (zdola) omezena minoZina redlnych
cisel. Nejmensi (nejvétsi) prvek mnoZiny véech hornich (dolnich) zavor mnoZiny
M se nazyva supremum (infimum) mnoziny M a znadi se supM (inf M),

Definici sup M a inf M lze vyslovit také ve tvaru:

1.33 Definice. Necht M je neprizdnd shora omezena mnozina realnych &isel.
Cislo G € R se nazyva supremum mnoZiny M, znadi se (7 = sup M, jestliZze ma
nasledujici vliastnosti: '

1°VzeM:z2 <G,
2°VG'e R, " <G, 32" e M : 2" > (.
(2 VeeR,e>0,32'eM: 2’ > G —e.)
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Necht M je neprazdna zdola omezeni mnoZina redlnych ¢&isel. Cislo ¢ € R se
nazyva infimum mnoZiny M, znadi se g = inf M, jestli¥e ma nasledujici vlastnosti:

1°

VeeM:z>g,

2°Vd eR, ¢ >g, I eM: 2 < ¢g.
(2" VeeR,e>0,32’ e M:2' < g+e¢)

1.34 Poznamky.

1)

Definice 1.32 a 1.33 jsou ekvivalentni: |

Vlastnost 1° z definice 1.33 vyjadiuje, ze G je horn{ zavora mnoziny M. Vlast-
nost 2° vyjadfuje, Ze G je nejmensi prvek z mnoziny viech hornich zévor
mnozmy M. Je to vyjadieno tim, Ze jakékoliv &islo G/, pro které plati G’ < G,

uz neni horni zdvorou mnoziny M, nebot neni splneno pro vSechna z € M, Ze
z < G’ Ve 2 je &islo G vyJadreno pomoci G a kladnéhoe e R: G' = G —¢.

Napr. M = (0,1), supM =1

E1 &y
- ——
1 | | i i ]
r 1 1 —
0 Gy, G, | 1=G
z’ x!

Doporuéujeme ctenafi, aby si provedl analogické avahy pro inf M.

Definice 1.33 s vlastnostmi 1°, 2’ je vhodn&jsi pro dikazy. Chceme-li dokazat
Ze mMnoZina ma supremum a ktere ¢islo to je, postupujeme vétsinou tak, Ze
uhodneme (islo, které asi bude supremem (pokud existuje) a pak dokdZeme,
Ze toto éislo splnuje definici 1.33.
Napi. M={1 -2 ,n e N}; supM = 1:
1° 11— l <1je zfejmé
2 Vex>0d1-1L:1- ; > 1 — ¢, tato nerovnost je splnéna pro n > 1
Takovén € N ex1stuje podle Archimedova axiomu pro realn &isla, ktery
ma analogické znénf jako 1.6, pfiéem# jsme oviem provadali s realnymi
¢isly operace, které jsme zatim nedefinovali.

Rozdil mezi sup M a maxM: max M je vidy prvkem mno¥iny M, sup M mize
byt prvkem M anebo nemusi byt prvkem M. Napt.

M={zeR0<z<1} —supM =maxM =1,

M={z€R;0<z<1} —supM =1, max M neexistuje.

Plati: JmaxM = Jsup M a sup M = max M (supM € M), ale naopak, z exis-
tence sup M neplyne existence max M. JestliZe neexistuje max M, pak pokud

existuje sup M (a to existuje pro kaZdou ¢&iselnou neprazdnou mno¥inu ome-
zenou shora}, plati supM ¢ M.
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4) Véta o supremu (infimu) neplati v Q; diikaz viz [1].

5) Predpoklady ve vétach 1.30 a 1.31 a tedy-i v definicich 1.32 a 1.33, Ye M 5£ ¢
a M je omezena shora (zdola), nelze vynechat.

Neni-li napf. M omezena shora, nema nejmensi horn{ zavoru, proto¥e nems
viibec horni z&voru. Je-li M = @, pak kaZdé realné ¢islo je jeji horni zavora.
Vidime tedy, Ze v mno#iné realnych &isel nelze ani definitoricky zavést pojmy
supremum mnoziny neomezené shora a sup ). JestliZe pfidame k mno%iné R
jesté prvky +o0 a —o0, pak lze definovat supremum mno?iny neomezené shora
rovno +co a sup ) = —oo (viz poznamky 1.71).

Vétou 1.30 jsme dokézali existenci &isla, které definici 1.32 (1.33) nazveme
supremum. Budeme-li postupovat obracené a nejdfive toto &islo nadefinujeme,
pak vétu o jeho existenci — vétu o supremu — lze vyslovit ve tvaru:

1.35 Véta (o supremu). Kafdd neprizdnd shora omezend mnoZina redlnyjch
cisel mad supremum.

Analogicky miZeme vyslovit vétu o infimu: KNaZdd neprizdnd zdola omezend
mnozina redlnych ¢isel md infimum.

Aritmetické operace v R
1.36 Véta. Necht a, 3 € R. Necht déle «,«’,b,b’ € Q, vyhovujici nerovnostem
(2) a<a<d. b<B<l,

Jjsou libovolna. Pak existuje pravé jedno v € R, které je omezené zdola viemi
souCty tvaru ¢ + b a shora ¢’ + b a plati

(3) at+b<y<d+0.

Dikaz: 1) Existence. UvaZujme mmozZinu vsech soucti a + b. Tato mnoZina je
omezena shora, napf. hbovolnym bouctem a +b’ ted) ma supremumn. Oznacme

Ziejmé je
(4} a+b<n, .7 <d + b,

Dale, vezineme-li jakékoliv a, a',b,b' € Q vyhovujici nerovnostem (2), pak vzhle-
dem 1\ hustoté Q v R _existuji vzdv Ay, (1I.b1, b € Q, pro ktera plati

a<a <a<a)]<ad, | b<bl<[j,¢<b'1<bl.
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Z toho plyne, Ze mnoZina viech sou¢tli « + b nemé nejvéty prvek a stejné tak
mnozina vSech soutl a’ + b’ nema nejmensi prvek, takie v (4) nemtife nastat
rovnost. Cislo v tedy vyhovuje (3). |

2) Jednozna¢nost. Zvolme libovolné e € @, e > 0. K nému existuji a,a’,b, b €
Q spliwjici (2) tak, ze

0<a —a<e, 0<b-bce.

Odtud
(@' +b8)—(e+b)=(d' —a)+ (' = b) < 2e.

ProtoZe jsme e volili libovolng, je rozdil (¢’ + &) — (a + b) libovolng maly: Podle
lemmatu 1.20 existuje pravé jediné v € R, které ledi mezi « +bad 4+t
vyhovuje (3). & |

1.37 Definice. Cislo v z véty 1.36 se nazyva soucet &isel a a 3 aznadise a + 3.
) ) y el

1.38 Poznamky.

1) Z diékazu véty 1.36 plyne, Ze soudet a + 3 je definovan jako sup{a + b}, kde
a,b € Q, « < a, b < B. Tato definice je korektn; i pro soucet racionalnich
¢isel, nebot si staci uvédomit, ze sup{fr € Q;z <r} =r pror € Q.

2) Soucet realnych &isel méa vlastnosti 1.3, diikazy jsou analogické diikazu véty
1.36 {viz [3]); prenechdvame je Etenaf.

3) Absolutni hodnota &isla ¥ € R je redlné &islo
7| = max{y, —7}.

4) Soucin dvou redlnych &isel 1ze definovat podobné jako jejich souédet. V tom-
to pripadé je vsak tfeba rozlisit ¢isla kladna, ziporna a nulu. Definitoricky
zavedeme v . 0= 0.~ = 0 pro libovolné v € R.

Soucin &isel o, 3 € R, @ > 0, 8 > 0 je sup{a . b}, kde .6 € Q, 0 < a < a,
0 < b < 3. Diikaz je analogicky ditkazu véty 1.36 (viz [3]). Jsou-li o, B € R,
a # 0, 8 # 0, libovolna, pak vyuZijeme absolutni hodnoty:

o . B =la]. |8} — jsou-li o, stejného znaménka,
a.f=—(la].|8]) — jsou-li a, rliznych znamének,
a pfevedeme definici soudinu a . 8 na piipad souéinu kladnych &sel |a . 1B

5) Soucin redlnych &isel ma vlastnosti 1.4. dikazy jsou analogické ditkazu véty
1.36 (viz [3]); pTenechédvame je Ctenafi.

6) Upozoriiujeme, Ze soudet a soudin redlnych &isel lze pochopitelné definovat i
jinym zpiisobem, napf. jako soulet a soucin fezii v Q (viz [1]).
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1.39 Véta (Archimediiv axiom). Ve RIneN:n > Y.

Ditikaz: Pro v < 0 je tvrzeni ziejmé. Je-li v > 0, oznacme v = (A/A"), kde A/A
je fez v mnoZiné Q. Pak v horni skuping A’ existuje r € Q tak, Ze » > v. A pro
racionalni ¢isla Archimedtv axiom plat{ (viz 1.6). m

1.40 Véta. Necht a,3 € R. Pai; plati
1.3° a>f = FyeR:a>7>4,
tj. mnozina R je hustd.
Dikaz: MiiZeme vzit napiiklad v = Ha+p). m
Zévérem této ¢asti uvedeme pro realnd &sla jesté dalsi pbjm_y.

1.41 Definice.

1° Signum (znaménko) &isla v € R je realné &islo sgn y:

1 pro v >0,
sgn y = 0 provy =0,
—1 pro v < 0.
2° Celd cdst Cisla v € R je celé islo k:
E<~<k+1.

Cela ¢ast ¢isla v se znadi [y].
Realné Cislo v — [v] se nazyva lomend ¢dst &isla v € R.

1.42 Poznamky. | ,

1) Existence a jednoznaénost [7] plyne z Archimedova axiomu. Necht vy > 0,
poloime P = {n € N;jn > v}. Podle Archimedova axiomu 1.39 je P # § a
protoze P C N, existuje ng = minP. Pak k = ny — 1.

Je-li v < 0, existuje my = min{n € N;1 — 5 <n}; pak k=1 — mq.

2) Plati 0 < v — [v] < 1. Dokazte! |

Topologie &iselné osy

Topologie dané mnoziny urcuje jisté polohové vztahy mezi body a podmnozi-
nami této mnoziny. Slovo topologie vzniklo z Feckych slov topos (misto) a logos
(slovo, zakon) a bylo zavedeno v poloviné 19. stoleti. Zakladnim topologickym
pojmem je oteviend mno¥ina. Na reilné ose jsou otevfenymi mnoZinami napr.
oteviené intervaly. Intervaly maji vyzna&né postaveni mezi podmno¥inami R.
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Co je to vlastné interval? Nejprve pro a,b € R zavedeme oznadeni
(5) (a,b) = {z € R; a <z < b}

Pak definujeme:

1.43 Definice. MnoZina J C R se nazyva interval, jestlize pro kazdé dva prvky
a,fB €l a < 3, plati (e, B) C J.

Poznamky.
1) Necht a,b,€ R, ¢ < b. Pak J mze byt nésledujicich typt, které oznafujeme,
pfipadné nazyvame, takto:

J={zeRu<z<b} = (a,b) — uzavieny,

J={zeRja<a<b}=(ab)— otevieny,

J={z€eRja<a<b}=(ab) — polouzavieny nebo polootevieny,
={z€Rja<z<b}=(qb)— polouzavieny nebo polootevieny,

{2 € Rjz > a} = (a, +0), J={re Rz >da} = (¢,+0),
{z € Ri2 < a} = (—00,4), J={r e Rz <a} = (~c0,a),
{z € R} = (~00, +00) = R — &iselna (redlna) osa,

J
J
J

li

J={reRiae <2 <a} = {(a a) = {a} — jednobodovs mnoZina, =

J=0,napl. J = {2 € R;b < 2 < a} apod.
2) Pozor na zépis intervald, napt. 2 € (1,3), ale 2 ¢ (3,1), protoge (3, 1) = !

1.44 Definice. Necht ¢,§ € R, § > 0. Otevreny interval (¢ — 8, ¢ + ) se nazyva
§-okoli bodu ¢; znaéi se Us(c). Cislo § se nazyva polomér tohoto okoli.

1.45 Poznamky.

1) Necht ¢,z € R. Jejich eukleidovska vzdalenost jed(c,z) = |c—z|. Pak §-okolf
bodu ¢ je mnoZina viech bodf 2 ¢ R, jejichZ vzdalenost od bodu ¢ je mensi
nez 4§, tj. |

o Us(c) ={r € R; d(c,z) < 5}

2) Ekvivalentni zapisy pro z € Us(c):
1° 2z €(c—46,c+4),
2°c—-d<a<c+d,
3° le—z] <.

1.46 Definice. Necht ¢,6 € R, § > 0. Sjednoceni otévfehf&hl interval
| (c=d,e)U(c,c+ d)

’ I Id u I b4 r \f.:'
se nazyva redukované §-okoli bodu c; znaéf se Ps(c). 1y 1<)
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1.47 Poznambky. |
1) Pro redukované okoli se uzivé té% nazev prstencové okoli.
2) Redukované okoli bodu ¢ vznikne vyjmutim bodu ¢ z intervalu (¢c—6,c+9).
3) Ps(c) = {z € R;0 < d(c,2) <}
4) Ekvivalentni zapisy pro x € Ps(c):
1° 2 €(c—0d,c)U(e,c+4),
2°z€(c—d,c+d),z #c,
3° 0< |e—z] < 3d.

1.48 Definice. Necht ¢, 6 € R, § > 0.

1° (¢,c+ ) = U (¢) — pravé d-okoli bodu c,

2° (¢ —3d,¢) = U; (¢) — levé §-okoli bodu ¢,

3° (¢,c+ 8) = Pf(c) — pravé redukované d-okoli bodu e,

4° (c—d,¢) = Py (c) — levé redukované é-okoli hodu c.

1.49 Poznamky.

1) V pfipadé, Ze nezalezi na velikosti poloméru okoli. vynechame ho v oznadeni.
Jedna se pak o okoli, které ma né&jaky kladny polomér:
U(c) — okoli bodu ¢, P(c) -— redukované okoli bodu ¢,
Ut(c), U™ (c) — pravé, levé okoli bodu . - |
P*(c). P (c) — pravé, levé redukované okoli bodu ¢.

s
o

Zatim jsme definovali okoli bodu ¢ € R jako symetricky otevieny interval
délky 24,4 > 0, kde ¢ je st¥ed tohoto intervalu. QObecnéji lze deﬁnovat

Okoli bodu c € R je kazdy otevieny interval, ktery tento bod obsahuje.

V nasich tivahach se omezime vétginou na definici 1.44. Navic plati, Ze kaZdy

otevieny interval, ktery obsahuje bod ¢, obsahuje s nfin i jeho symetrické okolf
(viz 1.52).

1.50 Definice. Necht X je mnoZina a T je systém viech podmno#in mnoziny X,
ktery ma nasledujici vlastnosti:

1°0eT XeT,;
22 M CTi=1,0 . on= 0N M eT
3° {M,} C T je hbovolny systém mnozin M, €T,pak UM, €T,

Pak T se nazyva topologie na X, mno¥ina X s topologu T se nazyva topologicky
prostor a prvky systému T se nazyvaji otevienc munoziny.

Poznamka. Systém {M.} C 7 z 1.50 3° miize byt koneény nebo riekoneény.



