GEOMETRIE |

Co JE DOBRE ZNAT KE ZKOUSCE

Zakladni idea predmétu Geometrie I

Predmét Geometrie I neobsahuje mnoho nového, jedna se o:
« opakovani ze stfedni $koly (znaéné se prekryva s péknou uéebnici Analytickd geometrie! ze
série Matematika pro gymnazia),

« stru¢né shrnuti analytické metody s vyuzitim linearni algebry.

Je tedy dobry népad:

« vSe si porovnavat s uéebnici Analyticka geometrie ze série Matematika pro gymnazia,
« dikladné si zopakovat linearni algebru.

Pfipravujeme se a drahu ucitele matematiky, a tak se nezada pouze ,néjaké“ zvladnuti latky, ale
uchopeni latky z pohledu stfedoskolského ucitele. Zakladni myslenkou je: ¢istou matematiku pésto-
vat tak, aby byla jednotliva témata snadno transformovatelna do vyuky na stfedni skole. Formulace
jsou tedy sice vysokoskolské (s vyuzitim linearni algebry), vSe by vSak mélo byt snadno pfeformu-
lovatelné do podoby pouzitelné pfimo pfi vyuce na stfedni skole.

Duraz je kladen na porozuméni - je nutné znat motivace, tj. pro¢ jsou jednotlivé pojmy zavadény
a pro¢ praveé takto. Je tedy tfeba védét, pro¢ odvozujeme pravé tyto vlastnosti — k ¢emu jsou potfeba
a jakou hraji v celé teorii roli. Typicky postup pri zavadéni nového pojmu je:

« formulace zakladniho problému,

« reseni zakladniho problému,

o definice nového pojmu, ktery vzesel z reseni problému.

Nasleduje hledani odpovédi na zakladni otazky:

o jak takovy objekt najit (napr. u vzdalenosti dvou podprostorii priseciky s osou),

o lIze-li jej hledat ve specialnich pripadech (nap¥. vzdalenost bodu od podprostoru, bodu od nadro-
viny, ...),

« ma-li néjaké vyznamné vlastnosti (napr. ,transferova“ veéta, ...),

« souvislosti (vypocet vzdalenosti pomoci Gramova determinantu ¢i pomoci parc. derivaci).

Pfikladem miZe byt také zavedeni skalarniho soucinu. Nestac¢i védét, ze skalarni souéin je zkrat-
ka symetricka pozitivné definitni biline4rni forma. Je nutno védét, pro¢ byl zaveden, jakou roli v ana-
lytické geometrii ma (chceme budovat metrickou geometrii), znat zakladni problém, ktery vedl k jeho
zavedeni (zakladni ulohy metrické geometrie: vzdalenost 2 bodt, thel dvou vektori), tento problém
je tfeba vyfesit (aplikaci Pythagorovy, resp. kosinové véty), a tim odvodit jeho tvar ve specialnim
tvaru. Tento vyraz pak zobecnit na standardni obecnou definici — symetrickou pozitivné definitni
bilinearni formu.

! Bocek L., Ko¢andrle M.: Analyticka geometrie. Série Matematika pro gymnazia. Prometheus, Praha, 2008.
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Osnova predmétu

I. Geometrie v afinnim prostoru

Zavedeni afinniho prostoru

Proc¢ jsou jednotlivé axiomy zavedeny pravé takto? Uvedte néjaké netrivialni priklady afinniho pro-
storu. Definujte bod; afinni pfimku, afinni rovinu, afinni nadrovinu. Odvodte zakladni vlastnosti
zobrazeni f : A X A — V,,, uka’te, Ze se toto zobrazeni chové jako od¢itani.

Linearni soustava souradnic

Zakladni problém vedouci k zavedeni LSS, odvozeni pfedpisu LSS vzhledem k danému repéru, bi-
jektivnost a homomorfnost LSS. Urcenost LSS (k dané LSS najit repér a naopak). Soufadnice bodu a
vektoru: odvozeni. Poznamka k nelinearnim soustavam soufadnic.

Transformace LSS

Zékladni definice: matice pfechodu, matice homomorfismu vzhledem k danym bazim, soufadnice
vektoru. Pfechod od zmény baze ve vektorovém prostoru k transformaci LSS. Afinni matice pfecho-
du, jeji vlastnosti (sou¢in matic a matice inverzni).

Linearni kombinace bodu

Zékladni problém, motivace; geometricka vlastnost. Rozborem vychoziho problému zjistit, Ze existuji
pravé dvé moznosti, jak linearni kombinaci bodt interpretovat (bod a vektor) a za jakych podminek
to je mozné. Souradnice linearni kombinace bodi.. Souradnice stiedu usecky a tézisté trojuhelniku.
Linearni nezavislost bodui: motivace, aplikace (urcenost podprostoru dimenze k& pomoci k + 1 LNZ

bodi).

Podprostory afinniho prostoru
Definice podprostoru a jeji rozbor (zdiivodnéni podminek v ni obsazenych). Uréenost podprostoru
(kterymkoli svym bodem a zaméfenim).

Parametrické vyjadieni podprostoru afinniho prostoru
Odvozeni.

Vzajemna poloha podprostoru afinniho prostoru

Kompletni klasifikace, zakladni myslenka klasifikace. Charakterizace jednotlivych pfipada. Vysetto-
vani vzajemné polohy pomoci hodnosti matic, uréeni minimalni dimenze prostoru, v némz mohou
byt zadané podprostory riznobézné, mimobézné, ...

Spojeni podprostora afinniho prostoru
Definice, priklady, zakladni vlastnosti spojeni.

Pricka dvou mimobézek
Hledani pricky vedené danym smérem a danym bodem; rovnice, podminky existence.

Obecna rovnice nadroviny

Véta o hodnosti a defektu homomorfismu, zaméreni nadroviny jako jadro nenulové linearni formy,
odvozeni obecné rovnice nadroviny, odvozeni tvaru v konkrétni LSS. Otazka jednoznaénosti, iloha
nalézt k zadanému bodu a zaméfeni nadroviny jeji obecnou rovnici a naopak; korektnost: nezavis-
lost na volbé bodu nadroviny. Pfevod obecné rovnice na parametrické vyjadreni a naopak. Vyjadfeni
obecné rovnice nadroviny pomoci determinantu.

Vyjadfeni podprostoru rovnicemi — obecné rovnice podprostori

Podprostor jako pranik nadrovin, vyjadfeni podprostoru pomoci soustavy linearnich rovnic, dimen-
ze podprostoru takto uréeného v zavislosti na hodnosti soustavy rovnic, existence (Frobeniova véta a
jeji geometrické interpretace). Pfevod obecné rovnice na parametrické vyjadieni a naopak. Hledani
rovnice pfimky v roviné i rovnic v prostoru, hledani rovnice roviny v prostoru.



Orientace afinniho prostoru

Orientace afinniho prostoru jako orientace jeho zaméfeni. Orientace vektorového prostoru: zakladni
myslenka, porovnavani dvou bazi pomoci matice pfechodu a jejiho determinantu, relace ekvivalen-
ce ,byt souhlasné” na mnoziné vsech bazi daného vektorového prostoru, t¥idy ekvivalence, definice
orientace vektorového prostoru. Kladné a zaporné baze.

II. Geometrie v eukleidovském prostoru

Skalarni soucin

Zakladni ulohy metrické geometrie (vzdalenost dvou bodii — velikost vektoru, thel vektort) a jejich
feSeni analytickou metodou (pomoci soufadnic). Odvozeni vztahu ujvy + ugvay = ||| - ||7]] - cos ¢,
prozkoumani vyrazu na levé strané: distributivita, komutativita, zdivodnéni nazvu skalarni soucin,
zdtvodnéni znaceni pomoci tecky. Geometricka interpretace skalarniho soucinu, charakterizace kol-
mosti.

Aplikace skalarniho soucinu

Eukleidovské odvozeni obecné rovnice nadroviny, stfedoskolské odvozeni, tvar rovnice ve zvole-
né LSS. Uvédomeéni si matematického zakladu odvozeni obecné rovnice nadroviny: véta o dimenzi
ortogonalniho dopliku (aplikace na jednorozmérny podprostor).

Vzdalenost bodu od nadroviny — odvozeni pomoci geometrické interpretace skalarniho souc¢inu.

Determinant a vnéjsi soucin

Geometricka interpretace determinantu (v pfipadé radkt obsahujicich soufadnice vektort vzhledem
ke kladné ortonormaélni bazi), odvozeni ve 2D. Vnéjsi soudin: definice a jeji korektnost (nezavislost
na volbé kladné ON baze), geometricka interpretace vnéjsiho soucinu, rozdil mezi vnéjsim soucinem
a determinantem. Vlastnosti vnéjsiho soucinu — odvozeni na zakladé vlastnosti determinanta. Druha
mocnina vnéjsiho soucinu je rovna pfislusnému Gramovu determinantu.

Vektorovy souéin

Hledani vektoru kolmého ke dvéma LNZ vektorim ve 3D, vyjadfeni soufadnic pomoci determi-
nantq, zapis vektorového sou¢inu pomoci jediného formalniho determinantu. Prozkoumani vzniklé
operace: distributivita, antikomutativita.

Odstranéni nekorektnosti zapisu vektorového souc¢inu pomoci formalniho determinantu pfi za-
chovani vyhod kompaktniho tvaru: obecna definice vektorového souéinu pomoci soucinu vnéjsi-
ho a skalarniho, znazornéni geometrického vyznamu této definice, zakladni véta; ovéfeni, ze takto
definovany vektorovy soucin spliiuje podminky ze stiedoskolské definice (kolmost, velikost rovna
obsahu rovnobézniku, orientace). Odvozeni vlastnosti (tj. jak se s nim pocita) vektorového souéinu
z vlastnosti determinantu.

Fyzikalni motivace pro zavedeni vektorového soucinu: otacivy ucinek sily, moment sily vzhle-
dem k ose ota¢eni; piirozeny vznik podminek definujicich vektorovy sou¢in znamych ze SS (kolmost,
velikost rovna obsahu rovnobézniku, orientace).

Eukleidovsky prostor
Definice.

Vzdalenost dvou podprostori — obecné
Obecna definice vzdalenosti dvou podprostorti, obecna véta o vzdalenosti dvou podprostort a jeji
dikaz pomoci dvou lémmat (dtikaz minimality, nalezeni minima).

Gramuv determinant a jeho aplikace
Motivace — viz vnéjsi soucin. Gramiiv determinant, geometricka interpretace jeho druhé odmocni-



ny (objem k-rozmérného rovnobéznosténu v n-rozmérném prostoru), vypocet obsahu rovnobézniku
pomoci Gramova determinantu. Vypocet vzdalenosti dvou podprostortt pomoci Gramova determi-
nantu: a) odvozeni hledanim minima pomoci parcialnich derivaci, b) ideové ,odvozeni® pomoci
geometrické interpretace Gramova determinantu.

Transferova véta

Znéni, odvozeni na zakladé vzorce pro vypocet vzdalenosti dvou podprostorts pomoci Gramova de-
terminantu, ideové odvozeni pro pfipad dvou mimobéZzek na zakladé geometrické predstavy. Apli-
kace transferové véty na transformaci tloh na vzdalenosti podprostori.

Vzdalenost dvou podprostori — specialni pripady
Vzdalenost bodu od podprostoru: ortogonalni projekce bodu do podprostoru, dikaz minimality vzda-
lenosti ortogonalni projekce (dtikaz, Ze ,po kolmici je to nejblize), vyznam Pythagorovy véty. Apli-
kace na vzdalenost bodu od nadroviny: vypocet pomoci ortogonalni projekce, porovnani s odvoze-
nim pomoci geometrické interpretace skalarniho souc¢inu. Vypocet vzdalenosti bodu od nadroviny
pomoci Gramova determinantu.

Osa dvou mimobézek, hledani vzdalenosti dvou mimobézek pomoci jejich osy. Osa dvou mi-
mobéZznych podprostoru.

Odchylka primek a nadrovin
Odchylka dvou pfimek: geometricka pfedstava, odvozeni absolutni hodnoty ve vztahu pro ¢(p, q).
Rozdil mezi (thlem dvou vektort a odchylkou dvou piimek, odchylka jako ¢islo z intervalu (0, 5).

Odchylka dvou nadrovin a odchylka pfimky od nadroviny: ideova odvozeni.

Odchylka dvou podprostori
Odchylka ptfimky od podprostoru obecné, odvozeni pomoci ortogonalni projekce.

Odchylka dvou podprostort eukleidovského prostoru obecné, definice pomoci definice odchylky
dvou podprostorti vektorového prostoru. Obecnéa definice odchylky dvou podprostort vektorového
prostoru.

Kolmost dvou podprostori

Definice ortogonalniho doplitku podprostoru vektorového prostoru. Kolmost dvou vektorovych pod-
prostort: definice a formalni asymetri¢nost klicové podminky. Kolmé podprostory mohou mit netri-
vialni pranik — ukazani na pfikladu dvou vektorovych rovin, kolmost dvou podprostorii neznamena
kolmost kazdého vektoru jednoho podprostoru na kazdy vektor druhého podprostoru — protipfiklad.



