MILAN SEKANINA
LEO BOCEK

MILAN KOCANDRLE
JAROSLAV SEDIVY

EOMETRIE I

STATNI
PEDAGOGICKE
NAKLApATELSTVi
PRAHA



Zpracovali:

Doc. RNDr. Milan Sekanina, CSc., doc. RNDr. Leo Bocek, CSc., RNDr. Milan Koéandrle, CSc.,

doc. RNDr. Jaroslav Sednvy, CSc.
Lektorovali:
Doc. RNDr. Jarolim Bure§, CSc., prof. RNDr. Ernest Jucovi¢, DrSc.

Schvaleno rozhodnutim ministerstva Skolstvi Ceské socialistické republiky &.j. 27 841/86-31 ze dne
28. prosince 1986 jako celostatni vysokoskolska ucebnice pro studenty matematicko-fyzikalnich,
ptirodovédeckych a pedagogickych fakult studijniho oboru 76-12-8 Ugitelstvi vieobecné vzdélavacich
predméti aprobagniho pfedmétu matematika.

' Doc. RNDr. Milan Sekanina, CSc., doc. RNDr. Leo Bot&ek, CSc., RNDr. Milan Kog&andrle, CSc,,
doc. RNDx. Jaroslav Sedivy, CSc., 1988

OBSAH

Predmluva

Kapitola 1. Afinni zobrazeni .

1.1
1.2
1.3

1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

Zakladni vlastnosti afinniho zobrazem .
Analytické vyjadfeni afinniho zobrazeni

Restrikce a skladani afinnich zobrazeni

Inverzni afinni zobrazeni, grupa afinnich zobrazeni
Samodruzné body a sméry afinnich zobrazeni
Posunuti, stejnolehlost

Zakladni afinity

Klasifikace afinit v roviné

Modul afinity, ekviafinity

Kapitola 2. Zobrazeni v euklidovském prostoru .

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

Zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni
Analytické vyjadieni shodného zobrazeni
Grupa shodnosti

Soumérnost podle nadrovmy .
Soumérnosti v euklidovském prostoru .
Klasifikace shodnosti roviny

Klasifikace shodnosti trojrozmérného euk11d0vskeho prostoru

Podobné zobrazeni. Grupa podobnosti
Ptehled geometrickych zobrazeni

2.10 Sféricka inverze
2.11 Grupa sférickych transformam ..
2.12 Transformace roviny v komplexni sourddmcl .

Kapitola 3. Rozsifovani afinniho prostoru

3.1
3.2
33
34
35

Motivace k roziifovani afinniho prostoru
Komplexni roz§ifeni vektorového prostoru .
Komplexni roz§ifeni redlného afinniho prostoru
Projektivni rozifeni afinniho prostoru

Projektivni prostor

Kapitola 4. Kvadriky .

4,1

Bilinedrni formy (-

9

15

21
23
K]
35
42
47

50
50
54
57
60
64
66
70
73
80
83
89
92

101
101
103
106
109
132

143
144



4.2 Kvadratické formy )
4.3 Zakladni vlastnosti kvadrlk
4.4 Polarni vlastnosti kvadrik
4.5 Afinni viastnosti kvadrik
4.6 Metrické vlastnosti kvadrik
4.7 Svazky kvadrik .

Kapitola 5. Axiomatika geometrie
5.1 Uvod . .

5.2 Afinni rovina

5.3 Stejnolehlost . .

5.4 Zavedeni soutadnic v translacm roviné
5.5 Nasobeni v oboru soufadnic . . .

5.6 Desarguesova véta
5.7 Pappova (Pascalova) véta
5.8 Axiomy uspofadani .

5.9 Piimka jako uspofddana mnoZina .

5.10 Paralelni projekce . .
5.11 Realna afinni rovina.
5.12 Axiémy shodnosti

5.13 Absolutni geometrie a axiom Lobacevskeho
5.14 Zaklady geometrie Lobaevského roviny . . .

5.15 Axiémy trojrozmérné geometrie

Kapitola 6. Nastin historického vyvoje geometrie .

6.1 Nejstarsi etapa vyvoje geometrickych znalosti lidi .
6.2 Vznik geometrie jako teoretické discipliny

6.3 Hlavni vysledky antické fecké geometrie . . .

6.4 Euklidovy Zaklady

6.5 Zaméieni geometrie od Euklida do Descarta .
6.6 Pocatky a rozvoj analytické geometrie v 17. a 18. stoleti .
6.7 Zaméteni syntetické geometrie v 17. —19. stoleti
6.8 Vznik neeuklidovskych geometrii . )

6.9 Obohaceni geometrie idejemi moderni algebry

6.10 Grupy transformaci jako pfedmét studia geometrie

Vysledky cviceni . . . . .
Literatura . . . . . . .

Rejstiik

150

. 157

160

.. 169
.. 193
. 207

.. 218
.. 218
. 220
.. 222
. 226
.. 230
. 233
. 236
.. 238
. 239
.oL242
. 244
.. 245
. 252

257
259

. 262
. 262
.. 264
.. 266
.. 269
.. 273
. 279
.. 283
. 287
.. 290
. 293

. 295

. 300

301

PREDMLUVA

Geometrie II navazuje na uéebnici Geometrie 1. Obsahuje teorii geometrickych
transformaci, teorii kvadrik, Givod do axiomatiky geometrie a nastin historic vyvoje
geometrie. V této uéebnici jsou pouzity odkazy na prvni dil (uebnice Geometric 1),

K nékterym tematickym celkim chceme uvést nékolik poznamek.

Kapitola 4 — Kvadriky — byla zafazena na doporuéeni komise expertl. Autoli
jsou si védomi, Ze vzhledem k hodinové dotaci vyuky geometrie nebude pravdé-
podobné nikdy vykladana v plném rozsahu. Ptesto byl rozsah kapitoly zvolen tak,
aby kapitola poskytovala piehled zakladnich vlastnosti kvadrik. To by mélo jednak
umoznit dostateCnou variabilitu vykladu, jednak poskytnout latku pro dopliujici
studium. Latka je vyloZena tak, Ze umoziiuje redukci udiva, a to nejen od konce.

Uvod do axiomatiky se v podstaté sklada ze dvou &asti. V prvni je popsin
axiomaticky pfFistup k afinni rovin€ na zakladé axidomu incidence a uspotidéant.
Druha ¢&ast je vénovana uvodu do absolutni geometrie. Tento Givod je zakon&en
zcela struénym piehledem zakladnich poznatkG o Lobacevského geometrii.

Byli bychom radi, kdyby oba dily ucebnice ptinesly uZitek jak studentdm
u€itelského sméru matematiky, tak i pfipadnym dal§im zajemcim.

Autob



KAPITOLA 1

AFINNi ZOBRAZENIT

1.1 Zakladni vlastnosti afinniho zobrazeni

Ptiklad 1. Nechf je v euklidovské rovin€ zvolena kartézska soustava soufadnic.
Pfifadme kaZzdému bodu X = [x,y] bod f(X)=[x,y], kde xX' =x, y =3y
(obr. 1). Dostaneme tak prosté zobrazeni dané euklidovské roviny na sebe. Lezi-li
navzajem rdzné body B, C, D na ptimce, leZi jejich obrazy f(B), f(C), f(D) také
na ptimce, pfiemz se jejich délici pomér rovna délicimu poméru jejich vzoru.

f(cl
£(B) f(D) XN

Obr. 1 Obr. 2

Piipomeiime, Ze délici pomér bodé B, C, D definujeme jako to realné Cislo
A = (B, C; D), pro které plati D — B = D — C). V nafem pfipadé je také
(D) — f(B) = Af(D) — f(C), tj. (f(B), f(C); f(D)) = (B, C; D).

Uvedli jsme si pfiklad zobrazeni, kterd jako prvni studoval vyznamny mate-
matik Leonhard Euler (1707 —1783) ve své praci Introductio in analysin infinitorum
v roce 1738. Dv€ kitivky, z nichZ jedna je obrazem druhé v takovém zobrazeni,
nazval L. Euler ,afinni“ podle latinského affinis, tj. pfibuzny.

Ptiklad 2. V odstavci 1.6 v [G] jsme probirali zobrazeni, kter4 se nazyvala
promitani. Zvolme naptiklad v trojrozmérném afinnim prostoru A; rovinu g
a piimku p, ktera je s rovinou ¢ riiznob&zni. P¥ifadme kazdému bodu X prostoru
A, jeho primét f(X)e @ na rovinu ¢ ve sméru pfimky p, tj. f(X) = X pro Xeg
a Xf(X)||p pro X ¢ ¢ (obr. 2). LeZ-li navzajem riizné body B, C, D na ptimce,
tedy D — B = XD — C), jetez f(D) — f(B) = A(f(D) — f(C)), a pokud neni pfimka
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BC rovnobéZna s ptimkou p, jsou body f(B), f(C), f(D) navzajem ruzné. LeZi-li
body K, L na ptimce rovnobéZné s pfimkou p, jejich obrazy splyvaji.

Uvedené dva ptiklady byly ukazkami tzv, afinnich zobrazeni, s nimiZ jste se uz
seznamili v odstavei 1.6 v [G]. Jejich definici si uvedeme je$té€ jednou, v trochu
pozrménéné formé, pomoci déliciho poméru boda.

Definice 1.1.1. Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho prostoru A’ se
nazyva afinni, jestliZe ma tuto vlastnost: LeZi-li navzajem rizné body B, C, D
7. prostoru A na ptimce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvaji, nebo jsou
navzajem rizné, lezi na jedné pfimce a jejich délici pomér se rovnd délicimu
poméru jejich vzord, tj. (f(B), f(C); f(D)) = (B, C; D).

Miizeme také fici, Ze zobrazeni f je pravé tehdy afinni, jestlie z platnosti
D — B =AD — C) plyne (D) — f(B) = Mf(D) — f(C)). Nejsou-li totiz body B,
(', D navzajem rizné, je tato implikace spln&na pro kazdé zobrazeni.

P¥imo z definice afinniho zobrazeni plyne, Ze viechny body pfimky se zobrazi
bud do jednoho bodu, nebo vytvoii jejich obrazy opét pfimku. Jakmile se totiZ
dva rGzné body B, C zobrazi do riznych bodu f(B), f(C) pfi afinnim zobrazeni f,
j¢ kazdy bod Y ptimky f(B) f(C) obrazem ur€itého bodu X pfimky BC, sice toho
bodu X, pro ktery plati (B, C; X) = (f(B), f(C); Y). Splyvaji-li body f(B) a f(C),
je f(X) = f(B) pro vSechny body X ptimky BC.

Dale plyne pfimo z definice, e se pfi afinnim zobrazeni f zobrazi stfed
Gse¢ky BC na stfed tsecky f(B) f(C). Je-li totiz D stiedem use¢ky BC (B # C),
le7i body B, C, D na pfimce a je (B, C; D) = — 1. Body f(B), f(C), f(D) pak bud
splyvaji, nebo jsou navzajem rizné, lezi na jedné piimce a plati (f(B), f(C); f(D)) =
= (B, C; D) = — 1, ma tedy bod f(D) vzhledem k bodtim f(B), f (C) délici pomér —1,
je tudiz i v tomto ptipadé bod f(D) stfedem usecky f(B) f(C). V piipadé B = C
plati tvrzeni o obrazu stfedu samoziejmé.

Necht jsou v afinnim prostoru A dany ¢tyfi body B, C, D, E tak, Ze vektor
C — Bse rovna vektoru E — D (obr. 3). To plati pravé tehdy, kdyz stied useCky BE
splyva se sttedem tsecky CD, tj.

3(B + E) = 3(C + D).

Je-li f afinni zobrazeni prostoru A do prostoru A’, splynou podle pfedchazejiciho
stiedy useéek f(B) f(E) af(C) f(D), tedy

SO A+ [ = 51(C) + [,
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coz je ekvivalentni s podminkou f(C) — f(B) = f(E) — f(D). Mzeme tedy shrnout:
Jsou-li dvé uspofadané dvojice bodl B, C a D, E umisténim téhoZ vektoru u ze
zaméfeni V afinniho prostoru A (tj. C — B = E — D) a je-li f afinni zobrazeni
prostoru A do prostoru A, jsou také uspofadané dvojice f(B), f(C) a f(D). f(E)
umisténim téhoz vektoru ze zaméfeni V' afinniho prostoru A’. Proto muZeme
k afinnimu zobrazeni f ptifadit zobrazeni f, které zobrazuje zaméfeni V afinniho
prostoru A do zaméfeni V’ afinniho prostoru A’ pfedpisem

u=C-B = f(u)=/(C)—-f(B)

Podle predchazejiciho je timto pfedpisem zobrazeni f skutedng definovano, protoze
vektor f(C) — f(B) zavisi opravdu jen na vektoru u, nikoliv na jeho umisténi
v prostoru A.

Ztejmé je f(o) = f(B) — f(B) = o. Pro dva vektory u, ve V mazeme zvolit jejich
umisténi tak, ze u=C — B,v=D — C, pak je u + v =D — B (obr. 4). Dile je
Jw) = £(C) = £(B), fv) = f(D) ~ £(C) a f(u +v) = f(D) — f(B), tudiz [(u + v) =
= flu) + f(v).

<{

u c

Obr. 4 Obr. 5

Plati-li pro dva vektory u, ve V vztah v = Au, miZzeme zvolit body B, C, D tak,
Ze u=C — B,v=D — B (obr. 5). Body B, C, D lezi na jedné pfimce, a protoze
je D — B = AC — B), je téZ f(D) — f(B) = A(f(C) — f(B)) pro kazdé afinni zobra-
zeni f. To znameni, Ze f(v) = Af(u). Tim jsme ukazali, 7e zobrazeni f ma tyto
vlastnosti:

S+ v) =7+ fv),
fCu) = If (u)

pro viechny vektory u, ve V a viechna reilna &sla 1. Zobrazeni f je tudiz homo-
mortfismus (linearni zobrazeni) vektorového prostoru V do vektorového prostoru V’
a je jednoznacné pfifazeno, asociovano zobrazeni f. Nazyva se proto asociovany
homomorfismus afinniho zobrazeni f. Porovnejte obdrZzeny vysledek s definici 1.6.1
v [G].

Ke kazdému afinnimu zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniiio prostoru A’
je tedy jednozna¢n& pt¥itazen homomorfismus f/ zaméteni V prostoru A do za-
méfeni V' prostoru A’. Vznika pfirozené otazka, zda obracené k libovolné zvole-
nému homomorfismu f: V — V' existuje afinni zobrazeni f: A —» A’ tak, aby
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zvoleny homomorfismus f byl asociovanym homomorfismem k zobrazeni f. Vime,
7¢ afinni zobrazeni f a asociovany homomorfismus f jsou vazany vztahem

J(€)—f(B)=f(C - B)
proto musi pro zobrazeni f platit
JS(X)=[(B) +f(X - B).

Vidime, ze zobrazeni f je jednoznaéné uréeno, jakmile je dano zobrazeni f a obraz
/(B) jednoho bodu B.

UkAZeme si jests, Ze zobrazeni f je afinni. Nechf je tedy f: V — V' homo-
morfismus, Be A, B’ e A’ Pfitadme kazdému bodu X € A bod f(X)e A’ pfedpisem

f(X)=PB +f(X — B).

Pak je zfejm& f(B) = B, a jestlize pro body X, Y, Z z prostoru A plati

Z=X=MZ~-Y), je f(Z)~fX)=[B +f(Z~B)]-[B+[(X~-B)]=

=J(Z-B) —J(X - B)=J(Z - X)=[(UZ — Y)) = Jf(Z — Y), podobng

(Z) = f(Y) = f(Z - Y), takZe f(Z) — f(X) = Mf(Z) — f(Y)). To znamena, Ze | je

afinni zobrazeni a jeho asociovanym zobrazenim je vychozi homomorfismus /.
Své dosavadni Givahy shrneme ve vétu.

Véta 1.1.1. Ke kazdému afinnimu zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho
prostoru A’ existuje pravé jeden tzv. asociovany homomorfismus [ zaméfeni V
afinniho prostoru A do zaméfeni V' afinniho prostoru A’. Zobrazeni f a f jsou
vizina vztahem f(B + u) = f(B) + f(u) pro kazdy bod Be A a kazdy vektor ue V.
Obraceng, je-li dano linearni zobrazeni, tj. homomorfismus f: V — V' a dvojice
bodlG B, B, Be A, B'e A, pak existuje pravé jedno afinni zobrazeni f: A — A,
jehoZ asociovanym homomorfismem je dané linearni zobrazeni f a obrazem bodu B
je pti zobrazeni f bod B'. Zobrazeni f je dano piedpisem f(X) = B + f(X — B)
pro kazdy bod X € A.

Necht je f: A — A" afinni zobrazeni prostoru A do afinniho prostoru A/,
f/ k nému asociovany homomorfismus. Pfedpokladejme, Ze p, g jsou navzijem
rovnob&zné pfimky v afinnim prostoru A, pfimka p nechf je uréena bodem P
a nenulovym vektorem u, piimka g bodem Q a tymzZz vektorem u. Kazdy bod
ptimky p lze tedy psat ve tvaru X = P + tu, kazdy bod pfimky g ma tvar
Y=Q +su (t,seR). Je-li f(u)=o0, je f(X)=/(P)+tf(u)=[(P) f(Y)=r(Q),
piimka p se zobrazi cela do bodu f(P), pfimka g se zobrazi do bodu f(Q). Je-li
f(u) # o, je f(X)=f(P)+ tf(u), £(Y)=f(Q)+ sf(u), plimka p se zobrazi na
ptimku danou bodem f(P) a nenulovym vektorem f(u), pfimka g se zobrazi na
ptimku s ni rovnob&2nou uréenou bodem f(Q) a tymZ vektorem f(u). Plati tedy
vétu 1.1.2,
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Véta 1.1.2. Pii afinnim zobrazeni se dvé rovnob&Zzné pfimky zobrazi bud na dvé
rovnobézné piimky, nebo se kazda z nich zobrazi do bodu.

Dobfte je vidét tato vlastnost afinniho zobrazeni v pfipadé rovnobéZzného pro-
mitani tfeba ttidimenzionalniho afinniho prostoru A; do afinni roviny ¢ ve sméru
primky s, ktera je s rovinou g riznob&zna. Jsou-li pfimky p, g rovnob&Zné s ptimkou s,
zobrazi se ob& do bodu (obr. 6), v opaéném ptipadé se pfimky p, ¢ promitnou do
rovnobéZnych primek p’, ¢’ (obr. 7), které mohou popfipadé i splynout.

Dale plati véta 1.1.3.

Véta 1.1.3. Afinni zobrazeni f je pravé tehdy prostym zobrazenim afinniho
prostoru A do afinniho prostoru A’, je-li k nému asociovany homomorfismus
prostym zobrazenim zaméfeni V prostoru A do zaméfeni V' prostoru A’
Afinni zobrazeni f zobrazuje afinni prostor A na afinni prostor A’ pravé tehdy,
zobrazuje-li asociované linearni zobrazeni f vektorovy prostor V na vektorovy
prostor V.

Diikaz. Pro kaZdé dva body X, Ye A plati f(X) — f(Y) = fiIX — Y). Neni-li
zobrazeni f prosté, existuji v prostoru A dva rizné body X, Y, pro které je
f(X) = f(Y). Pak je IX ~ Y)=0a X — Y # o, tudiZ neni zobrazeni f prosté.
Neni-li obracen& zobrazeni f prosté, existuje nenulovy vektor ueV tak, Ze
flu) =0. Pak je f(X +u)= f(X)+ flu)y= f(X) a X +u # X, proto neni
zobrazeni [ prosté. Jestlize je zobrazeni f zobrazenim prostoru A na prostor A’
a v je libovolny vektor z V', miZzeme zvolit body K, Le A’ tak, ze v = K — L.
K bodim K, L existuji body M, Ne A tak, ze f(M)= K, f(N)= L. Pak je
v = f(M) — f(N) = fiIM — N). Tim jsme dokazali, Ze f je zobrazenim prostoru V
na prostor V', Je-li obracené f zobrazenim prostoru V na prostor V' a Z
libovolny bod z A’, zvolime libovolny bod Be A a poloZzime v = Z — f(B).
Podle pfedpokladu existuje vektor ueV tak, ¢ v = flu) To znamena, Ze
Z = f(B) + flu) = f(B + u). Proto je f zobrazenim prostoru A na prestor A’
Tim je dikaz véty 1.1.3 dokonden.

Pozndmka. Existuje-li prosté linearni zobrazeni ¢ vektorového prostoru V
dimenze n do vektorového prostoru W dimenze m, musi byt n £ m. Existuje-li
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homomorfismus ¢ vektorového prostoru V na vektorovy prostor W, je n = m.
Je-li @ izomorfismus V na W, je n = m. Z tohoto tvrzeni a z pfedchazejicl véty
vyplyva, Ze prosté afinni zobrazeni afinniho prostoru A, dimenze n do afinniho
prostoru A, dimenze m existuje jen tehdy, je-li n £ m, zatimco afinni zobrazeni
prostoru A, na prostor A, existuje jen tehdy, plati-li n = m. Existuje-li vzajemné
jednoznaéné afinni zobrazeni prostoru A, na prostor A/, maji oba prostory stejnou
dimenzi, tj. n = m. Maji-li prostory A,, A, stejnou dimenzi n a je-li afinni
zobrazeni prostoru A, do prostoru A, prosté,pak je téZ zobrazenim na prostor A, .
Obraceng, je-li zobrazenim na prostor A, je téZ zobrazenim prostym.

Necht jsou dany v n-rozmérném afinnim prostoru A, linearné nezavislé
body P,, P,, ..., P, (vektory P, — Py, P, — Py, ..., P, — Py jsou linearné
nezivislé). To je podminka ekvivalentni s podminkou, ze body Py, Py, ..., P,
neleZi v zadné nadroving prostoru A,,. Kazdé afinni zobrazeni f afinniho prostoru A,
do afinniho prostoru A’ je podle pfedchazejiciho jednoznaéné urCeno obrazem
J(Py) bodu P, a svym asociovanym homomorfismem f. Zobrazeni f je zase
jednoznaéng uréeno obrazy vektorl libovolné baze, tieba baze (P, — Pg,...,
P, ~ Py>. Obraz f(P; — P,) vektoru P, — P, je podle vztahu f(P; — Py) =
== [(P;) = [(Pg) urCen obrazem f (P;) bodu P; a bodem f{P,). Plati proto vé€ta 1.1.4.

Véta 1.1.4. Afinni zobrazeni f n-dimenzionalniho afinniho prostoru A, do
afinniho prostoru A’ je jednozna¢né uréeno obrazy f(Pg), f(P,), ..., f(P,) linearng
nezavislych bodt Py, P, ..., P, prostoru A,. K libovolné zvolenym bodim

%, Py, ..., P, prostoru A’ existuje pravé jedno afinni zobrazeni f prostoru A,
do prostoru A’ tak, Ze f(P;) = P;proj=0,1, ... n.

Pt¥iklad 3. Afinni zobrazeni afinni roviny A, do afinniho prostoru A’
je podle pfedchazejici véty jednoznacné ureno obrazy vrcholi n€kterého troj-
Ghelniku BCD v roving A,. Mohou nastat tyto tii pfipady:

1. Body f(B), f(C), f(D) tvofi v prostoru A’ trojuheinik. Zobrazeni f je pak

prosté, asociované zobrazeni fzobrazuje linearné nezavislé vektory u = C — B,

v = D — B na linearn& nezavislé vektory f(u) = f(C) — f(B), flv) = f(D) —

— f(B), obrazem roviny A, je rovina v A’, urlena body f(B), f(C), f(D).

Protoze prosté afinni zobrazeni zachovava délici pomér, zobrazi se t€Znice

il

a t&Zi¥te trojuhelniku BCD na t€Znice a t8Zist€ trojuhelniku f(B) f(C) f(D),
obr. 8. D £(D/
f(c)
C
B f(8) Obr. 8
14

2. Body f(B), f(C), f(D) lezi na jedné piimce, aviak nesplyvaji v jeden bod, nechf
je napiiklad f(C) # f(B), f(D) lezi na pfimce f(B) f(C). Na piimce BC pak lezi
pravé jeden bod E tak, Zze f(E) = f(D). Zobrazeni f neni prosté, napiiklad
vechny body pfimky ED se zobrazi do bodu f(D). Obrazem roviny A, je
pfimka f(B) f(C).

3. Body f(B), f(C), f(D) splyvaji, zobrazeni f je konstantni, viechny body
roviny A, se zobrazi do bodu f(B).

1.2 Analytické vyjadieni afinniho zobrazeni

Necht je v afinnim prostoru A, dimenze n dina linearni soustava soufadnic
repérem (P,e;,e,,...,e,», v afinnim prostoru A, je dana linearni soustava
soufadnic repérem <Q,d,,...,d,>. Necht je f afinni zobrazeni prostoru A,
do prostoru A, a f k nému asociovany homomorfismus. PoloZme

m

Te)=3 ayd. f(P)=0+ 3 bd,
j=1

j=1
Pak pro bod
X = P + Z xieL
i=1
plati
JX) = f(P) + J?(Z x;e) = f(P) + Z x; fle;) =
i=1 i=1
=0+ Z bjdj+ in Z aijdj::Q+ Z x;dj,
j=1 i=1  j=1 j=1
kde
(1) x;-:: Z aijxi-l-bj, ].‘: 1’2,“.’m.
i=1
Pro vektor
u= Z ue, eV
i=1
je
f(u) = Z bt —(e') = U; Z aleJ - Z u/jdj’
i=1 i=1 j=1 j=
kde
() wy= Y agu,  j=1,2,...,m

Pfi zobrazeni f se tedy bO({X prostoru A, o soufadnicich [x,, x,, ..., x,] zobrazuje
do bodu f(X) prostoru A, o soufadnicich [x}, x5, ..., x},], pfi¢emZ se soufadnice

15



bodu f(X) vypoétou ze soutadnic bodu X podle rovnic (1). Ptitom jsou soufadnice
bodu X vzaty vzhledem k linearni soustaveé soufadnic dané repérem (P, e, e,
b / vz k line s s €y,
lela’ X1 ... Xy JSOU soufadnice bodu f(X) vzhledem k linearni soustavs soutadnic
ané repérem Riks Z i j icemi afinnj
; p ; £Q,d,, ...,d,,,).' Rllfarr'le, ze rovnice (1) jsou rovnicemi afinniho
zobrazeni f vzhledem k zvolenym linearnim soustavam soutadnic
Vektor u y mé Azi tadni
| Vektor u, ,ktery ma vzhledem_k ba.21 <ey, ..., e, soufadnice u,, ooy Uy, SE
pr1 asociovaném homomorfismu 7 k afinnimu zobrazeni S zobrazuje na vektor
kl

ktery ma vzhledem k bazi <d,, -++» dy ) soufadnice u), ..., u),, jez jsou dany
rovnicemi (1).

Obraceng, jsou-li dana realna &isla aij b i=1,2,...,nj=1, 2,...,m a pfi-
fadime-li kazdému bodu X prostoru A, o soufadnicich [x,, x,, ..+» X,] vzhledem

k zvolené linearni soustavé soutadnic v A, bod X' z A, ktery ma vzhledem
k zyolené linedrni soustavé soufadnic v A, soufadnice [x), x5, ..., x/ ], a to tak
Ze 1501.1 splpény rovnice (1), dostaneme zobrazeni prostoru A, do p';ostoru A, ’
kter¢ je afinni. Plati-li totiz pro body X — [Xis oo %] Y=[y;,....,0] Z Z
=[z,,...,2,] z AV" vz.tah Z-X=MNZ-Y) je z; — x; = Mz, = y) ;:ro i=
b;dt: X, ;zl’.;rrc))als(o;lr;(iimce [x1, oo %] [y, v Y [25, .0, z,,] obrazi X', Y, Z'

n n

Zj— X; = Z aiflz; — x;) = A Z a;fz; — v)
i=1 =1

n

Z=Yi= Yafa—y), tedy Z - X =iz - ),
i=
odkud je vidét, Ze uvazované zobrazeni je afinni.
Rovnice (1) m@zeme psat té% v maticovém tvaru:
11,195 vy Ay
Q315095 oovy Ao,y

/ ’ 7’
(X1, X5, o, X)) = (%1, X5, ..., x,) + (by, by, ..., b,)
anlﬂ an2~ ’anm
nebo ve tvaru X' = XA + B,
kde
X = (x},x5, ..., x,,)

Je matice typu (1, m) sloZena ze soufadnic bodu f(X),
X = (X1, X5, .05 X,)
Je matice tvofena ze soufadnic bodu X ,

all, alz, ceny alm
A= 215 A2y -..y Ay,
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w
je matice typu (n,m), v jejimZ i-tém Fadku jsou soufadnice vektoru f(e)),
B = (b, b,, ..., b,) je matice, jejiz prvky jsou soufadnice bodu f(P).

Pfitom jsou soufadnice viech bodi prostoru A, vzaty vzhledem k linearni
soustavé soufadnic dané repérem (P, e,,e,, ..., e,), soufadnice bodi v prostoru
A, vzhledem k linearni soustavé soutadnic uréené repérem <Q,d,,d,, ..., d,>,
podobné& pro soufadnice vektort.

Ptiklad 1. V afinni roving je dan trojuhelnik BCD. Zvolme v ni repér
{P,e;,e,>, a tim i linearni soustavu soufadnic takto: P =B, e, = C — B,
e, = D — B. Vime, Ze existuje pravé jedno afinni zobrazeni f afinni roviny
trojuhelniku BCD do tfidimenzionalniho afinniho prostoru Aj, které zobrazi
bod B do bodu B =[1,0,0]}, bod C do bodu C’' =[0,1,0] a bod D do bodu
D’ = [0, 0, 1], pfitemZ soufadnice bodd B, C’, D’ jsou vzaty vzhledem k n&jaké
linearni soustavé soufadnic v A;. Mame urcit rovnice zobrazeni f.

Reseni. Asociovany homomorfismus k zobrazeni f oznadime jako obvykle 7.
Jef(P)=B =[1,0,0], fle;)=C — B =(—1,1,0), fle;) =D — B =(—1,0,1),
proto pro X = [x, y), tj. X = P + xe, + ye, je f(X) = f(P) + xJe,) + yJ(e;) =
=[1 - x -y, x, y]. Tudiz je

X=1—-x—y
y=x
7 =y,
kde [x/, ¥/, z'] jsou soufadnice bodu f(X) v A;.

Vratime se k obecnému piipadu. Nechf je f afinni zobrazeni n-dimenzionalniho
afinniho prostoru A, do m-dimenzionalniho afinniho prostoru A,, f k n¥mu
asociovany homomorfismus. Oznaéme W = [~ !(o0) tzv. jadro linearniho zobra-
zeni J, tj. vektorovy prostor viech t&ch vektord ze zaméfeni prostoru A, které se
pfi zobrazeni f zobrazi na nulovy vektor. Zvolme ted v prostoru A, repér
(P, e, ..., e, tak, 7e vektory e,,,, ..., e, tvofi bazi jadra W. Pak jsou vektory
f(ey), fley), ..., fle,) linearnd nezavislé. V opaéném pfipad& by totiZ existovala
takova &isla 4, 4,, ..., 4,, ne vesmé&s rovna nule, pro ktera by platilo

Z A’]T(ej) =0,

ji=1
tedy

Y ie)=0=3 leeW= 3 ig,= } ue,.

j=1 i=1 i=1 i=r+1

To by v8ak byl spor, protoze vektory e, ..., e, jsou linearné nezavislé a aspoit
jedno z &isel 4, ..., 4, je nenulové. PoloZme d; = f(e,), ..., d, = f(e,) a dopliime
tyto linedrn& nezavislé vektTy na bazi (d,, ..., d,,d,,, ..., d,)> zamé&feni prostoru
A,,. PoloZime-li je¥t¢ Q = f(P), dostavame tak v A/, repér (Q,d,,...,d, ).
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Pro X =P + 21 xi€; je f(X) = Q + ¥ x,d;, protoZe fle)) =d,proi = 1,2, e ¥
i= i=1

afle)=oproi=r+1,..,n Ma tedy bod f(X) vzhledem k linearni soustavé
soufadn%c da'ne repérem {Q, d,, ..., d,> soufadnice x}, ..., x,,, které souvisi se
soufadnicemi x, ..., x, bodu X rovnicemi

Xp =Xy X, =0
r ’
) X3 = Xy X4 =0
, :
X, =X, x;n =0.

Pfitom soufadnice bodu X jsou vzaty vzhledem k linearni soustavé soufadnic
dané repérem <P, e, ..., e,

Na zavér odstavce si odvozené vysledky shrneme do véty.

Véta 1.2.1. Kazdé afinni zobrazeni f: A, ~ A, je vzhledem k danym linearnim
soustavam soufadnic v A, a A;, dano rovnicemi tvaru (1), Obraceng je rovnicemi
tvaru (1) dano afinni zobrazeni f: A, - A,. Ke kazdému afinnimu zobrazeni
A, > A, lze zvolit v A, a A, linearni soustavy soufadnic tak, Ze zobrazeni f je
vzhledem k nim dano rovnicemi tvaru (), kde r=n, r<m. Je-li r =m, je
zobrazeni f zobrazenim prostoru A, na prostor A,; je-li r = n, je zobrazeni f
prosté.

' Ptiklad 2. V afinni roving A; a v afinnim tfirozmérném prostoru A,
Jsou zvoleny linearni soustavy soufadnic. Zjistéte, zda existuje afinni zobrazeni
Ji Ay~ Aj, pii kterém se body B =[1, 0], C=[0,1], D =[2,p] zobraz
po fad® na body B' =[2,1, —1], C' = [3,2,0], D' =[1,0,2]. Provedte diskusi
vzhledem k parametru p. Napiste rovnice tohoto zobrazeni vzhledem k zvolenym
linedrnim soustavam soufadnic.

ReSeni. Body B, C, D jsou linearné nezavislé pravé tehdy, je-li p # —1.
V tom pfipad¢ existuje podle véty 1.1.4 prave jedno afinni zobrazeni pozadovanych
vlastnosti. Zobrazi-li se pfi ném bod [x, y] na bod [x,y, 2], existuji podle
véty 1.2.1 realna &isla a;, b; (i =1,2,j = 1,2, 3) tak, ze

X' =ayx +azy+b
(3) Y =a;,X + a,,y + b,
7 =a;3x + ay3y + b,.

Dosadime-li za x, y soufadnice bodu B a za X, ¥, Z soufadnice bodu B/, dostane-
me pro &isla a;;, by rovnice 2 = a,, + by, 1 = aj, + by, =1 = a,3 + by. Dalgich
Sest rovnic dostaneme obdobng pro dvojice C, C" a D, D'. Ze viech deviti rovnic
pak vypofteme hledané koeficienty. Dosadime-li je do rovnic (3), dostaneme
rovnice hledaného zobrazeni:
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X =-x+3
y=—x+2
7 = L [(3 — p)x + 4y — 4]
p+1
Je-lip = —1, jsou body B, C, D linearné zavislé, leZi na jedné pfimce. Délici pomér

bodi B, C, D' nejenze se nerovna délicimu poméru bodd B, C, D, ale neni
viibec definovan, protoZe body B, C’, D' neleZi v pfimce. Zadné afinni zobrazeni
nemuze tedy zobrazit body B, C, D na body B/, C, D'.

Pifiklad 3. Napite rovnici afinniho zobrazeni afinni roviny A, do afinni
pfimky A, pfi kterém se body [2,1], [3,2], [0, 1] zobrazi po fadé na body
o soufadnici [2], [0], [10]. (Mluvime-li o soufadnicich v A, a A,, pfedpokladame,
Ze jsou v téchto prostorech zvoleny linearni soustavy soufadnic.)

ReSeni. Dané tti body v roving A, jsou lineArn& nezavislé, proto existuje pravé
jedno afinni zobrazeni poZadovanych vlastnosti, bude dano rovnici x" = ax + by + p,
z danych podminek dostaneme pro hledané koeficienty a, b, p rovnice

2=2a+ b+p
O0=3a+2b+p
10 = b + p,

z nichZ vypocteme a, b, p. Rovnice zobrazeni je
X = —4x + 2y + 8.

Pifiklad 4. V afinni roviné A, je dan rovnob&inik ABCD. Existuje afinni
zobrazeni roviny A, do sebe, pfi kterém se bod A4 zobrazi na sebe (je samodruZny),
bod B se zobrazi na bod C a bod C na bod D? Jestlize ano, ktery bod je obrazem
sttedu S rovnob&iniku ABCD? Napiste rovnice takového zobrazeni v linearni
soustavé soufadnic, kterou si zvolite. Ovéfte pomoci obdrZenych rovnic odpovéd
na posledni otazku.

ReSent. Protoze body A, B, C jsou linearn& nezavislé, existuje pravé jedno afinni
zobrazeni danych vlastnosti. ProtoZe bod S je stfedem usetky AC, bod C se
zobrazi na bod D a bod A na sebe, je obrazem bodu S stfed seCky AD. Linearni
soustavu soufadnic midZeme zvolit napiiklad repérem (A, B — 4, D — A). Bod C
mé pak soufadnice [1, 1], protoze ABCD je rovnobé&Znik. Rovnice daného zobra-
zeni jsou x’ = x — y, ¥ = x. Bod S mé soufadnice [, 3], zobrazi se tedy na bod
[0, ], coZ je st¥ed Gsetky AD.

Na zavér odstavce si odvodime, jak se zméni rovnice (1'), zménime-li baze
v zaméfeni V,, V,, afinnich prostori A,, A,. Necht je ¢ linedrni zobrazeni
vektorového prostoru V, do vektorového prostoru V., # = (e,, ..., e,> baze
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veV,,% = (d,, ..., d,> baze ve V,,, ple;) = Y a;d;. Pak je pro vektor u = .Zlu,-ei,
=1 -

i=

13

m n X , i .
plu) = Y vd;, kde v = }, a;u;, tj. U = UA, coz jsou rovnice (1'), psané v matico-
i=1 =1
vém tvaru.

b.e

irvr»

Rl

Necht je & = (€,, ..., €, jina baze vektorového prostoru V,, & =

r=1

(b;;) = M(&, ) je matice pfechodu od baze % k bazi 4. Polozime-liu = Y 4,6, je
r=1
U=0MG% %), kde 0= (i, ... i,)

Je-li € = <dj, ..., d,) jina baze ve V,,, p(u) = Y. id;, dostaneme zcela obdobné
j=1

U = OM(%, %), neboli U = UM%, %), kde L_i’ = (i}, ... ﬂ;,,} _Proto je U =
= UM, %) = UAM(%, %) = UM(Z, 8) AM(%, %), tedy U = UA, kde

A = M(%, B) AM(%, B).

Tento dileZity vztah mezi maticemi A, A budeme potfebovat pfi nékterych dalsich
definicich a vétach.

Cvideni

1. Urdete rovnici afinniho zobrazeni roviny.A, do ptimky A;, pfi kterém se body
[2,1], [3, 2], [0, 1] zobrazi po fad& na body [2], [0], [8].

2. Urdete parametry p, g tak, aby existovalo afinni zobrazeni afinni roviny A, do
afinni roviny A, pfi kterém se zobrazi body [2, 1], [-2, 3], [4, 0] po Fad¢
na body [p, 3], [0, 4], [1, 1].

3. Pro které hodnoty p, g, r existuje afinni zobrazeni afinni roviny do tfirozmérného
afinniho prostoru tak, aby se body [1, 2], [2, 0], [4, —4] zobrazily po fadg na
body [7, 1, —3], [2, 4, 5], [p, ¢, r]? Napiste rovnice viech takovychto zobrazeni.

4. V afinni roving je dan trojuhelnik ABC. Kolik existuje afinnich zobrazeni dané
roviny do sebe, pfi kterych se bod A zobrazi na bod B, bod B na bod Cabod C
na bod A? Ktery bod je obrazem t&7i§t¢ T trojihelniku ABC pfi takovém
zobrazeni? Napiste rovnice takového afinniho zobrazeni v nékteré linedrni
soustavé soufadnic a ovéfte, ktery bod je obrazem bodu T.

5. Predchazejici cviteni FeSte pro pfipad, Ze bod A je samodruzny, bod B se
zobrazi na bod C a bod C na bod B.
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1.3 Restrikce a skladani afinnich zobrazeni. Inverzni afinni zobrazeni, grupa
afinnich zobrazeni

Je-li f afinni zobrazeni afinniho prostoru A do afinniho prostoru A" a je-li A”
afinni podprostor prostoru A, je restrikce (omezeni) f” afinniho zobrazeni f na
prostor A” afinni zobrazeni prostoru A” do prostoru A’. To je jednak obsahem
véty 1.6.1 z L. dilu této uéebnice, plyne to vak i pfimo z definice afinniho zobrazeni.
Ptitom asociovany homomorfismus f” k zobrazeni f” je restrikci homomorfismu f
asociovaného k afinnimu zobrazeni f, omezujeme se na zaméfeni V” afinniho
prostoru A”. To je ptimy dtsledek definice asociovaného zobrazeni.

Necht jsou A, A’, A” afinni prostory, f” afinni zobrazeni prostoru A do
prostoru A’, f” afinni zobrazeni prostoru A’ do prostoru A”. Plati-li pro body
B, C, D z prostoru A vztah D — B = A(D — C), plati i f'(D) — f'(B) = A(f"(D) — f'(C)),
protoze [ je afinni zobrazeni. Protoze ale téz f” je afinni zobrazeni, plyne z posledni
rovnosti rovnost f(f(D)) — f"(f(B)) = ALf”(f' (D)) — f"(f(C)]. Je proto slozené
zobrazeni f = " of” afinni zobrazeni prostoru A do prostoru A”. K nému asocio-
vany homomorfismus ozna¢ime f, homomorfismy asociované k zobrazenim f”, f”
oznatime {7, f”. Pro body B, C € A pak plati

fB—C)=f(B)—f(O) =f"(fB) ~f(f(C) =
=f"f"B) = f(C) =/"(f'(B = ),

proto je f =f"o f.

Vidime, Ze sloZeni dvou afinnich zobrazeni je téZ afinni zobrazeni, k nému
asociovany homomorfismus je sloZzenim asociovanych homomorfismi k afinnim
zobrazenim, ze kterych bylo afinni zobrazeni slozeno.

Rovnice (2) z pfedchazejiciho odstavee ukazuji, Ze restrikce /7 tam probiraného
afinniho zobrazeni f na podprostor A/, ureny bodem P a vektory e,.e,. ..., e,
je prosté afinni zobrazeni. Zobrazeni f je sloZenim projekce p prostoru A, na
podprostor A, (ve sméru vektorového prostoru W, generovaného vektory e, ,
e .,. ..., €,) a restrikce f* zobrazeni f na podprostor A;. V soufadnicich maji
uvaZovana zobrazeni tato vyjadieni:

DX1s Xas oo Xy Xpp 10 oer Xu] 2 [X14 .00 %,, 0, ..., 0],

[x1) %25 0 %,,0,...,0] 5 [x,...,x,0,...,0].

m —r

Pouze soutfadnice posledniho bodu jsou vzaty vzhledem k linearni soustavé sou-
fadnic uréené repérem ¢{Q,d,, ..., d,,d, ., ..., d,>, soufadnice prvnich dvou bodl

jsou vzaty vzhledem k linearni soustavé soufadnic ur¢ené repérem <P, e, ..., €,,
€. ... Prokaidy bod X € A, je vektor X — p(X) z vektorového prostoru W.
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Necht je f afinni zobrazeni afinniho prostoru A na afinni prostor A’”. Pokud je
sobrazeni [ navic prosté (coZz nastane napt. v piipad€, Ze prostory A, A’ maji
slejnou koneénou dimenzi), existuje k zobrazeni f zobrazeni inverzni. Protoze
zobrazeni f zobrazuje kazdé tii navzajem rizné kolinearni body B, C, D opét v tfi
navzijem rizné a kolinedrni body B, C, D, jejichZ délici pomér se rovna dé€licimu
poméru bodd B, C, D, ma tuto vlastnost i zobrazeni inverzni f~'. Jsou-li totiz
K’, I, M’ tfi navzajem rizné a kolinearni body v prostoru A’ o délicim poméru
A= (K, L'; M), oznalime K, L vzory bodi K’, L’ pfi zobrazeni f. Na piimce KL
szvolime bod M tak, aby (K, L; M) = 4. Bod f(M) pak lezi na spojnici bodt
J(K)=K, f(L)y=L aje (K, L'; f(M)) = A Protoze je téz (K, L'; M) = 1, je
JM)y=M,atedy f"YK)=K,f ' (L')=L,f (M) = M. Zobrazeni f "' zobra-
zuje tudiZz body na piimce (kolinedrni body) opét v kolinearni body a zachovava
délici pomér, proto je afinnim zobrazenim. JelikoZ je f(L — K) = L’ — K’, kde f je
homomorfismus asociovany k zobrazeni f, a zarovei je f ~ (L) — f ""(K') = L — K,
jc zobrazeni asociované k zobrazeni f ! totoZné se zobrazenim /1,

Na zaklad€ uvedenych tvrzeni mizeme vyslovit tuto definici:

Definice 1.3.1. Vzajemné jednozna¢né afinni zobrazeni afinniho prostoru A
na sebe nazveme afinni transformaci prostoru A nebo struc¢né afinitou prostoru A.
Viechny afinity prostoru A tvofi pfi obvyklém skladani grupu, tzv. grupu afinnich
transformaci prostoru A nebo také afinni grupu prostoru A.

Necht je f afinni zobrazeni n-rozmérného afinniho prostoru A, do sebe a necht
je v A, pevné zvolena linearni soustava soufadnic. Pak jsou soufadnice bodu
X =[x, ..., x,] a bodu f(X) =[x}, ..., x,] vzhledem k téZe zvolené soustavé
soutadnic vazany rovnicemi

X| =ayX; +a,x, + ... +a,.x, +b;
Xy = a1,X; + A3%, + ... + a,,X, + b,

’

Xy = ay1,Xy + a3 %X, + ... +a,x, +b,,

L el (]

viz rovnice (1). Zobrazeni f je pravé tehdy prosté, a tudiZ i zobrazenim prostoru A,
na sebe, je-li asociovany homomorfismus izomorfismem. Asociovany homomorfis-
mus f zobrazuje vektor e; na vektor o soufadnicich (a;y, a;;, ..., a;,), a je tudiz
izomorfismem pravé tehdy, kdyz je matice A = (a;;) regularni. Kazdy prvek afinni
grupy prostoru A, je proto vzhledem k pevné€ zvolené linearni soustaveé soufadnic
vyjadfen vySe uvedenymi rovnicemi, pro které je determinant matice (a;;) rtzny
od nuly. Rovnice miizeme psat téZ v maticovém tvaru X' = XA + B, A je regularni
matice. Je-li dal§i afinita g prostoru A, dana vzhledem k téZe soustav® soufadnic
maticovou rovnici X" = XC + D, je sloZend afinita dana rovnici

X =(XA + B)C + D = XAC + (BC + D).
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Afinity f, g jsou navzajem inverzni pravé tehdy, je-li sloZzena afinita identita, coZ
nastane pravé tehdy, kdyZz je matice AC jednotkova a matice BC + D nulova,
tedy C=A"', D= —BA™ .

1.4 SamodruZné body a sméry afinnich zobrazeni

Pti zobrazeni prostoru A do sebe ma smysl se zabyvat otdzkou, které prvky
se zobrazi samy na sebe, jinymi slovy fegeno, které prvky jsou samodruzné.

Nechf je f afinni zobrazeni n-rozmérného afinniho prostoru A, do sebe. Vime,
7e bod X a jeho obraz f(X) splyvaji pravé tehdy, kdyZz maji oba body stejné
soufadnice, oviem vzhledem k téZe soustavé soufadnic. Vime, Ze je mozné zvolit
v prostoru A, linearni soustavy soutadnic tak, ze bodu X o soufadnicich [x,, ..., x,]
vzhledem k prvni soustavé soufadnic odpovida v zobrazeni f bod f(X) o soufad-
nicich [x,, ..., x,, 0, ..., 0] vzhledem k druhé soustavé soufadnic. To je v8ak vzor
a jeho obraz vyjadfen vzhledem k riiznym soustavam soufadnic a nemiZeme délat
7adné zavéry o tom, které body jsou samodruzné. Zvolme tedy stejné jako v pfed-
chazejicim odstavci jednu linearni soustavu soutadnic, vzhledem k niz vyjadfime
jak vzory, tak i jejich obrazy pfi afinnim zobrazeni f. Rovnice afinniho zobrazeni f
pak maji tvar

X; =Y a;x; + b;, maticové X = XA + B,
j=1

[x;, ..., x,] jsou soufadnice bodu X a tvoii fadkovou matici X, [x}, ..., x,] jsou

¥rowr

soutadnice jeho obrazu f(X) a tvoii fadkovou matici X'

Bod X je v zobrazeni f pravé tehdy samodruzny, plati-li

n

X; = Eaﬁxj +b, pro i=12..,n,
ji=1
tj.
(@, — )x; +ayx, + ... +ayx, +b;, =0
a,%, + (ay, — Dxy + o+ apx, + b, =0

a;,X; + aypX, + ... +a,, — HYx, +b,=0.

To jsou rovnice pro soufadnice samodruznych bodi afinniho zobrazeni f. Je to
soustava n linearnich rovnic pro » neznamych x,, X,, ..., X,, kterd mé pravé tehdy
feSeni, je-li hodnost matice soustavy rovna hodnosti roz8ifené matice soustavy.
Je-li tato podminka splnéna, tvofi vSechna feSeni linedrni mnoZinu dimenze
k = n — h, kde h je hodnost matice soustavy. Geometricky to znamena, Ze mnoZina
samodruznych bodd zobrageni f tvofi afinni podprostor prostoru A, dimenze k,
co¥ lz¢ nahlédnout té% toufo Gvahou: Jsou-li navzajem rizné body B, C samo-
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druznymi body afinniho zobrazeni f, jsou samodruznymi body vSechny body X
primky BC, protoze je pak

X —-B=tC—-B), teR,

1(X) = f(B) = «(f(C) — f(B)), ale f(B) = B, f(C) = C, takZe f(X) = X.

Viechny samodruzné body afinniho zobrazeni f afinniho prostoru A, do sebe
tvofi podprostor prostoru A,, tedy bud prazdnou mnoZinu (zobrazeni f nemi
Z4dny samodruzny bod), nebo bod, nebo pfimku, rovinu, atd. Splyne-li podprostor
sumodruZnych bodi@ zobrazeni f s celym prostorem A,, je f identitou na A,.

Poznamenejme jesté, Ze stejné jako jsme mohli rovnice afinniho zobrazeni psat
(&7 v maticovém tvaru, miZeme i rovnice pro samodruZné body afinniho zobrazeni
psit v maticovém tvaru. Je-li afinni zobrazeni f dano maticovou rovnici X' =
= XA + B, jsou jeho samodruzné body dany rovnici X(A — I) + B = 0, kde I je
jednotkova a 0 nulova matice, obé &tvercové s poltem Fadkt rovnym dimenzi
prostoru, na kterém je f definovano.

Podle véty 1.1.2 se dv& rovnobézné pitimky zobrazi pfi afinnim zobrazeni f bud
kaZdd na bod, nebo kazda na ptimku, pti€emZ jsou tyto obrazy rovnobéZnych
pFimek opét rovnobeézné. Jestlize jsou vzajemné rovnob&Zné pfimka p a jeji obraz
S(p) a pfimka g je rovnob&zna s ptimkou p, musi byt podle uvedené véty navzijem
rovnob&zné i pfimky ¢ a f(g). Pfipomeneme si, co je to smér.

Definice 1.4.1. Smérem afinniho prostoru rozumime jednorozmérny podprostor
jeho zaméfeni. Smér je pii afinnim zobrazeni prostoru do sebe samodruzny, jestlize
st zobrazi na sebe pfi asociovaném zobrazeni.

Vime, Ze kazdy nenulovy vektor ze zaméfeni afinniho prostoru uréuje jedno-
znatné praveé jeden smér afinniho prostoru. Dva nenulové vektory urluji pravé
tchdy tentyZ smér, kdyz jsou linearné zavislé, kdyz je jeden nasobkem druhého.
Tuaké kazda pfimka afinniho prostoru urCuje smér, protoZe jeji zaméteni je jedno-
rozmé&rny podprostor v zamé&feni celého prostorun. Dvé pfimky uruji tentyZz smér
prave tehdy, kdyz jsou rovnobézné.

Nekdy se smér zavadi tak, Ze dva nenulové vektory urCuji tentyZz smér pravé
tehdy, kdyZ je jeden z nich kladnym nasobkem druhého. Pak neni smér uréen
pfimkou, nybrZz polopfimkou. Dvé polopfimky uréuji tentyZ smér, leZi-li v téZe
poloroving, jejiz hrani¢ni pfimka obsahuje pocateni body obou polopfimek,
ne viak polopfimky samotné. Kazda ptimka pak uréuje dva sméry, tzv. sméry
opagné. Takto definovany smér odpovida 1épe b&Znému nazoru, podle kterého je
tkcba rozligit smér Praha—Brno od sméru Brno—Praha. Mluvime pak nékdy
0 tzv. orientovaném sméru. Pro na%§ daldi vyklad je viak uceingjsi vySe uvedena
definice sméru (neorientovaného).

Neceht je pfimka p v afinnim prostoru A, uréend bodem A a nenulovym
vektorem u, necht f'je afinni zobrazeni prostoru A, do sebe, f k nému asociovany
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homomorfismus. Je-li f{u) = Au, kde 1 je realné nenulové &islo, zobrazi se pfimka p
pfi afinnim zobrazeni f na pfimku s ni rovnobéznou, smér piimky p je pf¥i
zobrazeni f samodruZny. Je-li f(u) = o, zobrazi se pfimka p a kazda pfimka s ni
rovnob&zna do bodu. I v tomto pfipadé je vektor f(u) nasobkem vektoru u, je jeho
nulovym nasobkem, f(u) = 0.u. Vyznamné jsou tudiz ty nenulové vektory, které

se zobrazi na svlij nasobek.

Definice 1.4.2. Je-li ¢ homomorfismus vektorového prostoru V do sebe, pak
vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni ¢ rozumime kazdy nenulovy vektor wu,
ueV, pro ktery je @(u) = Au pro n&jaké &islo 1. Takové Eislo A je pak pfi kaZzdém
vlastnim vektoru u jen jedno a nazyva se vlastni &islo homomorfismu ¢, odpovida-
jici vektoru u.

Pozndmka 1. VSimnéte si, Ze o vlastnich vektorech a &islech mizeme mluvit jen
v pfipadé homomorfismu vektorového prostoru do sebe, tedy v pfipadé endo-
morfismu. Je-li ¢ linearni zobrazeni vektorového prostoru V do jiného vektorového
prostoru W, je pro ueV vektor @(u) z prostoru W, proto je zpravidla bez-
piedmétna otazka, zda jsou vektory u, ¢(u) linearné zavislé.

Pozndmka 2. Misto vlastni vektor a vlastni &islo se n€kdy pouzZiva termin
charakteristicky vektor, charakteristické ¢islo.

Piejdéme nyni k vypoctu vlastnich vektord a vlastnich &isel homomorfismu f°
asociovaného k afinnimu zobrazeni afinniho prostoru A, dimenze n do sebe.

n
Je-li {e,,...,e,) bize zamefeni V, prostoru A, a f(e) = ) aye;, je pro vektor
j=1

u= i ue;, fu) =73 (Y uay) e;. Tudiz je f(u) = iu pravé tehdy, plati-li

i=1 ji=1 i=1
n
Auy =Y au;, ti.

i=1

iul = a“ul "I“‘ 021u2 + cen + anlun
Ay = dyaly + Ayaly + o+ ayoU,

Au, = ay My + Ay + .+ agu,,

po upravé

(ay; — Auy +ayuy + ...+ a,u, =0
asuy + Ay — Duy + ..o+ aou, =0

aratl + ay + ... + (ann - ;") u, = 0.
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To je pro uy, u,, ..., u, homogenni soustava linearnich rovnic, v niz viak jesté
nezname koeficient . Muzeme ji psat téZ v maticovém tvaru U(A — Al) = 0,
kde I a 0 jsou jednotkova a nulova matice typu (n, n).

UlvaZovand homogenni soustava linearnich rovnic ma pfi libovolném 4 feSeni
ty =uy = ... =u, =0.To je tzv. trivialni feSeni, kterému odpovida nulovy vektor.
Niis v8ak v tomto pfipadé zajimaji jen nenulové vektory, musime proto hledat
netrivialni feSeni naSi soustavy rovnic, tj. feSeni, v némZ je aspoit jedno z Cisel
WUy, ..., u, nenulové. Z algebry vime, Ze homogenni soustava linearnich rovnic
o stejném poltu nezndmych, jako je pocet rovnic, ma pravé tehdy netrividlni
feeni, jestlize se determinant soustavy rovna nule. NemtZeme tudiz zvolit &islo A
libovolné, nybrz jen tak, aby se determinant soustavy rovnal nule. Polozime-li
determinant soustavy roven nule, dostaneme pro A algebraickou rovnici n-tého
stupng, tzv. charakteristickou rovnici linearniho zobrazeni f. Ke kazdému jejimu
redlnému kotfenu A, pak najdeme aspofi jedno netrivialni feSeni uy, ..., u,, a tim
nenulovy vektor u, pro ktery plati f(u) = A,u. Vektor u je tedy vlastnim
vektorem a &islo A, vlastnim &slem homomorfismu f a timto postupem obdrZime
vicchny vlastni vektory zobrazeni f. Dfive neZ si cely postup ukaZeme na
nékolika piikladech, dokazeme, Ze charakteristickd rovnice zobrazeni f zavisi
opravdu jen na homomorfismu £, nikoli na volb& baze prostoru V,.

Charakteristickou rovnici endomorfismu f dostaneme, polozime-li roven nule
determinant z matice A — Al kde I je jednotkova matice a A je matice, jejiz i-ty
Fadek (a;5 ..., a;,) je tvofen soufadnicemi obrazu i-tého vektoru baze £ =

LY

= (e, ..., e,> vzhledem k téZe bazi &, f(e;) = Y. a,e;. Na konci odstavce 1.2
j=1

jsme si odvodili, jak se zm&ni matice A, piejdeme-li od baze # k jiné bazi .

Matice A piejde v matici A,
A = M(%, B) AM(%, B),

nebot v naem pfipadé€, kdy zobrazujeme vektorovy prostor do sebe, je ¥ = 4,
% = . Avsak matice M(#, B) a M(%, ) jsou navzajem inverzni. Ozna&ime-li
M(B, ) = P, je A= PAP ', Dv& &tvercové matice A, A, ke kterym existuje
rcgularni matice P tak, ¢ A = PAP™', se nazyvaji podobné. Je A — il =
= PAP™' — il = PAP™' — JPP~! = P(A — AP~ ", tudiz

det (A — AN = det Pdet (A — A det P! = det (A — Ail),

nebot det P.det P™! = 1. Tim jsme dokazali opravnénost mluvit o charakteristické
rovnici endomorfismu. Neni tfeba doplnit vzhledem k jaké bazi.

Na zavér odstavce odvodime je§té jednu vétu o nule jako vlastnim dCisle
homomorfismu.
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Véta 1.4.1. Afinni zobrazeni f afinniho prostoru do sebe je pravé tehdy
prosté, jestlize nula neni vlastnim &islem asociovaného homomorfismu f.

Ditkaz. Neni-li f prosté, neni ani zobrazeni f prosté, viz véta 1.1.3. Pak
existuje nenulovy vektor, ktery se zobrazi na nulovy, tedy je nula vlastnim &islem
homomotfismu f. Je-li nula vlastnim &slem homomorfismu f, existuje nenulovy
vektor, ktery se zobrazi na svij nulovy nasobek, tedy na nulovy vektor, proto
neni zobrazeni f, a tedy ani zobrazeni f prosté. Je$té si pfipomefime, Ze nula je
pravé tehdy kofenem charakteristické rovnice, rovna-li se pfi vySe zavedeném
oznaleni determinant matice A nule.

Uvedeme si n&kolik ptikladli na vypolet samodruZnych bodd a smért afinnich

zobrazeni prostoru do sebe.

Piiklad 1. Afinni zobrazeni tfidimenzionalniho afinniho prostoru do sebe
je vzhledem k pevné zvolené linearni soustavé soufadnic dano rovnicemi

= x—y+ z+1
y=—-x+y+ z+2
7 =—-x—y+3z+4+3.

Urcete jeho samodruzné body a sméry.
Reseni. Rovnice pro soufadnice samodruznych bodi jsou

-y+ z+1=0
—X + z4+2=0
—x —y+2z+3=0,

odecteme-li od sebe posledni dvé rovnice, dostaneme prvni rovnici. VSechna feSeni
jsou tvaru [t + 2, t + 1, t], samodruzné body tvoti pfimku danou bodem [2, 1, 0]
a vektorem (1, 1, 1). Vektor (u, v, w) je vlastnim vektorem asociovaného zobrazeni,
je-li nenulovy a existuje-li ¢islo A tak, Ze jsou splnény rovnice
1-NDu—-—v+w=0"

—u+{1-=-NDv+w=0

—u—v+3B3=-AHhw=0.
Ptisiusné charakteristicka rovnice pro 4 je

1—4 -1, 1
-1, 1-4 1 =0,
-1, -1, 3-4

po upravé (tieba ode¢tenim druhého fadku od tfetiho) dostaneme

—(A=HA-1=0
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Rovnice ma dva kofeny, A=2 a A= 1. Dosadime-li 4 =2 do vySe uvedené
SOUSLavy pro u, v, w, dostaneme soustavu

—u—v+w=0
—u—v+w=0
—u—v+w=0,

tedy vlastné jen jednu rovnici, viechna feSeni jsou tvaru (u, v, u + v), viechny
tyto vektory tvofi dvourozmérny podprostor a kazdy nenulovy vektor z tohoto
podprostoru ur€uje samodruZzny smér daného afinniho zobrazeni. Kazdy vektor
tvaru (u, v, u + v) se zobrazi pfi asociovaném zobrazeni na sviij dvojnasobek.
Vezmeme-li druhy kofen 4 = 1, dostaneme obdobné soustavu

—v+ w=0
~u+ w=0
—u—v+2w=0,

Fedenim jsou viechny trojice tvaru (u, u, u), dostavame tedy jeden samodruzny smér
uréeny vektorem (1, 1, 1).

Pt¥iklad 2. Afinni zobrazeni roviny do sebe je dano rovnicemi x’ = 2x — y + 1,
¥ = Xx + 2y + 3. Urlete jeho samodruzné body a sméry.

Reseni. Pro soutadnice samodruzného bodu musi platit x — y + 1 =0, x + y +
+ 3 = 0, zobrazeni m4 jediny samodruzny bod [ —2, —1]. Nenulovy vektor (i, v)
j¢ vlastnim vektorem asociovaného endomorfismu, plati-li 2 — DHu — v = 0,
i+ (2 —A)v=0, kde vlastni Cislo A musi spliiovat charakteristickou rovnici
(2 - A)* + 1 =0. Tato rovnice viak nema realni FeSeni, proto neexistuji zadné
vlastni vektory, a tedy ani zadné samodruzné sméry.

Ptiklad 3. V afinni roviné je dan trojuhelnik BCD, afinni zobrazeni f roviny
trojuhclniku do sebe je dano podminkami f(B)=C. f(C)=B a f(D)= D.
Miame urcit samodruzné body a sméry zobrazeni .

D=f({D)=P

B=f(C) Obr. 9

Reseni. V tomto piikladu neni soustava soufadnic piedem dana, musime si ji
zvolit. Zvolime ji naptiklad repérem (P, e,,e,», kde P =D, e, =B — D, e, =
= = D (obr.9). Je pak f(P)= P, f(e)) = [(B) — f(D)=C —~ D =e,, f(e,) =

28

= f(C) — f(D)=B — D =e,, kde [ je asociované zobrazeni k zobrazeni f.
Pro bod X = P + xe, + ye, je tedy f(X)= P + xe, + ye;, zobrazeni f pfi-
tfazuje kazdému bodu X = [x, y] bod f(X) =[x, "], kde x’ =y, y = x. Samo-
druzné body jsou pravé viechny ty body, pro jejichZz soufadnice plati x =y,
tedy vSechny body tvaru P + x(e, + e,) = D + x((B — D} + (C — D)) =
= D 4+ x(E — D), kde E je bod, kterym se trojohelnik BCD doplni na rovno-
béZnik BECD. SamodruZzné body jsou vSechny body téZnice trojuhelniku BCD
prochazejici bodem D. Pro vektor u = ue, + ve, je f(u) = ue, + ve,. tudiz
je f(u) = Au pravé tehdy, plati-i Au = v, Av = u. Tato soustava ma netrivialni
fefeni tehdy a jen tehdy, je-li 1 — A% = 0. Pro kofen A = 1 dostaneme soustavu
u = v, v = u, piisludnymi vlastnimi vektory jsou viechny nenulové vektory tvaru
u(e, + e,) = u(E — D), kazdy z nich se pfi zobrazeni f zobrazi pfimo na sebe.
Pro kofen i = —1 charakteristické rovnice dostaneme pro soufadnice odpovida-
jicich vlastnich vektordi soustavu rovnic —u = v, —v = u, jde o vektory tvaru
u(e, — e,) = u(B — C), kazdy z nich se zobrazi na vektor opa¢ny. Samodruzné
sméry jsou sméry piimek DE, BC, to jsou sméry Ghlopfi¢ek rovnobéZniku BECD.

Ptiklad 4. Napiste rovnice afinniho zobrazeni, jestlize vite, 7e bod [,/2, 0, 0]
je samodruzny, ze vektory (1, 1,0) a (1, —1, 0) jsou vlastnimi vektory asociovaného
homomorfismu, oba odpovidaji stejnému vlastnimu ¢islu 2, zatimco vektor (0, 1, 2)
se zobrazi do vektoru opaéného.

Reseni. Rovnice afinniho zobrazeni maji tvar

"X =ap;x + a,y + asz + by
Y = a1,X + a5y + a3z + b,
Z = ay3X + dy3y + 33z + b

Aby se vektor (0, 1, 2) zobrazil na vektor opacny, musi platit

0= 021 + 2“31
—1=a,, + 2a,,
_'2 = 6123 -+ 2‘133.

Vektor (1, 1, 0) se zobrazi na sviij dvojnasobek, proto plati

2=a,, + as
2 = a12 + a22
0=a; + a3,

stejné tak vektor (1, —1, 0), tedy

2=ay; —ay
—2=ay; — ap
0=a|3\€(’23.
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Bod [4/2,0, 0] je samodruzny, to znamena

\/E = all\/z + b1
0= 012\/2 + b,
0 = a13\/2 + b3.

Rovnice hledaného afinniho zobrazeni jsou:

X = 2x —\/5
y= 2y-3

’

7 = —z

Priklad 5. Najdéte viechny afinity afinni roviny, pfi kterych je bod [2,1]
samodruZny a také sméry urcené vektory (1, 1) a (1, —2) jsou samodruZné.

ReSeni. Rovnice afinity budou mit tvar

’

X =ax+by+p
yV =cx+dy+q.

Bod [2, 1] m4 byt samodruzny, musi tedy platit

2=2a+b+p
l=2c+d+qg

Vektor (1, 1) je vlastnim vektorem, existuje tudiZ &islo Atak,ze A =a + b,L = ¢ + d.
Cislo 2 existuje pravé tehdy, kdyz platia + b = ¢ + d. Protoze je téz vektor (1, —2)
viastnim vektorem, musi existovat ¢islo u (1 se nemusi rovnat /) tak, Ze

u=a—2b
—2u=c—2d,

tj. musi platit —2(a — 2b) = ¢ — 2d. Z této rovnice a rovnice a + b = ¢ + d plyne,
Zoa=b+d,c=2bPakjep=2—3b—2d,q=1— 4b — d. Kazda z hledanych
afinit ma rovnice tvaru

X=b+dx+by+2—3b-2d
y = 2bx +dy +1—4b —d.
Aby byly obracené tyto rovnice rovnicemi afinity, musi byt ad — be = (b + d)d —
— 2b* =(d + 2b)(d — b) # 0.
Cviteni
1. Urcete viechny samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni prostoru do sebe
dan¢ho rovnicemi
X 3x —2y+6z2—2

il

Y= X + 3z -1
= x4 oy~ 2041,
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2. NapiSte rovnice vSech afinnich zobrazeni roviny do sebe, pfi kterych jsou
body [1, 2], [2, —1] samodruzné.
3. Afinni zobrazeni afinniho prostoru do sebe je dano rovnicemi

X=x—- y+2z-7
y = y+ z-=95
Z=x-2y+ z+6.

il

Urcete jeho samodruzné body a sméry.
4. Ur&ete samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni prostoru do sebe, které ma
vzhledem k zvolené linearni soustavé soufadnic analytické vyjadient

X =—=2x—2y+2z+1
y = 2x+3y-—3z
7 = y— z+ 4

5. Urlete samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni afinni roviny do sebe,
které ma rovnice

Xy =3x;, — X, +6
X5 = 3x, + 4

6. Je-li u vlastni vektor endomorfismu, 4, odpovidajici vlastni &islo, v vlastni
vektor téhoZ endomorfismu s vlastnim ¢islem 4, a 4; # 4,, pak jsou vektory u, v
linearné nezavislé. Dokazte.

7. Vsechny vlastni vektory daného endomorfismu vektorového prostoru V, kterym
odpovida totéz vlastni &islo, tvofi vektorovy podprostor prostoru V. DokaZte.

8. Pro ktera &isla a, b existuje afinni zobrazeni afinni roviny do sebe tak, aby se
body [0,07], [1,0], [1,a] zobrazily po fadé na body [1,0], [1,a], [b,da]?
Pro kterd a, b je toto zobrazeni urleno jednoznaéné? V tom piipadé urcete
jeho samodruzné body a sméry.

1.5 Posunuti, stejnolehlost

Necht je f takova afinita afinniho prostoru A na sebe, pro kterou je kazdy
smér smérem samodruznym. Pro kaZzdy nenulovy vektor u ze zaméfeni V
afinniho prostoru A existuje tedy 4 tak, ze f(u) = Au, kde f znati jako obvykle
zobrazeni asociované k zobrazeni f. Koeficient A sice nezavisi na vektoru u,

* ale to musime nejdiive dokazat. Nechf u, v jsou linearné nezavislé vektory z V,

necht f(u) = A,u, f(v) = A,v. Podle ptedpokladu existuje kocficient 1, tak,
ze f(u + v) = A4(u + v). Z linearnosti zobrazeni f pak oviem plyne Zu + 1,v =
= J4(u + v). ProtoZe jsme predpokladali lincarni nezivislost vektort u. v. musi
byt A, = 4, = ;. Jsou-li vektory u, v lineArné zavislé a nenulové, plynez f(u) = A,u
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ihned f(v) = A,v. Proto pro viechny nenulové vektory z V je f(u) = Au, kde 4 je
konstanta. Pro nulovy vektor plati oviem posledni rovnost také. Konstanta A
jo nenulova, v opaéném piipadé by zobrazeni f nebylo prosté, nebyla by to
wlinita. Tim jsme si dokazali nasledujici vétu.

Véta 1.5.1. Je-li pii afinité afinniho prostoru na sebe kazdy smér samodruzny, je
asociovany homomorfismus nasobkem (nenulovym) identického izomorfismu.

Dale rozlisime dva piipady:

u) 4 =1, potom f(u)=u pro kazdy vektor z V. Nechf B je libovolny bod
7 prostoru A, poloime a = f(B) — B. Pro kazdy bod X z A je f(X)=
= [(B)+ f(X — B) = f(B) + (X — B) = X + a. Takové zobrazeni se
nazyva translace neboli posunuti. Je-li @ = o, je f identita; je-li @ # o, je |
ncidentické posunuti.

b) 4 # 1, obdobné jako v piedchazejicim ptipadé je f(X)= f(B) + A(X — B).
Bod X je pravé tehdy samodruzny, kdyz X = f(B) + MX — B), tj. X — B =
= (f(B) — B) + X — B), tedy

(1 - 2(X - B)= f(B) - B.
Odtud plyne, Ze afinita ma jediny samodruzny bod X,,
Xb=B+TéTWM—B)

Pfcdpokladejme, Ze jsme pravé tento samodruZny bod zvolili za bod B, tj.
f(B) = B. Pak je pro kazdy bod X z prostoru A

f(X) = B=AMX — B)

Body B,X a f(X) jsou tedy vidy kolinearni, v piipadé X = B splyvaji
v jeden bod, pro X # B jsou to body navzajem rizné a délici pomér
(f(X), X; B) se rovna A. Pro kazdé dva body X, Y je f(Y) — f(X) = (Y — X),
obrazem kazdé Osecky je tedy tisetka s ni rovnob&Zna. Popsané zobrazeni se
nazyva stejnolehlost, jeho jediny samodruZny bod je tzv. stied stejnolehlosti,
tislo A (A # 0, 1 # 1) je koeficient stejnolehlosti.

Také s pojmem stejnolehlost jste se seznamili jiz v 1. dile u¢ebnice v odstavci 1.6.
N&kdy je uCelné zahrnout mezi stejnolehlosti i identitu jako stejnolehlost s koefi-
cientem 1, za jeji stfed pak miZeme zvolit libovolny bod prostoru.

Necht f je stejnolehlost se stfedem S a koeficientem A, g stejnolehlost se
stfcdem T a koeficientem gy, tedy pro kazdy bod X uvaZzovaného prostoru je

[X)=8+MX = S). gX)=T+ u(X - T).
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Pak je g(f(X) =T+ w(f(X) = T) = T+ p(f(X) =8 + S = T) =
=T+ piX — 8) + (S — T). Pro slozené zobrazeni g o [ tedy plati (go /)(S) =
=T+uS-T),

(gof)(X)=(gof)S) + AuX — 8).

V ptipadé Zu # 1je proto slozené zobrazeni g © f opét stejnolehlost s koeficientem /u
a sttedem P, pro ktery plati

P=T+ulS —T)+ Au(P — 8),
odkud

1 —
(=) (P =)= (1= (T =S), P=5+—7r(T=5)
Je-li v8ak Ap = 1, je slozené zobrazeni g o f posunuti o vektor (1 — w)(T — S), je
pak (go /) (X)=X + (1 — (T — S\

Vidéli jsme, 7e viechny stejnolehlosti afinniho prostoru netvofi grupu, i kdy-
bychom mezi stejnolehlosti zafadili i identitu, protoZe sloZenim dvou stejno-
lehlosti mizeme dostat i translaci. Kdybychom sloZili stejnolehlosti f, g v obraceném
pofadi, kdybychom byli vzali zobrazeni fog, byli bychom v piipadé¢ iu =1
dostali posunuti o vektor (1 — 4)(§ — T), ktery je pro T # S rlizny od vektoru
(1 = w (T — 8). Jiz tento jednoduchy priklad ukazuje, Ze skladani stejnolehlosti
a tim i afinit neni komutativni, Ze zaleZzi na potadi, v jakém jednotlivé afinity
skladame.

Priklad 1. Nechf je f stejnolehlost prostoru A se stfedem S a koeficientem 4,
A # 1, necht je ted g posunuti téhoZ prostoru o nenulovy vektor a. Vysetfete
zobrazenigof a foy.

Reseni. Podle pfedpokladu pro viechny body X daného afinniho prostoru A
plati
fX)=S+4X -9, gX)=X +a,
proto
o NX)=g(f(X) =fX)+a=S+a+ UX - 9)

Je tedy g o f stejnolehlost s koeficientem A, kterad zobrazuje bod S na bod S + a
a ma stfed v bode

1
T=S+ ﬁd.
Podobné je (fo g)(X) = f(g(X)) =S + A((X — S) + a) =8 + da + A(X — §),jde
opét o stejnolehlost s koeficientem 4, ktera ma vsak stfed vbodé U = S + i _/i T a

Protoze jea # o a A # 1, _]LSOLI stejnolehlosti go f a f o g rhzné.
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Je tedy pfirozené se ptat, zda netvofi grupu véechny stejnolehlosti prostoru A
spolu s¢ vemi translacemi prostoru A. Vime jiz, Ze sloZeni dvou stejnolehlosti je
stejnolehlost nebo translace a Ze sloZeni stejnolehlosti a translace i translace a stej-
nolehlosti je stejnolehlost. Ziejmé sloZenim posunuti o vektor a s posunutim
o vektor b dostaneme posunuti o vektor @ + b. Zbyva otazka inverznich zobrazeni.
Je vak Gplng zfejmé, Ze inverznim zobrazenim k posunuti o vektor a je posunuti
o vektor —a a ze k stejnolehlosti o stfedu S s koeficientem 1 je inverznim

) y . | S «
sobrazenim opét stejnolehlost se stfedem S a s koeficientem = Tim jsme vlastng

dokazali dalsi vétu, pted kterou viak jesté zatadime jednu definici.

Definice 1.5.1. Pro stejnolehlost a translaci (posunuti) prostoru A zavedeme
spoletny nazev homoteticka transformace nebo struéné homotetie prostoru A.
Homotetie na afinnim prostoru je tudiz takova afinita, pfi které je kazdy smér
samodruzny.

Véta 1.5.2. VSechny homotetie afinniho prostoru A tvofi grupu, tzv. grupu
homotetickych transformaci nebo grupu homotetii prostoru A. Je podgrupou
grupy vsech afinit prostoru A.

Ditkaz vyslovené véty je jiz obsazen v pfedchazejicich uvahach o sloZzenych
vobrazenich a inverznich zobrazenich. Plyne v8ak i ptimo z vyslovené definice
homotetické transformace a z okolnosti, Ze smér, ktery je samodruzny pfi dvou
ufinitach, je samodruzny i pfi sloZené afinité i pfi inverzni afinité.

Zvolme v n-rozmérném afinnim prostoru A, linearni soustavu soufadnic.
Neeht je f homotetie prostoru A, dana pfedpisem

fX)=C+ MX -~ B) pro XeA,,

B, C jsou pevné body z prostoru A,, . nenulové realné &islo. Nechf je dale

B=[b,, by, ..., b, C=1[cy, 2y oo, ¢,y X =[xy, X3, ..., X,), f(X)=
= [x], X5, ey X, ]
Pak je

Xi=¢+ Mx;—b) proi=12, .., n

V piipadé 4 = 1 jsou to rovnice translace, a je-li B = C, je tato translace
identitou. Je-li 4 # 1, jsou to rovnice stejnolehlosti s koeficientem 4 a se stiedem S,

S= cl—ibl Cz—lbz Cn-/lbn
1-42 7 1—-2 """ 1-4 T

Polozime-li ¢; — Ab, = d; (i =1,2,...,n), mbZemc vy§c uvedené rovnice psat
ve tvaru X, = Ax; + d;, v maticovém tvaru X' = AX + D nebo X' = X(il) + D,
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kde I je jednotkova matice typu (n, n). Obracené je kazda rovnice X' = iX + D,
A # 0, maticovou rovnici posunuti (A = 1) nebo stejnolehlosti (1 # 1).

Ptiklad 2. Napiste rovnice stejnolehlosti afinni roviny A,. ktera zobrazuje
bod B =[2, 0, —1] na bod C =[0, 1, 3] a ma koeficient 2 = —2. Najdéte
jeji stited.

Reseni. Protoze pro kazdy bod XeA, je f(X)= f(B) — 2X — B), je pro
X =[x, y], f(X) =[x, y'] (stejnolehlost jsme ozna&ili f)

X= —2(x—-2)=-2x+4
y=1-2 =-2y+1
Z7=3-2z+1)=—-2z+ L

Soufadnice stfedu (samodruzného bodu) musi spliiovat rovnice 3x =4, 3y = 1,

3z = 1, stted ma soufadnice [§, 1, 1].
Cviteni

1. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stiedem [3, 2], zobrazujici bod [ 1, 4]
na bod [2, p]. Napiste rovnice této stejnolehlosti.

2. Slozte stejnolehlost z pfedchazejiciho cvi€eni s posunutim o vektor (1, —2).

3. Napiste rovnice homotetie, zobrazujici bod [3, 2] na bod [2,1] a bod [1, —1]
na bod [0, ?]. Ur&ete jeji samodruzné body.

4. Zobrazeni tfidimenzionalniho afinniho prostoru do sebe je dano maticovou
rovnici (X, ¥, 2') = 4(x, y, z) + (3, 0, —6). Jaké je to zobrazeni?

1.6 Zakladni afinity

Pfi studiu samodruznych bodd afinniho zobrazeni prostoru A do sebe jsme
vidéli, Ze tyto body tvofi afinni podprostor afinniho prostoru A. Je-li timto
podprostorem cely prostor A, je zobrazeni identitou prostoru A. Dal§i dulezity
pfipad nastane, je-li mnoZinou samodruznych bodt n&jaka nadrovina prostoru A.
Takové afinni zobrazeni f afinniho prostoru A do sebe, v némZ vsechny
samodruzné body tvofi nadrovinu (oznaCme ji ¢), je napiiklad podle véty 1.1.4
jednoznaéné urceno, je-li dan je§t€ obraz f(B) n&kterého bodu B, neleZiciho
v nadroving p. Musi pak samoziejmé platit f(B) # B, protoZze bod B neleZi
v nadroving g, v mnoZin€ viech samodruznych bodi zobrazeni f. Ukazeme si ted
piimo, jak nadrovina ¢ a dvojice bodli B a f(B) jednozna¢n€ uruji afinni
zobrazeni f. Rozli§ime nejdfive dva pfipady — zda bod f(B) je nebo neni bodem
nadroviny g.

Necht plati f(B)e . UkaZeme, Ze f je projekce prostoru A na nadrovinu ¢
ve sméru vektoru f(B) — B (Qbr. 10). Obraz kazdého dalsiho bodu X ¢ ¢ dostaneme
lukto: NeleZi-li bod X na spojnici Bf(B) a neni-li pfimka BX rovnobéZni
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B
Y 2=flx)
e f(B) )@ e %
Obr. 10 Obr. 11

s nadrovinou g, oznadime Y priseCik pfimky BX s nadrovinou ¢. Bod Y je
v zobrazeni f samodruZny. ProtoZe bod X leZi na pfimce BY, leZi jeho obraz f(X)
na pfimce f(B)Y a délici pomér (f(B), f(Y); f(X)) se rovna délicimu poméru
(B, ¥; X). Proto musi byt pfimky Bf(B) a Xf(X) vzijemné rovnob&Zné, nebof
f(Y)=Y a rovnob&iné promitani zachovava délici pomér. TakZze f(X)eg a
Xf(X)|| Bf(B). Je-li pfimka BX rovnobéZni s nadrovinou o (obr. 11), mizeme
zvolit v nadroving g bod Z tak, aby Bf(B)ZX byl rovnob&Znik, tedy X — B =
= Z ~ f(B). Pak je f(X)— f(B)=Z — f(B), protoze body Z a f(B) jsou pii
zobrazeni f samodruzné, tudiz f(X)=Z. Opét je f(X)eg a Xf(X)|| Bf(B).
LeZi-li konetné¢ bod X na pfimce Bf(B), musi byt f(X) = f(B), protoZe obrazy
bodi B a f(B) pfi zobrazeni f splyvaji. Ve vSech pfipadech je bod f(X)
pramétem bodu X do nadroviny ¢ ve sméru vektoru f(B) — B.

Uvazujme nyni pfipad f(B)¢o. Pomoci véty 1.1.4 bychom mohli v tomto
pfipadé dokazat, 7¢ afinni zobrazeni f je afinni transformace. UkaZeme si
konstrukci obrazu f(X) bodu X ¢ 9. Rozli§ime je$t€¢ dv& moZnosti. Nechf je
nejdiive pfimka Bf(B) riznobéZna s nadrovinou g, jeji prisefik s nadrovinou g
oznadime B,. Nelezi-li bod X na pfimce Bf(B) a neni-li pfimka BX rovnobgini
s nadrovinou g, ozna¢ime obdobné jako v pfipadé€ projekce Y prisecik pfimky BX
a nadroviny ¢. Bod X leZi na ptimce BY. proto leZi bod f(X) na pfimce f(B)Y.

B g X

X! A B
// / % !0 ,Xo)e'

f(B) f(B/\l

f(x) f(x)
Obr. 12 Obr. 13

Protoze afinni zobrazeni zachovava délici pomér, tj. (B, X; Y) = (f(B), f(X); Y),
ie X/(X) || Bf(B) (obr. 12). Ozna&me jedt& X , prisetik pfimky X f(X) s nadrovinou g.
ProtoZe s¢ delici pomé&r zachovavi i pFi stfedovém promitini na rovnob&zné
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pfimky, je (X, f(X); Xo) = (B, f(B); By). Je-li pfimka BX rovnob&ina s nad-
rovinou ¢ (obr. 13), je f(X) ten bod, kterym se doplni body X, B, f(B) na
rovnob&Znik X Bf(B) f(X), protoZe asociovany homomorfismus f zobrazuje vektory
ze zamefeni nadroviny ¢ na sebe, tedy f(X) — f(B) = f(X — B) = X — B. Opét
vidime, Ze Xf(X)|| Bf(B) a (X, f(X); X,) = (B, f(B); B,), X, je i v tomto pfipads
prisecik pfimky Xf(X) s nadrovinou g. Lezi-li bod X na ptimce Bf(B), sestrojime
nejdfive obraz f(C) nekterého bodu C, ktery neleZi na pfimce Bf(B), a pak
pouzijeme ke konstrukci bodu f(X) dvojici C, f(C). Bude pak platit Xf(X) || Cf(C),
a jelikoz Cf(C) || Bf(B), bude Xf(X)|| Bf(B). Obdobné dostaneme (X, f(X): X,) =
= (B, /(B); B,).

f(x)

f(B)

Obr. 14

Zbyva vySetfit druhou moznost, kdy je pfimka Bf(B) rovnob&zna s nadrovinou g.
Postup je analogicky, pfimka Xf(X) je rovnobé&Zzna s ptimkou Bf(B) (obr. 14),
neexistuji vSak body X,, B,, nemiZeme tedy ani mluvit o délicim poméru
(X, f(X); X,). Je-li pfimka BX rovnob&zna s nadrovinou g, je stejné jako pti
predchozi mozZnosti f(X) — f(B) = X — B. Ted viak leZi viechny &tyfi body
X, f(X), B, f(B) v jedné nadroviné ¢ rovnob&Zzné s nadrovinou @ a restrikce
zobrazeni f na nadrovinu ¢ je zfejmé& posunuti.

Odvozené vysledky si shrneme.

Véta 1.6.1. Afinni zobrazeni f afinniho prostoru do sebe, pfi kterém jsou
viechny body nadroviny ¢ samodruZné, je jednozna&ng uréeno, zname-li kromé
nadroviny ¢ je§t&¢ obraz f(B) jednoho bodu B¢g. Pfitom mohou nastat tyto
pfipady:

1. f(B) = B, zobrazeni f je pak identita na prostoru A.

2. f(B)e g, zobrazeni f je pak projekce prostoru A na nadrovinu ¢ ve sméru
vektoru f(B) — B.

3. f(B) # B, f(B)¢¢ a pfimka Bf(B) je s nadrovinou ¢ riznob&Zna, B, je jejich
praseCik. Pak jsou vSechny pfimky Xf(X)(X ¢¢) vzajemné& rovnob&Zné, ozna-
¢ime-li X, prisecik pfimky Xf(X) a nadroviny g, je (X, f(X); Xo) =k, k je
konstanta,

4. f(B)# B, f(B)¢g a pfimka Bf(B) je s nadrovinou ¢ rovnob&ina. Viechny

primky Xf(X)(X ¢ @) jsou vzajemnd rovnob&iné, restrikce zobrazeni f na
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kazdou nadrovinu rovnobéznou s nadrovinou g je posunuti, pouze v piipadé
nadroviny ¢ samotné je toto posunuti identita.

Definice 1.6.1. Afinity afinniho prostoru popsané v predchozi vét& v bodech 3 a 4
s¢ nazyvaji zakladni afinity, smér pfimek Xf(X) je tzv. smér zakladni afinity.
ZA4kladni afinita popsania v bod& 4 ma je§té zvlastni nazev — elace. Cislo
k = (X, f(X); X;), definované pro zdkladni afinitu, jez neni elaci, se nazyva
charakteristika zakladni afinity. V pfipadé afinni roviny fikame zakladnim afinitam
osové afinity, ptimka samodruznych bodu je osa osové afinity.

Definice 1.6.2. Zobrazeni prostoru na sebe, které neni identitou, av$ak sloZeno
samo se sebou dava identitu, se nazyva involutorni zobrazeni nebo téZ involuce.

Véta 1.6.2. Zakladni afinita je involuce pravé tehdy, kdyz neni elaci a jeji
charakteristika je —1. Bod X neleZici v nadroving samodruZnych bodd se v ni
zobrazi na bod X’ tak, 7Ze smér pfimky XX’ je totoZny se smérem zakladni
afinity a stéed GseCky X X’ lezi v nadroving samodruznych bodu.

Ditkaz. Elace nem@zZe byt involutorni zobrazeni, protoZe jeho restrikce na
nadrovinu rovnob&Zznou s nadrovinou samodruZznych bodd a od ni rdznou je
neidentické posunuti a to sloZeno samo se sebou neni identita. Pro zakladni
alinitu, jeZ neni elaci, je (X, X’; X,) = k. Ma-li se bod X’ zobrazit v téZe
afinit® na bod X, musi téZ platit (X', X; Xo) = k, odkud plyne k = —1. Pak je
bod X, stfedem useCky X X'. Zakladni afinita s charakteristikou —1 je involutorni.

UkdaZeme si, ze kazdou afinni transformaci afinniho prostoru lze slozit ze
zikladnich afinit. Tim bude zaroven vysvétleno oznaceni ,,zakladni afinity.

Véta 1.6.3. Ke kazdé afinit€¢ f n-rozmérného afinniho prostoru A, existuje
m < n + 2 zakladnich afinit tak, Ze afinni transformace f je jejich sloZenim.

Dikaz. Zvolme v A, n + 1 linearné nezavislych bodd P, P, ..., P, a nadrovinu
Q1. kterd neobsahuje body P, a f(P,) (pfedpokladejme, Ze jsou rtizné). Pak existuje
zhkladni afinita f,, kterd zobrazuje bod P, na bod f(P,) a mi nadrovinu g,
za svou nadrovinu samodruznych bodi. PoloZzme fi(P) = P,;proi=1,2, ..., n
Body f(P,), Pyy, ..., Py, nelezi v Zadné nadrovingé, protoze jsou obrazy linearné
nezavislych bodd v afinit€¢ f,. Je-li P, = f(P,), vezmeme za f, identitu. Je-li
Py, = f(P,), vezmeme za f, identitu. V opacném pfipadé zvolime nadrovinu g,,
kterad prochazi bodem f(P,), ale neobsahuje body P,, a f(P,) a za f, zakladni
afinitu, ktera pfevadi bod P,, v bod f(P;) a ma nadrovinu @, za nadrovinu
samodruznych bodii. Polozme f5(P,;) = P,; pro i = 2,3, ..., n. Dal pokratujeme
analogicky — zvolime nadrovinu g, prochazejici body f(P,) a f(P,) a ne-
prochazejict body P,,, f(P;) (necht jsou rizné), za f, vezmeme zikladni afinitu
$ nadrovinou samodruZnych bodil g,. kterh zobrazuje bod P,, na bod [(P,).
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Jsou-li body P,,, f(P,) totoZné, zvolime za f; identitu. Tak postupujeme dale
az k zakladni afinit® nebo identit¢ f,,,. SloZena afinita f,,,0 f,0... of,0f;
zobrazuje bod P; na bod f(P) pro i =0, 1, ..., n, je tudiZ totozna s afinitou I
Tim jsme ukazali, Ze afinni transformace f je sloZena z nejvyse n + 1 zakladnich
afinit, protoZe ty afinity f;, které jsou identitami, mizeme v sloZeném zobrazeni
Jo+10/,0... 030 f; vynechat. To by neslo pouze v piipads, kdy je f sama
identita, f(P;)=P; pro i=0,1,...,n. V tom piipadé viak miZeme psat f =
= f50 fo, kde f; je libovolna involutorni zakladni afinita.

Postup rozkladu afinity f na zakladni afinity si je§t& pfiblizime timto schématem:

Po P, P, vee Po_y P,l ) f
f(PO) Pll P12 Pl,n_l Pln fl
[P f(P) Py . Pray Pyl

f(P) f(P) f(Py) .. Pyr, Py ) P

FB) [P S oo JBy) P\
F(Po) f(Py) f(Py) .. f(P.y) f(PYL Tott

V kazdém fadku jsou body line4rné nezavislé.

Pfejdeme k analytickému vyjadfeni zakladnich afinit. Necht je v n-rozmérném
afinnim prostoru A, zvolena linearni soustava soufadnic, v niZ ma nadrovina 0
rovnici

Xy + Xy + .. +¢,x, +¢c=0,
aspoi jedno z Cisel ¢y, ¢,, ..., ¢, je rizné od nuly.
Aby afinita f 0 analytickém vyjadieni
Xy =a;;%; + a3, + ... +a,x, + b,
Xy = @yX; + 35X + oo+ AppX, + by

x:l = d1pX + a2nx2 + ...+ annxn + bn
méla viechny body nadroviny ¢ za samodruzné, je nutné a stadi, aby kazda z rovnic

X; = ay Xy + azx, + ...+ a,x, + b,

tj.
Xy + Xy + oot a4 X H (@ = D)X ap X0 +
+ ... +a,x,+ b, =0,

byla splnéna pro viechny body nadroviny g, tj. byla nasobkem rovnice nadroviny g.
To znamena, Ze existuji &isla 4, 4,, ..., 4, tak, Ze

Ay = ACyy s @1 = Aoy, a5 — 1 = Ay,

Ay, = liéﬂ-la s O = AiCpy by = Aic

:
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Rovnice afinity f pak maji tvar

Xy =x, + A(cyxy + eaxy + .o F X, + 0)
Xy = Xy + AycyXy + Coxy + ...+ X, + ©)

(1)

X, = X, + Afc;xqy + c3xy + ...+ X, + C).

n

Obracend je ihned vidét, Ze je t&mito rovnicemi (1) dano afinni zobrazeni f prostoru
A, do sebe, pfi kterém je kazdy bod nadroviny ¢ o rovnici ¢;x; + ¢3%; + ... +
+ ¢,x, + ¢ = 0 samodruzny. Je-li A, = 1, = ... = 4, = 0, jsou dokonce vSechny
body samodruZné, jsou to rovnice identického zobrazeni. Je-li aspoii jedno z Cisel
Ay Az, ..., 4y nenulové, neni f identita. Pro obraz f(X) = [x}, ..., x,] bodu X =
= [xg, .00 X,] plati f(X) = X = (c;xy + ... +¢,X, + L kde I =(4;,..., 4,) Je
ncnulovy vektor. Bod f(X) lezi v nadrovingé ¢ pravé tehdy, kdyz c¢;q + ... +
+ ¢, x, + ¢ =0,

(e1xy + 3%, + oo + x5, + (1 + ¢4y + ... +¢,4)=0.

Posledni rovnice je splnéna, je-li ¢,x; + ... + ¢,x, + ¢ = 0. tedy kdyz bod X lezi
v nadroving ¢ a je f(X) = X, nebo kdyz je ¢,4; + ... + ¢,4, + 1 = 0. Pak lezi
kaxdy bod f(X) v nadroving g. Vidime, Ze se jedna o projekci prostoru A, na
nadrovinu ¢ ve sméru vektoru I. Je-li alespofi jedno z &isel 44, 4,, ..., 4, nenulové
a zaroveft je ¢;4, + cAy + ... + ¢4, + 1 # 0, je rovnicemi (1) dana zakladni
afinita. Ta je pravé tehdy elaci, kdyZ je vektor | ze zaméfeni nadroviny g, tedy
kdy? je ¢;A; + ¢34, + ... + ¢,4, = 0. Neni-li to elace, miizeme potitat jeji charak-
teristiku k. Necht X ¢ o, hledejme na pfimce Xf(X) ten bod X, ktery leZi v nad-
rovingp.Je X, = X + tl, t splijerovnicic,(x, + tA;) + ... + ¢(x, + t4,) + ¢ =0,
odkud t = —(c;x; + ... + ¢,x, + O)f(c;Ay + ... + c,4,). Dale je X, — f(X) =
=(Xg— X))+ (X —fX) =t — (cyx; + ... +¢,x, +0)l, takZe (X,f(X); X,) =
= [/(¢,Ay + ... + c,A, + 1). Vidime znovu, Ze délici pomér k bodi X, f(X), X,
nezavisi na volbé bodu X ¢¢. Zakladni afinita je involutorni, je-li k = —1, tj.
¢A + ... + ¢,h, + 2 = 0. MiiZzeme si udglat piehled o tom, jaké afinni zobrazeni
je dano rovnicemi (1) — viz str. 41 nahofe:

Porovnejte si tento pfehled s tvrzenim a ditkazem v&t 1.6.1 a 1.6.2. Poznamenejme
je¥t&, %e &isla A;, 45, ..., 4, jsou jednozna¢n& uréena, zname-li obraz f(R) =
= [y, 53, --., 5,] n€kterého bodu R = [ry, r,, ..., 7,], ktery nelezi v nadroving g.
Potom je

;=T

A = . R i=1,2,...,n.
2T P SR S e

Priklad 1. Napiste rovnice osové afinity afinni roviny, ktera mé osu x (pfimku
0 rovnici y = 0) za pfimku samodruZnych bodd (osu afinity) a zobrazuje bod [0, 1]
na bod [3, 5.
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A=l =..=4,=0 (Aisdysey A #(0,0,...,0)
identita ne identita
chi+1=0 Seh+1#£0
i=1 i=1
projekce L zakladni afinita
Y och=0 Y oedi#0
i=1 i=1
ela i
e zakladni afinita, k™' = ¥ ¢ + 1
i=1
zci}*i+2=0 ZCE/:-,‘"FZ#O
i=1 i=1
involutorni zakl. neinvolutorni zakl.
afinita afinita

Reseni. Rovnice osové afinity budou x' = x + 1y, y = y + uy. Koeficienty A, u
musi splitovat rovnice 3 = 4, 5 = 1 + g, afinita ma rovnice x’ = x + 3y, y = 5y.
Ptiklad 2. NapiSte rovnice zakladni afinity tfirozmérného afinniho prostoru,

ktera ma rovinu x + 2y — z + 1 = 0 za rovinu samodruZnych bodid a zobrazuje
pocatek P = [0, 0,0] na bod Q = [0, 0, 2].

Reseni. Afinita bude mit rovnice
X=x4+ax+2y—-z+1)
Yy =y+bx+2y—z+1)
f=z+cx+2y—z+1),

P se zobrazi na Q, proto a =b =0, ¢ = 2, rovnice afinity jsou x' =x, y =y,
Z=2x+4y—z+ 2,

Piiklad 3. V afinni rovin€ je afinita f dana rovnicemi x" = 2x —y + 1,
¥y = x + y + 3. RozloZte f na osové afinity.

Reseni. Zvolme tii linearné nezavislé body, tfeba body [0, 0], [1,0] a [0, 1].
Ty se afinitou f zobrazi po fadé na body [1, 3], [3, 4] a [0, 4]. Osovou afinitu f;
zvolime tak, aby zobrazila pogatek na bod [1, 3], jeji osa nesmi prochézet zadnym
2 1tchto dvou bodd, jinak ji mizeme volit libovolng Necht je to pfimka y = 1.
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Osova afinita f; pak ma rovnice x’ = x — y + 1, y) = —2y + 3 a zobrazuje body
| 1,0}, [0, 1] na body [2,3] a [0, 1]. Osovou afinitu f, musime zvolit tak, aby
sobrazila bod [2, 3] na bod [3,4] a bod [1, 3] na sebe. MZeme tudiZ za jeji osu
zvolit pfimku x = 1, f, pak ma rovnice x’' =2x — 1, y) = x + y — 1, zobrazi bod
{0, 1] na bod [—1, 0]. Kone&n& zvolime osovou afinitu f; tak, aby zobrazila bod
| = 1,0] na bod [0, 4] a aby body [1, 3] a [3, 4] byly jejimi samodruznymi body.
Jeji osa musi tedy témito dvéma body prochazet, ma rovnici x — 2y + 5 = 0,
afinita f3 ma rovnice

’ 5 1 5 ’
X =3x—3y+ 3, y=x—y+5
SloZenim afinit f;, f,, f; dostaneme afinitu o rovnicich

X =32 -y+1)-1]=3[x-y+D+(=2y+3)~1]+3
y=0_Rx-y+ ) -1]-[x—y+ 1)+ (=2y+3)—-1]+5,

¢oZ jsou skute¢né rovnice afinity f.

Cviteni
1. Napiste rovnice involutorni osové afinity, osou je pfimka x — y + 1 = 0, bod
[0, 0] se zobrazi do bodu [4, ?7].

2. MuzZe byt stejnolehlost involutornim zobrazenim?

3. Co je slozenim dvou involutornich zékladnich afinit s touZz nadrovinou samo-

druznych bod?

4. Ukazte, Ze sloZzenim dvou elaci s rovnob&Zznymi nadrovinami samodruZnych

bodi mizZeme dostat posunuti.

5. Udejte nutnou a postacujici podminku pro to, aby sloZeni dvou elaci s rovno-

béznymi nadrovinami samodruZnych bodd bylo posunuti.

6. UkaZte, Zze sloZeni dvou involutornich zakladnich afinit s rovnobéZnymi nad-
rovinami samodruznych bodi je posunuti pravé tehdy, maji-li obé afinity stejny
smer.

. Rozlozte afinitu afinni roviny s rovnicemi x" =y, y = x + 1 v osové afinity.

8. Ukazte, ze rovnicemi X' =y —2z+ 1,y = =x+2y - 2z4+ L, Z =x -y +

+ 3z — 1 je v afinnim prostoru dimenze tfi dana zakladni afinita. Urcete rovinu
samodruZnych bodl a charakteristiku, neni-li to elace.

3

1.7 Klasifikace afinit v roviné

KaZdé afinni zobrazeni f afinni roviny A, do sebe je vzhledem k libovolng
zvolené linearni soustavé soufadnic dano rovnicemi
X =ax + by +p
Y =cx+dy + g,
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kde a, b, ¢, d, p, q jsou realna ¢&isla a bodu X = [x, y] odpovida v zobrazeni f
bod f(X) = [x', y']. Zobrazeni f je pravé tehdy prostym zobrazenim, kdyZ je

a, b
¢, d

o

V tom piipadé¢ je / dokonce vzajemné jednoznatné zobrazeni roviny A, na sebe,
tedy afinni transformace (afinita), coZz budeme dale pf¥edpokladat. Vime, Ze bod
X =[x, y] je samodruznym bodem afinity f pravé tehdy, kdyZ plati
@a—Dx+by+p=0
ex+d—-—1y+qg=0.

Smér urfeny nenulovym vektorem (u, v) je pravé tehdy samodruzny smér afinity f,
existuje-li nenulové realné &islo 4 tak, Ze
@a—ANu+bv=0

(1)
cu+(d—Av=0.

Cislo 4 musi byt kofenem charakteristické rovnice

—a+d)Ai+ad —bc=0,

o které jsme si v odstavei 1.4 dokazali, Ze nezivisi na volbé soustavy soutadnic.
Podle diskriminantu D = (a + d)* — 4(ad — bc) = (a — d)* + 4bc rozli§ime t¥i p¥i-
pady, které se jesté dale déli.

1. D > 0, charakteristickd rovnice ma dva rizné nenulové realné kofeny 4,, 4,.
V tomto pfipadé existuji dva rizné samodruzné sméry, protoze riznym kofenim
charakteristické rovnice odpovidaji lineArné nezavislé vlastni vektory. Predpokla-
dejme, Ze jsme linearni soustavu soufadnic zvolili tak, Ze sméry os x, y splyvaji se
samodruZznymi sméry uvaZované afinity. To znamena, Ze rovnicim (1) vyhovuje
pti A = 4, dvojice (u, v) = (1, 0)a pti A = 4, dvojice (u, v) = (0, 1), tedy plati a = 4.,
d = 1,, b =c = 0. Rovnice pro soufadnice samodruznych bodi jsou

A —Dx+p=0
(= Dy+g=0
Dale musime rozliit, zda ¢islo 1 je jednim z kofent charakteristické rovnice ¢i nikoli.

11. Oba kotfeny 4,, 4, charakteristické rovnice jsou rizné od 1. Pak ma afinita
pravé jeden samodruzny bod. Pfedpokladejme, Ze jsme pravé tento bod zvolili
za pocatek soustavy soufadnic, to znamena, Ze ¢isla x = 0, y = 0 vyhovuji rovnicim
pro soufadnice samodruZnych bodd. Je tedy p = g =0, rovnice afinity jsou

X =i ¥y =Ay kde 4,4, £0, A, £ 1# 24, # 4.
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12. Jeden koten charakteristické rovnice, tfeba kofen 4,, se rovna 1, druhy
korken 4, je pak nutné rizny od 1. Rovnice pro soutadnice samodruznych bodd
jso
N 0.x+p=0, AL —-—Dy+g=0.

121. Je-li p = 0, ma afinita celou pfimku samodruZnych bodd, pfimka ma rovnici
(4, - Dy + g =0. MlZzeme pocatek soustavy soufadnic zvolit na této pfimce
sumodruZznych bodd, pak je g = 0. Afinita bude mit rovnice

X =x, y =1Ly 0#4, #1.

122. Je-li p # 0, nema afinita Z4dny samodruzny bod. Zkusime, zda ma aspoil
néjakou samodruznou pfimku. Je-li pfimka samodruzna, musi byt tim spiSe samo-
druzny jeji smér. Pfichazeji tedy v Gvahu pouze pfimky rovnob&€Zzné s nékterou
7 08 x, y. Pfimka o rovnici x = r se zobrazi na pfimku x =r + p # r, Zddna
primka rovnobéZna s osou y neni samodruzné. Ptimka y = r se zobrazi na pfimku
v = Ayt + q. Zvolime-li r tak, aby platilo r = 4,r + g, je pfimka samodruzna.
Mii¥eme piedpokladat. Ze jsme pocatek soustavy soufadnic zvolili na této samo-
druzn¢ ptimee, pak je nutn¢ ¢ = 0. Afinita ma rovnice

"=x4+p, YV=Ay, pFO#i #L

2. D = 0, charakteristickd rovnice mé jeden dvojnasobny kofen /,, afinita ma
aspofi jeden samodruZny smér. Pfedpokladejme, Ze jsme soustavu soufadnic
zvolili tak, Ze smér osy x je samodruzZny. Je pak a = 4;, ¢ = 0, nebof pro 1 = 4,
vyhovuje rovnicim (1) dvojice (4, v) = (1, 0). Charakteristicka rovnice pak ma
kofeny 4, a d, jelikoZ ma viak podle predpokladu dvojnasobny kofen, musi byt
d = A,. Vime totiz, Ze se charakteristicka rovnice neméni pfi Zadné zméné soustavy
souFadnic. Rovnice (1) maji v na§em ptipadé tvar

A —ADu+bv=0, (4, —Dv=0.
Dosadime-li za A kofen charakteristické rovnice 4,, dostaneme rovnici br = 0.

21. Je-li b = 0, je kazdy smér smérem samodruZnym, afinita je¢ homotetie. Pro
souFadnice samodruzného bodu mame soustavu rovnic

(A4 —-Dx+p=0 (4 —Dy+g=0.

211. Je-li 4, = 1, je afinita translace (posunuti) o vektor (p, ¢). Rozli§ime jesté,
vda je nulovy nebo nenulovy.

2111. p = g = 0, jde o identitu, jeji rovnice jsou
X =x y =y
2112, (p, q) # (0, 0), jde o posunuti, které neni identitou, rovnice jsou

X=x+p yY=y+yq p# 0 nebo g #0,
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212, Je-li 4; # 1, ma afinita pravé jeden samodruzny bod, ktery zvolime za
pocatek, afinita je stejnolehlost o rovnicich

X = Ax, V= Ay, 0#£/7, #1

22. Je-li b # 0, je smér osy x jedinym samodruznym smérem uvazované afinity
a rovnice samodruZnych bodi jsou

A —=Dx+by+p=0, (4; —Dy+4g=0.
Opét musime rozlisit, zda se kofen 4; rovna jedné nebo ne.

221. A; # |, afinita ma jediny samodruzny bod; zvolime-li ho za pocatek, ma
afinita rovnice

X' = Ax + by, ¥y =4, b#0# 4, # L
222. 4, = 1, rovnice pro soufadnice samodruznych bod jsou
O.x+bv+p=0, 0.y+q=0.

2221. ¢ = 0, afinita ma celou pfimku samodruZnych bodi, pfimka ma rovnici
by + p = 0. Zvolime-li po¢atek na této pfimee, je p = 0, afinita ma rovnice

X =x+by, y=y, b#0

2222, g # 0, afinita nema zadny samodruzny bod. Restrikce uvazované afinity
na pfimku o rovnici by + p = 0 je posunuti ve sméru osy y. Zvolime-li jesté
pocatek tak, aby leZel na této pfimce, bude p = 0, rovnice afinity budou

X=x4+by, y=y+aq, bg # 0.

3. D <0, charakteristicka rovnice nema zadny realny kofen, afinita nema
Zzadny samodruZny smér. ProtoZe ¢islo 1 neni kofenem charakteristické rovnice,
ma soustava rovnic pro soufadnice samodruznych bodl praveé jedno feSeni, afinita
ma pravé jeden samodruzny bod, ktery zvolime za podatek soustavy soutadnic.
Neexistuje nenulovy vektor u tak, aby f(u) = Au pro n&jaké realné &islo 4, tj. ne-
existuje uspofadana dvojice redlnych &isel (u, v) # (0,0) tak, Ze au + bv = Au,
cu + dv = Jv. Cislo A by totiz muselo byt kofenem charakteristické rovnice.
Existuje ale komplexni kofen A = 4, + i, (4, # 0) charakteristické rovnice a kom-
plexni &isla u = u, + iu,, v = v, + iv,, alespoii jedno nenulové, tak, Ze

auy + iuy) + bloy + ivy) = (4; + idy) (uy + iu,)
cluy + ) + dlvy + 1vy) = (41 + 14,) vy + ivy),
tedy
au, + bvy = Ajuy — Ayu,, au, + bvy, = Au, + Au,
cuy + dvy = Av, — A0y, cuy + dvy = Ao, + A0,.
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PoloZime-li w, = (u;, v,), w, = (u,,v,), miZeme tyto rovnice psit ve tvaru
fiw,) = Aw, — dw,, f(w,) = i,w, + A,w,. Vime, Ze alesponr jeden z vektorl
w,, w, je nenulovy. Tyto vektory jsou dokonce linearné nezavislé. Kdyby byl
totiz jeden z nich nasobkem druhého, byl by druhy podle poslednich rovnic
vlastnim vektorem endomorfismu f. Uréuji tudiz riizné sméry a zvolime-li soustavu
soufadnic tak, Ze za sméry os x, y vezmeme sméry vektord w,, w,, bude mit
uvazovana afinita rovnice

X =X+ Ay V= —dx+ 4y iy # 0.

Vidime, Ze existuje celkem 10 typd afinit afinni roviny, které miizeme podle
podtu samodruznych bodd a smérd uspofadat do dale uvedené tabulky. Pt vhodné
volbe linearni soustavy soufadnic ma pfislu$na afinita rovnice uvedené v tabulce.
I'y bychom mohli jest€ zjednodusit dal§{ specialni volbou soustavy soufadnic, coz
viuk provadét nebudeme.

f(x)

Obr. 15

V poslednim fadku tabulky je pouze identita. V piedposlednim fadku jsou
uvedeny afinity, které maji pfimku za mnoZinu vSech samodruznych bodu, tedy
osov¢ alinity. Pfitom prvni z nich ma tu vlastnost, Ze spojnice kazdého nesamo-
druzného bodu se svym obrazem je rovnob&Zna s osou afinity (obr. 15), je to elace.

X
X
~_ |
\J\\\\
\\ ~—
(X ;
Obr. 16

Osou afinity je osa x, jeji smér je jedingm samodruznym smérem. U druhé osové
afinity jsou spojnice nesamodruZnych bodd s jejich obrazy navzijem rovnobézné,
ale riiznobdZné s osou afinity. Jejich smér je druhym samodruznym smérem afinity
(obr. 16). Afinitu, kterd nemd Zadny samodruzny bod a pravé jeden samodruZny

46

Zadny Jeden Dva Kazdy
samodruzny smér | samodruzny smér | samodruzné sméry | smér je samodruzny
Zadny - X' =x+ by X'=x+p X'=x+4p
samodruzny V=y+yq Vo= iy V=y+gq
bod bg #0 p#EOF£ A, #1 (p,q) # (0,0)
posunuti, ne identita
Jeden X =X + Ay N=Ax + by X = ix X = Ayx
samodruzny V==X 4+ Ay Y =4y Y o= J,y Vo= Ay
bod iy # 0 h#0+#4 #1 I FEOQO#F Iy F Ay |4 #F02, #1
wFEL#E L, stejnolehlost
Piimka - X' =x+ by X =X -
samodruznych Vo=y YV =,y
bodi h#0 0#4, #1
elace osova afinita,
ne elace
Viechny body - - - X =X
samodruzné Y=y
identita

smér (1. fadek, 2. sloupec tabulky) muZeme sloZit z elace X’ =x + by, y =y
azposunuti X’ = x,y = y 4+ ¢q. Podobné miZeme sloZit afinitu z 1. fadku a 3. sloupce
z osové afinity x’ = x, y’ = 4,y a z translace X’ = x + p, y = y. SloZenim elace
o rovnicich x' = x + by/A,, ¥ = y a stejnolehlosti X' = ,x, y = 4,y dostaneme
afinitu s pravé jednim samodruZznym bodem a pravé jednim samodruznym smérem
(2. tadek, 2. sloupec). Kone¢né miZeme i afinitu z 2. fadku a 3. sloupce rozlozit
na osovou afinitu X’ = x, ¥ = (4,/4,) y a stejnolehlost x" = A;x, y = 1;y.

1.8 Modul afinity, ekviafinity

Necht je f afinni zobrazeni n-rozmérného afinniho prostoru A, do sebe, / k nému
asociovany homomorfismus. Zvolme v zaméfeni V, prostoru A, libovolnou bazi
B = (e, e,,...,e>apoloime

fle) = Z aje;.
j=1

Matice A = (a;;) je tzv. matice endomorfismu f vzhledem k bazi 4. V odstavci 1.4
jsme si ukazali, jak se zmé&ni matice endomorfismu, piejdeme-li od baze # k jiné
bazi %. Misto matice A dostaneme matici A, pro kterou plati

A= M(S”Z, B) AM(%, B),
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natice M(4, #) je matice pfechodu od baze # k bazi %, matice M(%#, B) je
natice ptechodu od baze # k bazi 4, jsou to matice navzijem inverzni. Matice
A, A jsou v obecném ptipadé riizné, maji viak stejny determinant. Je totiz

det A = det M(Z, #) . det A . det M(%, ) = det A.

I'o nis opraviiuje vyslovit tuto definici:

Definice 1.8.1. Je-li f afinni zobrazeni afinniho prostoru A, dimenze n do sebe,

#A = (e, e, ....e,) je libovolna baze prostoru V, a f(e) = Y a;e;, potom na-
i=1
sveme modulem afinniho zobrazeni f ¢islo det A = det (a;;). Znacime je modul f.
Z¥e¢jme plati, Ze modul f je pravé tehdy nenulovy, kdyz je f afinni transformace
prostoru A,,.
Necht f, ¢ jsou afinni zobrazeni afinniho prostoru A, do sebe, f, § asociované
homomorfismy,

fle) = z a;i€j, gle) = Zn:bi;‘ei'

j=1 j=1

Puk je gof asociovany endomorfismus k slozenému afinnimu zobrazeni gofaje
_ n n n
(gof)(e) =gl Z a;je;) = z aij Z bey.
i=1 =1 k=1

Vidime, z¢ matice C sloZené¢ho homomorfismu go f je sou€inem matic A, B homo-
morfismi f, g, C = AB. Proto det C = (det A). (det B). Plati tudiz tvrzeni dalsi véty.
Véta 1.8.1. Pro dve afinni zobrazeni afinniho prostoru A, do sebe je
modul (go ) = modul g . modul f.
Je-li fafinita, je
modul f 7! = (modulf)™',
Ditkaz prvniho vzorce je uveden pied zn&nim véty. Polozime-lig = f ~! a uvédo-

mime-li si, Ze modul identického zobrazeni se rovna jedné, dostaneme druhy vzorec.

Definice 1.8.2. Je-li modul afinity kladny, nazyva se afinita pfima. Afinita se
zipornym modulem se nazyva nepfima. Afinita, jejiz modul se rovna v absolutni
hodnot® jedné, se nazyva ekviafinni afinita nebo struéng ekviafinita.

Ptimo z definice plyne, Ze pfima afinita zachovava orientaci prostoru, nebot
asociovany automorfismus zobrazuje bazi na bazi stejn& orientovanou. Nepfiméa
afinita mé&nf orientaci prostoru,
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Definice 1.8.3. Viechny ptimé afinity afinniho prostoru tvofi podgrupu grupy
viech afinit, tzv. podgrupu pfimych afinit. V8echny ekviafinity afinniho prostoru
tvofi rovnéz podgrupu grupy viech afinit prostoru, tzv. ekviafinni podgrupu.

Ptiklad 1. Které osové afinity afinni roviny jsou ekviafinni?

Reseni. Na zakladé rovnic osovych afinit v tabulce v pfedchazejicim odstavci
vidime, Ze elace je vZdy ekviafinni, jeji modul je 1. Osova afinita x" = x, y = dy
(d # 0, d # 1) ma modul roven d, je to ekviafinita pravé tehdy, kdyz je d = —1,
tedy kdyz je involutorni.

Ptiklad 2. Které stejnolehlosti afinni roviny jsou ekviafinni?

Reseni. Stejnolehlost X’ = ax, ¥ = ay je ekviafinni, je-li a®> = 1. ProtoZe a # 1,
milZe to nastat pouze v pfipadé a = — 1, stejnolehlost je pak stfedova soumérnost.
Kazdému bodu X roviny je pfifazen jeho obraz X’ tak, Ze stfed useCky XX’
splyva s danym bodem S, ktery je jedinym samodruznym bodem.

Cviceni

1. Co je sloZenim pfimé a nepfimé afinity? Co je slozenim dvou nepfimych afinit?

2. Ukaizte, Ze kazda involutorni afinita je ekviafinita.

3. Které stejnolehlosti afinniho prostoru A, dimenze n jsou pfimé?

4. Dokaizte, ze kazda involutorni afinita v roviné je bud osova afinita s charakte-
ristikou — 1, nebo stfedova soumérnost.

5. Zjistéte z tabulky pro klasifikaci vSech afinit v roving, které z nich jsou ekvi-
afinity a které pfimé afinity.
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KAPITOLA 2

ZOBRAZENI V EUKLIDOVSKEM PROSTORU

2.1 Zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni

Definice 2.1.1. Necht je f zobrazeni euklidovského prostoru E do euklidovského
prostoru E’. Zobrazeni f se nazyva shodné nebo téz izometrické, jestlize zachovava
vzdalenost bodd, tzn. Ze pro libovolné dva body X, Y€ E je jejich vzdalenost | X Y |
rovia vzdalenosti | f(X) f(Y)| jejich obrazi.

Jako piiklad shodného zobrazeni euklidovského prostoru do sebe miZeme
uvest stfedovou soumeérnost. V euklidovském prostoru zvolime pevny bod S
0 kazdému bodu X ptifadime bod X’ tak, aby X’ — § = —(X — S). Pro libovolné
dva body X, Y z daného euklidovského prostoru E je pak Y — X' = —(Y — X),
nproto | XY | =| XY

Jinym pftikladem shodného zobrazeni je translace v euklidovském prostoru:
X' =X +a, Y =Y + a,ajepevny vektor ze zaméFeni uvaZzovaného euklidovského
prostoru. Pak je Y’ — X' =Y — X, tedy | X'Y'| = | XY |. Ob& uvedena zobrazeni
miZeme stejnym zpisobem definovat 1 v afinnim prostoru. Pokud viak nejsme
v cuklidovském prostoru, nemiizeme je chipat jako shodna zobrazeni, protoZe
v afinnim prostoru, ktery neni euklidovskym prostorem, neni definovana vzdale-
nost bodi.

X

"

.. Obr. 17

Shodn¢ zobrazeni je i soumérnost podle nadroviny: kazdému bodu X je
pritazen bod X’ tak, aby stfed usetky XX’ lezel v pevné zvolené nadroving ¢
a piimka XX’ byla pro X ¢ ¢ na nadrovinu ¢ kolma (obr. 17). Jde o involutorni
zdkladni afinitu, jejiz smér je kolmy na nadrovinu samodruZnych bodd. Jelikoz
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zde mluvime o kolmosti, nesta¢i nam prostor afinni, potiebujeme byt v eukli-
dovském prostoru.

Necht f je shodné zobrazeni euklidovského prostoru E do euklidovského
prostoru E’. Pfedpokladejme, Ze navzijem rizné body A, B, C euklidovského
prostoru E leZzi na pfimce. Jeden z nich, nechf je to napiiklad bod C, lezi
na useCce s krajnimi body ve zbyvajicich dvou. Je pak C — A = A(C — B), 2 < 0.
Vime, Ze bod C lezi na tGseCce AB pravé tehdy, kdyz v trojuhelnikové nerovnosti
| AB| <] AC| + | CB| plati znaménko rovnosti. ProtoZe f je shodné zobrazeni,
plati v naem piipad® i rovnost | f(4) f(B)| = | f(4) f(O)]| + | £(C) f(B)|. To ale
znamena, ze bod f(C) lezi na Gsecce f(A) f(B). Bod f(C) nemiZze splynout s bodem
f(4), protoze | f(C) f(A)| = | CA| # 0, z t€hoz diivodu nemize bod f(C) splynout
s bodem f(B). Tim jsme vlastné dokazali, ze kazdé shodné zobrazeni je prosté.
Je tudiz f(C) — f(4) = X(f(C) — f(B), ¥ < 0, odkud plyne | f(C) f(4)| =
= ||| f(C)f(B)|. Z rovnosti C — 4 = AC — B) zase plyne | f(C) f(4)| =
2|1 f(C) fB)]. Je tudiz | ¥ | =|Z|, a protoZe jsou ob& &isla A a A’ zaporna,
musi byt A = A Tim jsme dokazali, ze (A4, B; C) = (f(A), f(B); f(C)). K témuz
vysledku bychom dospéli i v piipadg, kdy bod C lezi na ptimce 4B, aviak neni
bodem tisecky AB. Vime totiz, jak se zméni délici pomér tii bodl, zaménime-li
jejich pofadi (viz odstavec 1.7 v [G]). Tim je pak dokazina tato dilezitd véta.

Véta 2.1.1. Kazdé shodné zobrazeni je prosté a afinni.

Jinymi slovy miiZeme také fici, Ze kazdé shodné zobrazeni zobrazuje navzijem
rhzné a kolinearni body opét v takové body a zachovava jejich délici pomér.
Obracené tvrzeni samoziejmé neplati, prosté afinni zobrazeni euklidovského
prostoru do euklidovského prostoru nemusi byt shodné zobrazeni, staci si vzit
elaci euklidovské roviny nebo piiklad 1, odstavec 1.1. '

Dale se budeme zabyvat vlastnostmi asociovaného homomorfismu k shodnému
zobrazeni. Necht je f afinni zobrazeni euklidovského prostoru E do euklidovského
prostoru E’, f zobrazeni k nému asociované. Pro body B, C z prostoru E
je f(C — B) = f(C) — f(B), proto

| 7ic = B[l ={fB) f(O]. €~ B =]BC|.

Pfitom jsme velikost vektori v zaméfeni V prostoru E i v zaméfeni V’ prostoru E’
znadili stejné, coZ vak neni na zavadu. Vidime, Ze plati véta 2.1.2.

Véta 2.1.2. Afinni zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského
prostoru E’ je pravé tehdy shodné, kdyZ asociovany homomorfismus f zachovava
velikost vektoru, tj. || f(u) || = || u|| pro kazdy vektor ue V.

Dokéazeme si hned dalsi tvrzeni.

Véta 2.1.3. Afinni zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského
prostoru E’ je pravé tehdy shodné zobrazeni, kdyZ asociovany homomorfismus f
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sachovava skalarni soudin vektord, tj. pro kazdé dva vektory u, v z vektorového
prostoru V je f(u). f(v) =u.v.

Dikaz: Prou,veV je
v =4[u+v|? = llul? = livIPD
stejné tak je
Fw). fiy =30 fw) + 7w 1> = 7w |7 = | 70 2]
Kromé toho je f homomorfismus, proto f(u) + fv) = flu + v). Z téchto vztahii

je jiz vidét, ze f zachovava skalarni soudin, jestlize zachovava velikost vektoru.
Obracené tvrzeni plati evidentng, sta¢i poloZit v = u.

Vime, Ze afinni zobrazeni je jednozna¢né urfeno jednou dvojici odpovidajicich s1
bodii a asociovanym linearnim zobrazenim. V pfipadé shodného zobrazeni musi
oviem toto asociované zobrazeni zachovavat skalarni sougin, jak jsme si prave
dokazali.

Necht je f afinni zobrazeni n-rozmérného euklidovského prostoru E, do
euklidovského prostoru E', f asociovany homomotfismus zaméfeni V, prostoru E,

do zaméfeni V' prostoru E a {e,, e,, ..., e,) baze prostoru V,. Je-li zobrazeni f
shodné, zachovava zobrazeni f skalarni sou€in, zvlasté tedy plati

fle). f(ej) =e;.€;

pro viechna i,j = 1,..., n.

Obracené, plati-li tyto vztahy, je pro kazdé dva vektory
x = Z X®, Y= Z Y&
i=1 i=1

spinéna rovnost
f(x)-f()') = Z xiyjfr(ei)'.f(ej) = "21 x;ye .e; =x.Y,
ij=1 iJj=
f tedy zachovéava skalarni soucin a f je proto shodné.

Véta 2.1.4. Nechf Py, P, ..., P, jsou linearné nezavisle body n-rozmérného
euklidovského prostoru E, a f afinni zobrazeni prostoru E, do euklidovského
prostoru E’. Zobrazeni f je pravé tehdy shodné, kdyz plati

(f(Pi) - f(PO))-(f(Pj) - f(Po)) = (Pi - PO)-(Pj_ Po)
proviechnai,j=1,2,...,n
Dékaz* plyne ihned z toho, co bylo uvedeno pred viastnim zn€nim vety.

Stadi totiz poloZit e, = P, — P, a pouZit vztah fle) = f(P) — J(Pg).
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Pouzitim vztahu 2(P; — Py).(P; — Po) = || P, — Po||> + |P; — Poll* -
— || P; — P;||* a analogicky pro body f(P), f(P)), f(P,) dostaneme, Ze rovnosti
uvedené ve v&t€ 2.1.4 jsou splnény pravé tehdy, kdyz plati ||P, — P, = .
= || f(P;) — f(P)]| pro viechna i, k =#, ...,n. Plati tedy tato véta o uréenosti” 63

shodného zobrazeni: - o

Véta 2.1.5. Necht Py, P, ..., P, jsou linearné nezavislé body n-rozmérného
euklidovského prostoru E, a Py, P}, ..., P, body euklidovského prostoru FE'.
Nutnou a postacujici podminkou k existenci shodného zobrazeni f euklidovského
prostoru E, do euklidovského prostoru E’, které by zobrazilo body Py, P, ..., P,
po fadé na body Py, Py,...,P,. tj. f(P)=P; pro i=0,1,...,n je platnost
rovnosti | P,P;| = | PiPj| pro i,j =0, 1, ..., n. Jsou-li tyto vztahy splnény, existuje
pravé jedno shodné zobrazeni uvedenych vlastnosti.

Podle pravé uvedené véty je tedy shodné zobrazeni euklidovské pfimky E,
do euklidovského prostoru E’ jednozna¢né urdeno, jsou-li dany obrazy f(A), f(B)
dvou riznych bodit 4, B ptimky E,, pro které musi oviem platit | f(4) f(B)| =
= | AB|. K ureni shodného zobrazeni euklidovské roviny E, do prostoru E’
potfebujeme znat obrazy f(4), f(B), f(C) vrcholi A, B, C nékterého trojiihelniku
ABC v roviné E,. Aby oviem takové shodné zobrazeni vibec existovalo, musi
byt | f(4) (B)| = | 4B, | /(B) f(C)| = | BC|. | f(4) f(C)| = | AC|, jingmi slovy
trojuhelniky f(A) f(B) f(C), ABC musi byt shodné. Zcela analogicky je shodné
zobrazeni tfirozmérného euklidovského prostoru E; do euklidovského prostoru E’
jednoznaéné uréeno obrazy A, B, C', I’ vrcholi A4, B, C, D nékterého Ctyfsténu
v E;. Pfitom musi byt Ctyfst€ény ABCD, A’B'C’D’ shodné, aby takové shodné
zobrazeni viibec existovalo.

Priklad 1. V euklidovské roviné E, je zvolena kartézska soustava soufadnic.
Uréete, pro které hodnoty &isel a, b existuje shodné zobrazeni roviny E, do sebe,
zobrazujici body [0, 0], [2, 1], [4,d] po fad® na body [1,2], [3,1], [5, b]?
Je toto shodné zobrazeni uréeno jednoznacné?

Reseni. Nutnou podminkou pro existenci shodného zobrazeni pozadované
vlastnosti je, aby se sob& rovnaly vzdalenosti kazdych dvou vzord a vzdalenost
jejich obrazd, tedy (a — 1)*> = (b — 1)%, a* = (b — 2)®. Odtud dostavame, Ze je b
libovoiné, a = 2 — b. V téchto ptipadech shodné zobrazeni pozadované vlastnosti
existuje. Je-li v8ak a =2, b = 0, lezi body prvni trojice na pfimce, body druhé
trojice rovnéz, zobrazeni neni ureno jednoznadné.

Cviteni

1. Existuje shodné zobrazeni E, do E,, pfi kterém se bod [1,2] zobrazi na
bod |4, 1, 0] a bod [2, —l;(j na bod [6, 5, 0]?
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2. Pii shodném zobrazeni f euklidovského prostoru do sebe jsou body [0.0, 0]
a [1, 1, 1] samodruzné, bod 4 = [1, —1, 0] se zobrazi do bodu f(4), ktery lezi
v roving x = 0. Urgete zbyvajici dvé soufadnice bodu f(A).

3. V euklidovské roving je dan &tverec ABCD. Kolik existuje shodnych zobrazeni
roviny &tverce do sebe, pfi kterych se zobrazi ¢tverec na sebe?

4. V euklidovském prostoru E, je dan pravidelny étyfstén ABCD. Kolik existuje
shodnych zobrazeni roviny trojihelniku ABC do prostoru Ej, pfi kterych se
trojuhelnik ABC zobrazi na nékterou sténu Ctyfsténu ABCD?

2.2 Analytické vyjadfeni shodného zobrazeni

Necht f je shodné zobrazeni n-rozmérného euklidovskeho prostoru E, do m-roz-
mérného euklidovského prostoru E,,, f k nému zobrazeni asociované. Necht je
v E, zvolena kartézska soustava soufadnic repérem <P, e, e;, ..., e, >,V prostoru
E, kartézska soustava soufadnic repérem <{Q,d,, d,, ..., d,). Polozme f(P) =

=0 + i bd;, fle) = Y ad;, k=1,2, ..., n. Pak je stejné jako v pfipadé
=1 j=1

obceného afinniho zobrazeni pro

X=P+ ¥ e f00=fP)+ 3 xfle) =

i=1

Q+ Y (Y ayx +b)dj=0+ -21 xd;,
=1 i=1 j=

kde

() X =

M:

ai}.xi-}—b}., j=12..,m

i=1
ProtoZe f je shodné zobrazeni, zachovava zobrazeni f skalarni soucin, tzn.
m m
fie,). fle) = e,.e,pror,s = 1,2, ..., n. Tedy (2‘1 a,;d)) (i; a,d;) = d,,, kde
d,=1 pti r=s a 0,,=0 pfi r#s ProtoZe éj.di = 0;, mame rovnosti
i a,jas; = 6, Je tedy shodné zobrazeni vzhledem ke kartézskym soustavim

‘I“l . . vow v . . -2
soufadnic vyjadieno rovnicemi (1), pficemz pro matici A = (a;) s n fadky

o m sloupci plati posledni rovnosti. Rovnice (1) i vztahy pro koeficienty a;; muzZeme
psit opét v maticovém tvaru:

a“, cevy alm

Argy vy d
(x,la“-’x:n):(xl""’xu) o am +(b1,...,bm)
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Aigs ooes B N[ Q115 o5 Gy 1,0,...,0

Ay1s ooos Qo | G125 s @2 | _ [0, 1, ..., 0

Auis vons Quu J| <o veenn. 0,0,..,1
Aims s Uy

nebo struénéji

X =XA+B, A.A"=1,

kde A" znali matici transponovanou k matici A, I, znadi jednotkovou matici
typu (n,n). V8imnéte si, Ze matice A nemusi byt Ctvercova, nemlZeme tedy
mluvit o inverzni matici k matici A, matice A”.A je typu (m, m) a nemusi byt
jednotkova,ikdyz A. AT =1,.

Samoziejmé bychom mohli vyjadfit shodné zobrazeni i vzhledem k obecnym
linearnim soustavam soufadnic. Podminky pro koeficienty a;; by ale byly sloZit&jsi.
Proto se v euklidovskych prostorech pracuje zpravidla jen s kartézskymi soustavami
soufadnic. Pokud budeme v této kapitole mluvit o soufadnicich, budeme mit
vzdy na mysli kartézské soutfadnice.

Rovnice shodného zobrazeni f euklidovského prostoru E, do euklidovského
prostoru E,, se velmi zjednodusi, zvolime-li vhodné soustavy soufadnic. V pro-
storu E, zvolime libovolnou kartézskou soustavu soufadnic repérem (P, e, ..., e,),
v prostoru E;, volime kartézskou soustavu soufadnic repérem <Q, d,, ..., d,.>,
kde Q = f(P), d, = f(e;), ..., d, = f(e,). T&hto poslednich n vektori tvofi
ortonormalni skupinu vektorf, kterou doplnime vektory d,,,,...,d,, na orto-
normaini bazi. Bod X =[x,,...,x,], tj X =P + x,e; + ... + x,e,, se pak
pti zobrazeni f zobrazi na bod f(X) = f(P) + x,f(e;) + ... + x,f(e,) =
=Q + x,d; + ... + x,d,, tedy f(X) = [x;, X3, ..., X»» 0, 0, ..., 0]. Rovnice
shodného zobrazeni f pak maji zvlasf jednoduchy tvar x| = x;, ..., X, = x,,
X1 =0, ..., x, = 0. Tento pfistup se v§ak nehodi, jestliZe jsou soustavy soufadnic
pfedem dany nebo kdyZz se jednd o shodné zobrazeni euklidovského prostoru
do sebe, kdy vétSinou chceme, aby vzor i obraz byly vyjadfeny vzhledem k téze
kartézské soustavé soufadnic.

Ukazali jsme si, Ze pfi danych kartézskych soustavach soutfadnic v prostorech
E,, E,, je kazdé shodné zobrazeni f prostoru E, do prostoru E;, dano rovnicemi (1),
kde matice A = (g;;) spliuje podminku A.A" =[,. Ukazeme si jestd platnost
tvrzeni obraceného — plati-li A. AT = I, je rovnicemi (1) dano shodné zobrazeni f
prostoru E, do prostoru E,. Bodu Y =[y,, ..., y,] je ptifazen bod f(Y)=

= [V1s oor» Vi), kde
y: = ’Z| aji.Kj + bio
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proto je

S = § 01 = 5 = BT a0 - 5T =
i i ajiaki(yj - x;) (v — Xp) =

j=1k=1

=X Yol -0 -x) = ¥ 0y —x) =|XY]%

j=1k=1

i

= IDM=

Vidime, Ze | f(X) f(Y)| = | XY |, f je shodné zobrazeni.

Priklad 1. Uréete parametr p tak, aby existovalo shodné zobrazeni euklidovské
roviny E, do euklidovského prostoru E; zobrazujici body 4 = [3,0], B = [0, 3]
a ¢ =[3,3] po fadé na body 4’ =[1,5,1}, B =[-3,4,p] a C' =[-1,6,3]
NapiSte rovnice tohoto zobrazeni a urdete obraz pocatku P = [0, 0].

Reseni Je | AB|? = 18, | AC|? = 9. |BC|* = 9. |AB|* = 17 + (p — 1),
| AC 2 =9,|BC|? =8+ (p — 3)°. Rovnicim |AB| =|A'B'|,|BC|=|BC|vy-
hovujc pouze p = 2. Rovnice zobrazeni budou mit tvar

X =ax+by+r, y=cx+dy+s 2 =ex+ fy+t
Bodu A odpovida v zobrazeni bod A’, musi tedy platit
1=3a+vr, 5=3c+s, 1l=3+1t

Dalgich Sest rovnic dostaneme z podminek, aby obrazy boda B, C byly body B, C'.
Ze viech deviti rovnic vypolteme a=c=f =% b= -3} e=d=4,r= —1,
s =3, t = 0. Rovnice zobrazeni jsou X’ =3x —3%y -1, y =3x+3y+ 3, z/ =
= ix + $y, v maticovém tvaru

)

W= AN

i
’ g) + (—1, 3, 0)
3

»

W Wi

w%m=mw¢

Obrazem potatkujebod [ —1, 3, 0].
Cviteni

1. Afinni zobrazeni euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A trojuhelniku
ABC na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. MizZe to byt zobrazeni
shodné? Jestlize ano, napiste jeho rovnice vzhledem k vhodné zvolené kartézské
soustaveé soufadnic.

2. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano
vzhledem ke kartézskym soustavam soufadnic rovnicemi x' = x + 3y + 1,
y =ax + 3y — 1, Z = bx + ¢y + 3. Urdete koeficienty a, b, c.

3. Tuté? ulohu felte pro rovnice X’ = x + by — 2,y =4y + 1.2 =ax + ¢y — 3.
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2.3 Grupa shodnosti

Pfimo z definice shodného zobrazeni plyne, Ze sloZeni dvou shodnych zobrazeni
je opét shodné zobrazeni. Necht je f shodné zobrazeni n-rozmérného euklidovského
prostoru E, do sebe. Vime, Ze kazdé shodné zobrazeni je afinni a prosté (véta 2.1.1).
Prosté afinni zobrazeni afinniho prostoru do sebe je zobrazenim prostoru na sebe.
Vidime, Ze kazdé shodné zobrazeni euklidovského prostoru dimenze n do sebe
je vzajemné jednozna¢né zobrazeni euklidovského prostoru na sebe.

Definice 2.3.1. Vzajemné jednoznaéné shodné zobrazeni euklidovského prostoru
na sebe se nazyva shodnost.

Ziejmé plati véta 2.3.1.

Véta 2.3.1. Inverzni zobrazeni k shodnosti je opét shodnost. V8echny shodnosti
euklidovského prostoru tvofi pri sklddani grupu, tzv. grupu shodnosti tohoto
euklidovského prostoru.

Zvolime-li v n-rozmérném euklidovském prostoru E, kartézskou soustavu
soufadnic, je v ni kazda shodnost vyjadiena rovnicemi

n
Xp= Y apx;+ b, i=12..n
=1

matice A = (a,) je &tvercova a plati Y a,a;, = 6;proi,j=1,2,...,n1.A. AT =
r=1

= I,. Spliuje-li obracené matice A tuto podminku, jsou vySe uvedené rovnice
rovnice shodnosti. To jsme dokazali jiz v pfedchazejicim odstavci.

Definice 2.3.2. Ctvercovou matici A nazveme ortonormalni, plati-li A. A7 = I,
kde I je matice jednotkova. Mzeme také ¥ici, Ze ¢tvercova matice A je ortonormalni,
jestlize AT = A™!, matice transponovani k matici A je totoZzna s matici inverzni
k matici A. V tom piipadé je také AT . A = 1.

Véta 2.3.2. Kazda shodnost je ekviafinita.

Diikaz. Rovnice shodnosti v maticovém tvaru je X = XA + B, matice A
je ortonormalni, tedy A.A" = I. Proto plati pro determinanty (det A)(det AT) =
=detl = 1. AvSak det AT det A, tudiz (det AY> = 1, odkud ihned plyne
|detA| =1, detA=1 nebo detA = —1. Uvedme je3ts, Ze obracené tvrzeni
neplati, ekviafinita nemusi byt shodnost. Ptikladem je ekviafinita roviny, ktera
je vzhledem ke kartézské soustavé soufadnic dina rovnicemi x' = 2x, y’ = }y.

Samodruzné body a samodruZzné sméry shodnosti uréime stejnym zplisobem
jako v pFipadé afinit. V pfipadg shodnosti jsou v8ak v8echny koteny charakteristické.
rovnice rovny &islu 1 nebo —1. Vyplyva to z toho. 7¢ asociovany homomorfismus
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k shodnosti zachovava velikost vektoru. Nemuize se tedy nenulovy vektor zobrazit
i svij trojnasobek nebo (— S)nasobek.

Ptiklad 1. Ovéite, Ze rovnicemi

X = Ix-3y+%+3%
;2 1 2 2
y= 3X—-3y—3Z—-3
’ 2 2 1 2
Z=—-3X—-3y—32+t3%

j¢ dano shodné zobrazeni E; na sebe, najdéte jeho samodruzné body a sméry.

ReSeni. Skutegnost, e se jedna o zobrazeni shodné, miZeme ovéfit nékolika
zpusoby. MiZeme napiiklad pouzit pfimo definici shodného zobrazeni a ovéfit,
Y¢ vzdalenost bodi [x, y,z] a [p, q,r] je stejnd jako vzdalenost jejich obrazi.
To je v§ak asi postup nejslozitéjsi. Muzeme pouzit vétu 2.1.4, vektory e, = (1, 0, 0),
e, =(0,1,0), e; = (0,0, 1) se pfi asociovaném homomorfismu zobrazi na vektory
e, =33 —3%. ¢, =(—3% —4%, -3, e; =&, —%, —1) (soufadnice téchto vektort
jsou koeficienty u x, y a z v rovnicich zobrazeni) a plati e; . e; = €;. €} pro viechny
dvojice i,j, proto je zobrazeni shodné. Konetné si mlZeme napsat rovnice
zobrazeni v maticovém tvaru a ovéfit, 7e A, AT = I;, kde

1 2 2

3> 3o T3

—_ 2 1 2

* A= —3 T3 73
2 2 _1

3 3 3

Pro samodruZné body dostaneme soustavu

-x— y+ z+1=0
x—2y— z—1=0
-x— y—2z4+1=0,

kterd ma jediné feSeni x = 1, y = z = 0, zobrazeni ma jediny samodruzny bod
[1,0,0]. Nenulovy vektor (u, v, w) je vlastnim vektorem asociovaného zobrazeni,
plati-li pro nékteré ¢islo A rovnice

u= ju—73%+3w
= 3u-—4%v—-3w
Aw

—3u — %v — tw.

Dale bychom méli poditat kofeny charakteristické rovnice

1 - 34, -2, 2
’ 2, —=1-=-3} -2 | =0.
-2, -2, ~1 =3
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To viak neni t¥eba, sta&i zjistit, zda 1 a — 1 rovnici vyhovuji. Cislo 1 nevyhovuje,
¢islo —1 vyhovuje. Dosadime-li A = —1 do vy$e uvedenych rovnic pro u, v, w,
dostaneme po vynasobeni kazdé rovnice tfemi soustavu rovnic

2u—v+w=0
u+v—w=0
—u—v+w=0,

feSenim je u = 0, v = w, zobrazeni ma jediny samodruzny smér urleny vektorem
©, 1, 1).

Priklad 2. Zjistéte, zda existuje shodnost euklidovské roviny, pfi které se
bod A = [10, 0] zobrazi na polatek A" =[0,0] a bod B = [25,20] na bod
B =[0,25]. V kladném piipadé napiSte rovnice tohoto zobrazeni a najdéte
jeho samodruzné body a sméry.

ReSeni. Je | AB|? = 625 = | A'B' |2, zobrazeni existuje, neni viak uréeno jedno-
znatng, nebof nejsou dany obrazy ti¥i nezavislych bodd. Rovnice zobrazeni
budou mit tvar

X =ax+by+p y=cx+dy+aq.
Bod A se zobrazi na bod A’, tedy
0=10a +p, 0= 10c + g.
Aby se bod B zobrazil na bod B, musi platit
0 =25 + 20b 4+ p, 25 =25¢ + 20d + q.
Vylou¢enim p, ¢ dostaneme rovnice
0=3a+4b, 5=3c+ 4d,
muzeme tedy rovnice hledaného zobrazeni zatim psat ve tvaru

’

x = ax — 3ay — 10a

y=cx+ G —3)y— 10c

To jsou vlastn€ rovnice vech afinnich zobrazeni roviny do sebe, pfi kterych se
body A, B zobrazi po fadé na body A’, B'. Chceme-li z nich vybrat rovnice
shodnosti, musime jest€ poZzadovat ortonormalnost matice z koeficientd u x a y, tj.

a>+ct=1, —3a>+G—-3)c=0, Fa®>+(5-3c =1,
odkud plyne ¢ = 3, a = +%. Uloha ma dvé feSeni:

. ‘= —3x +3y+8
V=3x+dy-6 y= +iy-6

<
1l
b
=
I
wiw
~<
|
o0
*®
|
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Prvni zobrazeni nema 7adny samodruzny smér a jediny samodruzny bod [5, —15].
Drub¢ zobrazeni nema zadny samodruzny bod, jeho soufadnice by musely
splitovat soustavu 9x = 3y + 40, 3x = y + 30, ktera v8ak nema feSeni. Nenulovy
vektor (4, v) uréuje samodruzny smér druhého zobrazeni, jestlize

u=—3u+ —u= —%u+3v
3,0, 4 nebo 3 4 4
v U+ 30 —v = zu + 30

Pryni soustava dava samodruzny smér ur€eny vektorem (1, 3), druha samodruzny
smér urleny vektorem (—3,1). Vektory prvniho sméru se pfi asociovaném
homomorfismu zobrazi na sviij 1nasobek, tedy pfimo na sebe, vektory druhého
s¢ zobrazi na sviij (— 1)nasobek, tedy vZdy na vektor opacény.

Cviteni

1. Urdete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body
{0, 0], [3, 4] po fade€ na body [5, 0], [9, s]. Napiite rovnice tohoto zobrazeni
a obraz bodu {5, 0].

2. Napidte rovnice vSech shodnosti, pfi kterych se Stverec se stfedem v pocatku
a jednim vrcholem v bodg [3, 0] zobrazi na sebe.

3. Urete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1, 2],[ -1, —1]
po Fad& na body [1, 4], [p, 2}, [2, ¢]. Najdéte samodruzné body a sméry tohoto
zobrazeni.

4, Zobrazeni euklidovského prostoru na sebe je dano rovnicemi 21x" = —20x —

— Sy + 4z + 140,21y = —5x + 4y — 20z + 224,217 = 4x — 20y — 5z + 98.

UkaZte, 7e se jedna o shodnost. Urcete jeho samodruzné body a smérv.

Uréete g, b, c tak, aby rovnice X' = 2x + by + 1, y = ax + cy — 1 vyjadfovaly

shodnost.

5

2.4 Soumérnost podle nadroviny

K dané nadroviné ¢ v n-rozmérném euklidovském prostoru E, existuji prave
dv& shodnosti, pfi kterych jsou viechny body nadroviny g samodruzné. Je to
jednak identita, jednak soumérnost podle nadroviny. Ta pfifazuje kazdému bodu X,
ktery nelezi v nadroviné g, bod X’ tak, Ze spojnice XX’ je na nadrovinu ¢ kolma
u stfed Usedky XX’ lezi v nadroviné g. Soumérnost podle nadroviny je jednozna¢né
uréena bud tou nadrovinou, nebo téZ jednou dvojici odpovidajicich si a ne-
splyvajicich bodG. Pfitom neni tfeba rozliSit, ktery z téchto bodi je vzorem
u ktery obrazem, protoZe soumérnost je zobrazeni involutorni (viz definice 1.6.2):
Je-li bod B obrazem bodu A4, je bod A obrazem bodu B.

Jsou-li tedy A4, B dva rlizné body prostoru E,, existuje pravé jedna soumé&rnost
podle nadroviny, p¥i které se bod A zobrazi na bod B, a tudiZ i bod B na bod A.
Nadrovinou ¢ samodruZnych bodi této soum&rnosti je nadrovina soumérnosti
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bodi A, B, tj. nadrovina kolma na pfimku AB, ktera prochazi stfedem useCky AB.
Nadrovina ¢ je také mnozinou viech téch bodd, které maji od bodu A a bodu B
stejné vzdalenosti.

JelikoZz budeme v tomto odstavci mluvit pouze o soumérnostech podle nad-
roviny, budeme strun€ psat jen soumérnost a rozumét tim vidy soumérnost
podle nadroviny.

Zvolime-li v E, dvé usporddané (n + l)tice linearné nezavislych bodd
(Py,Py....P)a(P,, Py, ..., P)tak, Ze | P,P;| = | PiP;| pro i,j = 0, L, ..., n, pak
existuje podle veéty 2.1.5 pravé jedna shodnost prostoru E, zobrazujici bod P,
na bod P; pro kazdé i =0, 1, ..., n, tedy f(P;, = P, Necht je f; soumé&rnost, pfi
které se bod P, zobrazi na bod Py, popfipadé identita, je-li P, = P,. PoloZzme
fiP) = Py, proi =1, ..., n. Potom | PoP, | = | f1(Po) fi(P,)| = | P4Py, |. Krome
toho je | PoP, | = | PyPy |, proto je | PoP,, | = | P,P,|. Necht je f, soumé&rnost
pievadgjici bod Py, na bod P, popfipad¢ identita, je-li P,, = P|. Pak je vidy
f2(Py) = Pj. Poloime jest& f,(P,;) = P, pro i =2, 3, ..., n. Je pak |P,P,| =
= | PoPy,| =[PP,y | a také |PoP,|=|PoP,|, podobné |P,P,|=|P\P,,]|
a|PyPy| =|P\P,|. Je-li P,, = P}, vezmeme za f; identitu, v opaéném pfipadé
necht je f; soumérnost zobrazujici bod P,, na bod P,. ProtoZe | PP,, | = | PP |
pro j =0, 1, jsou body P a P} samodruZné body shodnosti f;. Dal postupujeme
analogicky az k soumérnosti nebo identit€ f, , ; ; viz schéma:

P, P, P, .. P,
Py Py Puyoe Pul )
P, P, P, .. P,) °
Jas1
P, P, P, .. P)

Slozenim soumérnosti (identit) f,, f5, ..., f,+, dostaneme shodnost, kter4 zobrazuje
bod P, na bod P;proi=0,1, ..., n, tedy shodnost f, tj. f= f,,,0f,0...0f,0f;.
Tim jsme zpisobem velmi podobnym dikazu véty 1.6.3 dokazali obdobné tvrzeni
pro shodnosti.

Véta 2.4.1. Ke kaZdé shodnosti [ n-rozmérného euklidovského prostoru
existuje k soumérnosti podle nadrovin tak, Ze f je jejich sloZzenim a &islo k je
mensi nez n + 2.

Uvedena véta ztraci smysl v pfipadé n =0, kdy se vlastné nedd mluvit
o nadroving, V pfipadé n = 1 je shodnost f bud sama jiZ soumérnosti, nebo je f
posunuti, které se da sloZit ze dvou soumérnosti. Pro dobré pochopeni obsahu
vEty je ulelné dukladné si projit pfipad n = 2: Necht jsou v euklidovské roviné
dany dva shodné trojuhelniky ABC, A'B'C’ (obr. 18). Neni-li 4 = A', existuje
pravé jedna soumérnost podle pt¥imky, pfi které se bod A zobrazi na bod A4,
oznaéme osu této soumérnosti o, a obrazy bodd B, C oznatme B,, C;. Je
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| AB|=|AB,|, |AC|=]A'C,|, ze shodnosti trojohelnikd ABC, A'B'C’ plyne
| AB| =|AB|,|AC| = | A'C|, takze | AB,| = |A'B'|, | AC,| = | AC’|. Neni-li
I3, = B’, zobrazuje soumérnost podle osy o, usecky B;B" bod B; na bod B,
bod A’ je samodruzny, obraz bodu C, oznadime C,. Je |A'C,| =|AC,|=
= | A'C’|, podobn& |BC,|=|B,C,|=|BC|=|BC|. Pokud body C, a C’
nesplyvaji, existuje pravé jedna soumérnost podle osy o, Usecky C,C’, pii které
jsou body A4’, B’ samodruzZné. SloZenim soumérnosti podle os 04, 0,, 0; dostaneme
shodnost, ktera zobrazuje trojohelnik ABC na trojuhelnik A’B'C’. Splyvaji-li body
A, A" ncbo B,, B nebo C,, C’, mizeme pfislu§nou osovou soumérnost vynechat.

CI

Necht je v n-rozmérném euklidovském prostoru E, zvolena kartézska soustava
soutadnic, v niZ ma nadrovina ¢ rovnici

C1Xy + %y + oo+ ox, +c=0
(alespoii jedno z &isel ¢y, ¢,, ..., ¢, je rGzné od nuly). Vime, Ze kazda afinita a tedy
i shodnost, ktera ma body nadroviny ¢ za samodruzné, ma rovnice tvaru
X;=x; + Alcixy +exp + oo Fex, + )y i=12,...,n

Jde-li 0 soumérnost, musi byt smér této zakladni afinity kolmy na nadrovinu g,
tzn. Ze prfimka XX’ musi byt v pfipadé nesamodruzného bodu X kolma na
nadrovinu g. Smér pfimky X X” je dan vektorem | = (4., 4,, ..., 4,). Na nadrovinu ¢
je kolmy vektor (cy, ..., ¢,). Musi tedy existovat &slo A tak, Ze A, = Ac; pro
i =1,...,n Dale musi stfed Gse¢ky XX’ leZet v nadroviné ¢, odkud plyne

' (exy + e+ o+ X, + )R+ 1Y H=0.
171
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Vzhledem k tomu, Ze posledni rovnice plati pro kazdy bod X, musi byt
2¢;

- n
DI
k=1

Piiklad 1. V euklidovské roviné je dana soumérnost podle piimky 3x — 4y +
+ 1 = 0. NapiSte rovnice této soum&rnosti.

A =

1

proi=12 ...,n

Reseni. Podle vyse uvedenych vztahG ma soumérnost podle piimky 3x — 4y +
+ 1 = 0 rovnice

/_ 6 AR B
x—x——ﬁ(3x—4y+1), y—y+25(3x 4y + 1),

po upraveé
ol A6 2 7 8
X Es X T s Y T s Y T35 257 T 25

Ptiklad 2. NapiSte rovnice soumeérnosti podle roviny x +2y —z + 4 =0
v trojrozmérném euklidovském prostoru.
ReSeni.
"=x—Hx+2y—z+4)
=y —Hx+2y —z+4)
"=z 4+ EHx+ 2y —z+4),

N =R
|

tj.
X = 2x—2y+ z—4
3y = —-2x— y+2z-8
3= x+2y+2z+4
P#iklad 3. Napiste rovnice soumérnosti podle roviny, pfi které se bod [1,0, —2]
zobrazi na bod [3, 2, 0].

ReSeni. Rovnice roviny soumérnosti danych bodd je x + y + z — 2 = 0, rovnice
soumérnosti jsou

®
i

=X -3 x4+ y+z—-2= Ix-3y—3z+%
Y=y —3x+y+z-2=-x+3y-3z+3%
=z —3x+y+z—-2=-x-H+z+%

N
il

Cviteni

1. Napiste rovnice soumérnosti podle pfimky 2x — 3y + 1 =0.
2. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici po¢atek na bod [1, 5].
3. Rovnicemi x' = y, y T X + 1 je dana shodnost. Rozlozte ji v osové sou-

mérnosti.
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l. Naupiste rovnice soumérnosti podle roviny, pii které se bod [1,0, 5] zobrazi
na bod [0, 5, 1].

i, Najdéte samodruzné body shodnosti slozené ze soumérnosti podle roviny
> = (0 a soumérnosti podle roviny x —y + 2z — 1 = 0.

2.5 Soumérnosti v euklidovském prostoru

V piedchazejicim odstavei jsme se zabyvali soumérnostmi podle nadroviny.
Jsou to involutorni shodnosti, které maji za mnozinu vsech svych samodruznych
bodi nadrovinu. Nyni se budeme zabyvat viemi involutornimi shodnostmi
euklidovského prostoru.

Neeht je f shodnost v euklidovském prostoru, ktera je involutorni. To
7znamend, ze f neni identita, ale sloZena sama se sebou dava identické zobrazeni,
J o = identita. ProtoZze f neni sama identita, existuje bod A tak, Ze f(4)=
= I} £ A. Pak je f(B) =f(f(A)) = A, pfi zobrazeni f se bod A zobrazi na bod B
# bod B na bod A. Z toho plyne, ze stied S tseCky AB se zobrazi na stfed
Usclky BA, je tudiz stied S useCky AB samodruzny. Vidime, Ze kazda involutorni
shodnost mé asponi jeden samodruZny bod. Podivejme se ted na asociovany
homomorfismus f zobrazeni f. Protoze f of je identita na E,, je f o f identita
na zaméfeni V, prostoru E,. Pro kazdy vektor ueV, je u = 3u + f(u) +
+ Ju — f(u)). Pfitom pro v = u + f(u) plati f(v) = f(u) + f(f(w) = flu)+

+u=v, prow=u— f(u je f(w)= f(u)—u= —w. To znamena, 7e kazdy
veklor ueV, se da napsat jako soulet v + w. kde veV,, weV_,, V¥, =
=lveV,|ftv)=v}, V_, = (weV,| fiw) = —wl. V, je vektorovy podprostor

prostoru V, tvofeny viemi vlastnimi vektory zobrazeni f, kterym odpovidé vlastni
¢islo 1, a vektorem nulovym, podobné se V_, sklada ze viech vlastnich vektorl
zobrazeni f s vlastnim &islem —1 a z vektoru nulového. Priinikem prostort V,
u V., je pouze nulovy vektor. Podprostory V, a V_, jsou navzijem kolmé.
Je-litotizveV,,weV_,,jev.w= f(v). fWw)=v.(—w) = —v.w, tedyv.w =
= (). Pouzili jsme pfitom to, Ze zobrazeni f zachovava skalarni soudin, nebof je
to asociované zobrazeni k zobrazeni shodnému. Oznaéme P, podprostor prostoru
E, uréeny bodem S a vektorovym prostorem V,. MulZeme téZ fici, ze P, je
podprostor vech samodruZnych bod zobrazeni f. Déale oznatme P_;, pod-
prostor prostoru E, uréeny bodem S a vektorovym prostorem V_,. Prostor P_,
zivisi na volbé samodruzného bodu S. Plati X € P, pravé tehdy, kdyz X = S + v,
ve V, a kaZdy bod X se da pravé jednim zplisobem psat ve tvaru X = S + v + w,
veV,, weV_,. Pro tento bod X je f(X)=f(S)+ fiv+w)=S8+ flv) +
+ f(w) =8 + v —w. Je tudiz f(X) = X pravé tehdy, kdyZ je w = o, tj. Xe P,.
Jinuk jec pfimka Xf(X) kolmd na prostor P, a stied S + v useCky Xf(X) leii
v P,. Prostor P, nemiZe byt totoZny s celym prostorem E,, to by byla shodnost f
identitou, Prostor P | miiZe byt totony s celym prostorem E,, v tom piipadé je
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V., =V,, P,={S},pro kazdy vektor ue V, je f(u) = —u, kazdy bod X = S + u
se zobrazi na bod f(X)=S — u. Jde o stfedovou soumérnost podle stfedu S.
Ve, co jsme si pravé ukazali, shrneme do definice a véty.

Definice 2.5.1. Nechf je v euklidovském prostoru E, dimenze n zvolen pod-
prostor P, = E, dimenze k,0 < k < n — 1. Soumérnost prostoru E, podle pod-
prostoru E, je zobrazeni f prostoru E, na sebe, pfi kterém jsou vSechny body
prostoru E, samodruZné, pro ostatni body X je piimka Xf(X) kolmd na
prostor E, a stfed OseCky Xf(X) lezi v E,.

Véta 2.5.1° Kazda involutorni shodnost euklidovského prostoru je soumé&rnost
tohoto prostoru podle n€kterého podprostoru.

V euklidovské roving jsou involutorni shodnosti soumérnosti podle pfimky
(osové soumérnosti), studované v piedchazejicim odstavci, nebof v roviné je
nadrovinou pfimka, a stfedové soumérnosti. V trojrozmérném prostoru pristupuji
k soumérnostem podle rovin (tj. nadrovin v E;) a stfedovym soumérnostem je§té
soumérnosti podle pfimek.

f(x) |P X

X, ’

u
1,

Obr. 19

Nechf je v trojrozmérném euklidovském prostoru E; dana ptimka p bodem A
a nenulovym vektorem u. Kazdy jeji bod X se da psat ve tvaru X = 4 + tu, 1€ R.
Ten je v soumérnosti podle ptimky p samodruzny. Neni-li bod X bodem ptimky p,
najdeme nejdiive na pfimce p bod X,, pro ktery je pfimka XX, kolma na
ptimku p (obr. 19). Bod X, je tzv. patou kolmice vedené bodem X na ptimku p.
Je Xg= A+ tu a vektor X — X, = (X — A) — tu je kolmy na vektor u, tedy
(X — A)u — t{uu) = 0, odkud
(X — A)u (X—A)uu

X0=A+
uu uu

V zlomcich je v &itateli skalarni souéin vektort X — A, u, neni to soudin dvou
gisel, neda se vektorem u kratit! Obraz f(X) bodu X v soumérnosti f podle ptimky p
je bod soumérné sdruzeny k bodu X podle bodu X, tedy
: X —Au
f(X)=)@—(X—X0)=2X0—X=2A—X+2T—u.
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le dobie si uvédomit, Ze tento vzorec plati v euklidovském prostoru libovolné
dimenze, nejen v trojrozmé&rném euklidovském prostoru. A plati i v pipadg, kdy je
bod X bodem ptimky p, kdy je X = X, = f(X). Nahradime-li v odvozeném vzorci
vektor u jeho nenulovym nasobkem ku, dostaneme samoziejmé tentyZ vzorec pro
f(X), vidyt bod A urluje spolu s vektorem ku tutéZ pfimku p. Ovéfte si, Ze se
vzoree pro f(X) také nezméni, nahradime-li bod A4 bodem B = A + ru.

Priklad 1. Napiste rovnice soumérnosti podle piimky o parametrickém vy-
jddieni x =1+t y=2—1,z =13t

ReseniJe A = [1,2,0], u = (1, — 1, 3), takZze [x, V', 2] = [2 = x, 4 — y, —z] +
+.,(3:—1)-(y—2)+3z

(1, =1, 3), po Gpravé a rozepsani do soufadnic

11
X =2=x+Fx—y+3+ )= —Fx-—FHy+z+ #
V=4—y—Fx—y+3z+1)= —Fx -y -z + £
7= —z+f{x—-y+3kz+)= Fx-y+{z+&

Cviteni

I. Napiste rovnice soumérnosti E, podle pfimky x —y — 1 =0 uZitim vyse
uvedeného vzorce i jako soumé&rnost podle nadroviny.

2. Napiste rovnice soumérnosti podle pfimky o parametrickém vyjadieni x =
=| -t y=24+2t,z=1+1tteR.

2.6 Klasifikace shodnosti roviny

Necht( je v euklidovské roving E, zvolena kartézska soustava soufadnic, v ni7
md shodnost f rovnice

X =ax+by+p
yV=cx+dy+gq,

v maticovém tvaru
C

', ¥) = (x, ) (,‘j’ d) + (p. ).

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby byla témito rovnicemi dana skutedné
shodnost, je ortonormalnost matice

a, ¢ ‘t' a, ¢\ (a, b\ (1,0
bod) ¥V \b a)\e, a) = \o, 1)

tedy podminky «® + ¢ = b* + d? = 1, ab + ¢d = 0. Z rovnosti a*> + ¢ = 1 plyne
existence Ghlu o, tak, %¢ a = cosa, ¢ = sina. Omezime-li se na 0 < a < 360°,
je o ureno jednoznadnd, Pro b, d pak musi platit bcoso + dsina = 0, proto
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d =¢cosa, b = —esinoa. Dosazenim do rovnice b2 + d? = 1 dostaneme &> = 1,
tedy ¢ = 1 nebo ¢ = — 1. Ma tudiz kazda shodnost v rovin€ rovnice tvaru

’

X" = xcosa — ysina + p
y =xsina + ycosa + ¢
nebo

X =xcosa+ ysina + p
y = xsina — ycosa + .

V prvnim pfipad@ jde o shodnost ptimou, v druhém ptipadé o shodnost nepfimou.
Zkoumejme nejdiive shodnosti pfimé. Soufadnice samodruznych bodid jsou dany
rovnicemi

x(1 —cosa) + ysina =p
—xsina + (1l —cosa)y = ¢,

determinant soustavy je (1 — cos@)? + sina = 2(1 — cos ). Je-li cos o # 1, ma
soustava pravé jedno feSeni. shodnost ma pravé jeden samodruzny bod. MiiZeme
pfedpokladat, ze jsme pocatek P soustavy soufadnic zvolili pravé v tomto
samodruzném bodé shodnosti, pak je p =g =0. Dale je (X — P)(X" — P) =
= (x* + y?)cosa = || X — P|||| X" — P || cos «, sviraji tudiz vektory X — P, X' — P
pro X # P Ghel o, uvazovana shodnost je otoceni o tihel « kolem bodu P. Pfitom se
bod o soufadnicich [ 1, 0] zobrazi na bod [cos «, sin «]. Hledejme jesté samodruzné
sméry nasi shodnosti. Nejdfive musime feSit pfislusnou charakteristickou rovnici

A — cosa, sin o
—sino, A — cosa

tj. (A —cosa)® +sino = 0. Ta ma realny kofen pravé tehdy, je-li sina = 0,
a protoZe cos o = 1 jsme zatim vylou€ili, musi byt cosa = —1. Jde pak o otoCeni
o uhel 180° neboli o stfedovou soumérnost, pii které je kazdy smér samodruzny.
Je-li cos o = 1, je sin = 0, shodnost je bud identita (p = g = 0) nebo neidentické
posunuti (aspofi jedno z &isel p, ¢ je nenulové).

V druhém piipadé (shodnost nepfima) hledejme nejdiive samodruzné sméry.
Prislu$na charakteristickd rovnice ma tvar

A —cosa, —sina
—sina, A+ cosu

]

42 —1=0, kofeny jsou A=1a A= —1. V tomto ptipadé ma shodnost dva
rizné samodruzné sméry, pfitom kazdy vektor prvniho sméru se pii asociovaném
zobrazeni zobrazi piimo na sebe, kazdy vektor druhého sméru se zobrazi na
vektor opatny. Vzhledem k tomu, Ze se zachovavaji uhly nenulovych vektord,
musi byt tyto samodruzné sméry navzajem kolmé. MiZzeme tudiz pfedpokladat,
%e jsmc kartézskou soustérvu soufadnic zvolili tak, Ze smér osy x je totoiny
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s prvnim samodruznym smérem, smér osy y je druhy samodruZzny smér. Musi pak
platit cosa = 1, sina = 0, rovnice shodnosti jsou x' = x +p, ¥ = —y + ¢. Je-li
p = 0, ma shodnost celou pfimku samodruznych bodu. Jestlize pfedpoklidame, Ze
jsme pocatek soustavy soufadnic zvolili na této pfimce, jsou rovnice shodnosti
xX =x, ¥y = —y. Jde o osovou soumérnost podle piimky y = 0, podle osy x.
Je-li p # 0, nema shodnost zadny samodruzny bod, pfimka 2y =g je vSak
samodruzna, kazdy jeji bod se zobrazi opét do jejiho bodu. Zvolime-li pocatek
na této samodruzné ptimce, ma uvaZovana shodnost rovnice X’ = x + p, Yy = —y,
p # 0. D4 se sloZit z osové soumérnosti X' = x, y = —y a posunuti X’ = x + p,
y =y ve sméru osy soumérnosti. Zobrazeni se nazyva posunuta soumérnost.

Tim jsme dostali nasledujici piehled shodnosti euklidovské roviny:

Pravé dva
navzajem kolmé
samodruzné sméry

Kazdy
smér samodruzny

Zadny
samodruzny smér

Zadny samodruzny bod | — posunuti soumérnost | posunuti, ne identita

X =x+p XN'=x+p
Yo=—y V=ytg
p#0 (pg) # (0, 0)
Praveé jeden samodruzny | otoeni o hel « - stfedova soumérnost
bod X = xcosa — ysinua X = =x
Vo= xsina + ycosz yo=-—y
sina # 0
Pfimka samodruznych - osova soumérnost -
bodi; ne identita X =x
Y=~y
Kazdy bod je - - identita
samodruzny X =x

y=y

U kazdého typu shodnosti jsou uvedeny rovnice, jaké méa shodnost toho typu
pfi vhodné volbé kartézské soustavy soufadnic. Shodnosti v prostfednim sloupci
(pravé dva navzajem kolmé samodruZzné sméry) jsou shodnosti nepfimé, ostatni
jsou pfimeé.

Piehled o vSech shodnostech v roviné si miZeme ud€lat i bez uziti soufadnic.
Vime, Ze shodnost v roving je jednoznalné urfena, zname-li obrazy A’, B, C’
vrcholl A4, B, C nékterého trojuhelniku ABC. Trojihelniky ABC, A'B'C’ jsou oviem
shodné; | A'B'| = |AB|, | AC'| =|AC|, |B'C’| =|BC|. Zname-li jen k dvéma
rhznym bodim A, B jejich obrazy A’, B’ (musi byt | A'B’| = | AB), neni shodnost
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jednoznalné urlena. V tom pfipad¢ existuje pravé jedna piima shodnost fajedna ;
.nepfimé shodnost g zobrazujici body 4, B po fad€ na body 4, B. To plyne
ihned z toho, %e k trojuhelniku ABC a danym bodim A’, B (|A'B'| = | AB)
.existuji v rovin€ pravé dva trojuhelniky A’B’C’ shodné s trojuhelnikem ABC
Jsou soumérné sdruZené podle ptimky A’B’ (obr. 20). ’

c B B’
CI
A c'
AI
Obr, 20

Necht jsou tedy v roving dany dvé& shodné usedky A'B’, AB a hledejme ptimou
shodnost f a nepfimou shodnost g zobrazujici bod 4 na bod A’ a bod B
na pod B'.Jeli A=A"a B =P, je to identita a soum&rnost podle pfimky AB.
Je-li A=A, B# B, je f otoceni kolem bodu A zobrazujici bod B na bod B’
(miZe to byt i stfedova soumérnost, jestlize le?i bod B’ na piimce AB), ¢ je sou-
mérnost podle osy tse¢ky BB'. Necht jedale A # A, B+ B. Vezmeme‘ nejdiive
pi:ipad, kdy jsou pfimky AB, A'B’ navzajem rovnobézné. Maji-li polopfimky AB,
A’B’ tutéz orientaci, je f posunuti 4 — A’. Nepfiméa shodnost g je soumérnost
Pod[e pfimky o prochazejici stitedem useCky AA’ rovnob&ing s AB, popfipadé
Je8t€ sloZena s posunutim ve sméru 0sy o, neni-li pfimka 44" kolma na AB (obr. 21).

(o]

!
!
|
|
!
|

A 4»-—---‘:.___ _i

Obr. 21 _Obr. 22

Jsou-li poloptimky AB, A’'B’ orientovany opacné, je f stiedovd soumérnost se
stfedem § ve stfedu usedky A4, g je osova soumérnost podle osy o prochazejici
bodem S kolmo na AB, slozena popfipad€ jeit& s posunutim ve sméru osy o,

Jestlide jsou ptimky 4B, A’'B’ rizné (obr. 22). Jsou-li pfimky AB, A'B’ riznobézné,

musime také jesté rozligit dv% moZnosti. Bud' jsou osy usetek 44’. BB toto¥né
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ncbo riznobézné, nemohou byt rovnob&zné a rizné. Jsou-li totozné, je shodnost f

otoéeni kolem priseciku pfimek AB, A’B’, nepfima shodnost g je osova soumérnost
podle osy useCky AA’. Jsou-li osy usedek AA’, BB’ riznob&Zné, je f otoCeni kolem
jejich priseéiku. Abychom nalezli nepfimou shodnost g, doplnime body 4, B, A
na rovnob&inik ABB; A’ (obr.23), bodem A vedeme pfimku p rovnob&inou
s osou g usecky B;B a oznacime o osu dvojice ptimek p, q. Soumérnost podle
osy o zobrazi bod A na bod A,, slozime-li ji s posunutim A4, —» A’, dostaneme
shodnost g. Tim jsme vyCerpali vSechny moZnosti.

2.7 Klasifikace shodnosti trojrozmérného euklidovského prostoru

Provedeme nyni klasifikaci shodnosti trojrozmérného euklidovského prostoru,
optt budeme klasifikovat jednak podle samodruZnych bodi, jednak podle samo-
druZnych sméri. Pfi libovoln€ zvolené kartézské soustavé soufadnic v prostoru E;
j¢ shodnost f dana rovnicemi

X' =a; X+ ayy+azz+b;
Y = ay,X + a3,y + a3,2 + b,
Z = ay3X + a,3y + a332 + bs,

matice A = (a;;) je ortonormalni. Hledame-li samodruzné sméry této shodnosti,
FeSime nejdfive pfislusnou charakteristickou rovnici

det(A — Al = 0.

To je pro A algebraicka rovnice tfetiho stupné s redlnymi koeficienty, a ma tudiz
vidy aspon jeden realny koten 4,. K hodnoté i, lze pak najit nenulovy vektor u
tuk, Ze f(u) = Aou, kde f znali asociovany homomorfismus k uvazované
shodnosti f. JelikoZ je f shodnost, zachovava zobrazeni f velikost vektoru, tedy

ull =l 7@l = llAou || = [ Ao | |,

a jelikoz je vektor u menulovy, musi byt |2, =1, ti. 4o =1 nebo o = —1.
Miizeme pfedpokladat, Zze je vektor u jednotkovy, v opacném pfipadé staci
vynasobit vektor u pfevracenou hodnotou jeho velikosti. Obdrzeny vektor je
jednotkovy a zobrazi se pii zobrazeni f také na sviij Aynasobek. Dale mlZeme
pfedpokladat, Ze jsme kartézskou soustavu soutadnic zvolili tak, Ze posledni
vektor odpovidajiciho repéru je totozny s jednotkovym vektorem u. Pak je
u=(0,0,1), pfi zobrazeni f se zobrazi na sviij A,nasobek, tedy na vektor
(0,0, 4), 4o = £ 1. Podle vySe uvedenych rovnic se zobrazi vektor u = (0,0, 1)
na vektor (asq, daz, d33). Vime tedy, Ze a3, = az, = 0, a33 = 1 nebo az; = —1.
Z ortonormalnosti matice A plyne (a,3)? + (a,3)* + (a33)* = 1. ProtoZe a5, = +1,
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musi byt a;; = a,; = 0. Rovnice uvazované shodnosti maji tedy pfi zvolené
soustavé soutadnic tvar

X' =a;x + a1y + by
Y = a1,x + a3,y + b,
Z/= iZ+b3,

matice
ayq, Az,

0
ayz, Gz, O
0, O, +1

je ortonorméalni. To je splnéno pravé tehdy, kdyz je ortonormalni matice
a1, Aoy
(1) 11 .
12, A2
Z klasifikace shodnosti roviny jiz vime, ¢ vhodnou volbou soustavy soufadnic,

v naSem piipadé vhodnou volbou smérll os x, y (smér osy z jsme jiz zvolili), 1ze
dosahnout toho, Ze matice (1) ma néktery z téchto tvari:

cosa, —sino 1, O
sina, cosa)’ \0, —1
tedy néktery z tvari
1,0 -1, 0 cos o, —Sin o 1, O
0,1/ 0, -1/ \sina, cosa)’ \0, —1/
sina # 0

Muzeme proto Fici, Ze kazda shodnost prostoru E; je pfi vhodné volbé kartézské
soustavy soufadnic dana nékterym z téchto systémui rovnic

(@) X =x+ b, (b) x = x+b, () X = —x+ b,
y=y+b y= y+b, y=-y+b
Z =z + b,, Z = —z + by, Z = z+ b,

d) ¥=—x+b; (e) X =xcosa — ysina + b,
y=-y+b, y =xsina + ycosa + b,

7 = —z+ b, 7 = z+ by, sino #0,

(f) x"=xcosa — ysina + b,

y =xsino + ycosa + b,
z = —z + by, sina # 0,

(g x¥= x+b, (h) x= x+b;
y=-y+b, y=—y+b,
2= z+4 b;, = —z + b,.
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Pouze jeden samodruzny Jeder} sa.modruzny svm:cr Kazdy smér
smeér av dale Jve sarrjodruzny i samodruzny
kazdy smérk némukolmy
Zidny samodruzny otogeni kolem pfimky | soumérnost podle posunuti (neidentické)
bad slozené s posunutim roviny sloZena s po- X =x+p
ve sméru ¢ pfimky sunutim ve sméru té Y=y+q
X = xcosa — ysina | roviny - I=z+r
y =xsino + ycosa | X' =x+p (p,g,r) # (0,0,0)
Z=z4+rr#0, y=y+g¢q
sino # 0 Z = —z(p,q) # (0,0)
nebo soumérnost
podle pfimky sloZeni
s posunutim ve sméru
té pfimky
X=—x,y=-y
Z=z4+rr#0
Pouze jeden samodruzny | otoéeni kolem pfimky | — sttedova soumérnost
bod sloZené se soumér- X = —-x
nosti podle roviny y=—y
kolmé na pfimku 7= —z
X = Xxcosa — ysina
Yy =xsina + ycosa
= —z sinae #0
PFimka samodruznych otogeni kolem pfimky | soumérnost podle -
hod0, ZAdné dalsi X =xcosa — ysina | pfimky
sumodruzné body y =xsina+ycosa | X' = —x,y = —y
Z =z 8ing #0 7=z
Rovina samodruznych — soumérnost podle -
bodl, Zadné dalsi roviny
sumodruzné body X =xy =y,
7= —z
VEechny body — — identita
samodruZné X =xy=y7=z

Hned vidime, Ze stejného typu jsou soustavy (b), (g) — staéi zaménit y, z, abychom
7 jedné dostali druhou. Dale davaji stejny typ shodnosti soustavy (c), (h), stadi
raménit x, z.

Podivejme se ted na mnoZinu samodruznych bodi. V ptipadé (a) je bud kazdy
bod samodruzny (je-li b, = b, = by = 0), shodnost je identita, nebo neni Zadny
samodruZny bod, je-li aspont jedno z Cisel by, b,, by nenulové, zobrazeni je
posunuti, ne identita. V ptipad® (b) ma shodnost bud celou rovinu samodruznych
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bodii (je-li by = b, = 0), nebo nema shodnost zadny samodruzny bod. Vidy je
viak rovina z = 3b; samodruzna. MiZeme piedpokladat, Ze jsme podatek soustavy
soufadnic zvolili v této roviné, pak je b, = 0. Jde bud o soumérnost podle roviny,
nebo o soumérnost podle roviny sloZenou s neidentickym posunutim ve sméru
této roviny. Podobné miZeme vhodnou volbou pocatku soustavy soufadnic
dosahnout toho, Ze je v (c) by = b, = 0. Je-li také b, = 0, jde 0 soumé&rnost
podle osy z, v pfipadé b; # 0 jde o soumérnost podle osy z sloZenou s neiden-
tickym posunutim ve sméru osy z. Rovnice (d) vyjadfuji stfedovou soumeérnost
podle stiedu [3b,, 3b,, 3b5]. Zvolime-li podatek soustavy soutadnic v tomto
jediném samodruzném bodé€, je b, = b, = b; = 0. Rovnice (¢) jsou v pfipadé
bs; = 0 rovnicemi otofeni kolem pfimky o thel a. Zvolime-li poatek na této
ptimce, je b; = b, = 0. Neni-li by = 0, jedna se o otoleni kolem p¥imky sloZzené
s neidentickym posunutim ve sméru té primky. Opét miiZeme zvolit po&atek
soustavy soufadnic tak, Ze je b; = b, = 0. Shodnost, jeZ je diana rovnicemi (f),
ma vidy pravé jeden samodruzny bod. Kdyz ho zvolime za pogatek soustavy
soufadnic, je b, = b, = by = 0. Jde o otodeni kolem piimky sloZzené se soumér-
nosti podle roviny kolmé k této pfimce.

Tim jsme vylerpali viechny pfipady, pro piehlednost si vysledek shrneme
do tabulky, ke kazdé shodnosti jsou napsany jeji rovnice pfi vhodné volbé
soustavy soufadnic.

V celé tabulce se posunutim rozumi vzdy neidentické posunuti, otoenim vidy
otoCeni, které neni identitou ani soumérnosti podle pfimky (kterou mizZeme
povaZovat za otoceni o 180°).

2.8 Podobné zobrazeni. Grupa podobnosti

Definice 2.8.1. Zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského
prostoru E’ se nazyva podobné, jestlize existuje kladné &islo k tak, Ze pro kazdé
dvabody X, YeE je

| fX) f(¥)| = k[ XY].
Cislo k se nazyva koeficient podobného zobrazen; f.

Piimo z definice plyne, Ze kazdé shodné zobrazeni je podobné zobrazeni
s koeficientem rovnym jedné. Stejné jako u shodnych zobrazeni miizeme i v pfipadé
podobného zobrazeni dokazat, Ze je prosté. Ptikladem podobného zobrazeni
je stejnolehlost euklidovského prostoru na sebe. Jje-li stfedem stejnolehlosti bod S
a koeficientem ¢islo 4 # 0, je stejnolehlost dana piedpisem X' = S + A(X — S).
Zobrazi-li se pfi téZe stejnolehlosti bod Y na bod Y, je Y — X' = (Y — X),
a proto je [X'Y|=[A[|X¥]|. Je tudiz kazda stejnolehlost s koeficientem A
podobné zobrazeni s koeficientem | 4.
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Neccht je f podobné zobrazeni euklidovského prostoru E do cuklidov-
ského prostoru E s koeficientem k > 0. Je-li k=1, je f/ shodné zobrazeni.
Neni-li f shodné zobrazeni (k # 1), zvolme libovolnou stejnolehlost prostoru E

- 1 . . , . , ,
s kocficientem & omalme ji h. SloZené zobrazeni foh je shodné zobrazeni g
prostoru E do prostoru E. K stejnolehlosti h existuje zobrazeni inverzni, je to
stejnolehlost s koeficientem k a s tymz stfedem, jaky ma stejnolehlost h. MiZzeme
tudiz psat f = goh™'. Plati tedy véta 2.8.1.

Véta 2.8.1. Kazdé podobné zobrazeni euklidovského prostoru E do euklidov-
ského prostoru E’ lze sloZit ze stejnolehlosti prostoru E a shodného zobrazeni
prostoru E do prostoru E'.

Zcela obdobné jsme mohli dokazat, Ze kazdé podobné zobrazeni lze sloZit ze
shodného zobrazeni a stejnolehlosti v prostoru, do kterého zobrazujeme. Nebu-
deme to jiZz uvadét jako samostatnou vétu, jde vlastné jen o obdobu véty 2.8.1.
V ni bychom méli vylou¢it ta podobna zobrazeni, ktera jsou shodna, pak je totiz
|
k
lehlosti, jak jsme si jiz uvedli, popfipadé bychom mohli za h zvolit stfedovou
soumérnost, coZ je téZ stejnolehlost.

=1ahih ! jsou identity. Identita se viak také nékdy pocitd mezi stéjno-

Véta 2.8.2. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.

Dikaz plyne ihned z pfedchazejici véty, protoZe stejnolehlost a shodné zobrazeni
je afinni, rovnéz zobrazeni sloZené ze dvou afinnich zobrazeni je afinni.

Z rozkladu podobného zobrazeni na stejnolehlost a zobrazeni shodné plyne
i platnost dal§iho tvrzeni.

Véta 2.8.3. Necht jsou Py, Py, ..., P, linedrné nezavislé body n-rozmérného
cuklidovského prostoru E, a P, Py, ..., P, body euklidovského prostoru E.
Afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E’, které zobrazuje bod P; na bod P;
proi =0, 1, ..., n,je pravé tehdy podobné, existuje-li &islo k > 0 tak, Ze pro vSechny
dvojice i, j = 0, 1, ..., n plati | P{P;| = k| P;,P;|.

Necht je v E, zvolena kartézska soustava soufadnic a v m-rozmérmém eukli-
dovském prostoru E;, rovnéz. Necht je f afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru
E;, . Vime, Ze soufadnice bodu X = [x,, .., x,], X € E,, a soufadnice bodu f(X) =

=[x}, ..., X, ], f(X) € E,,, jsou vAzany vztahy
n
X; =Y ayx; + by, i=1..,m
iz

koeficienty a,,, b, jsou konstanty. Dale vime, Ze zobrazeni f je pravé tchdy shodné,
jestlize matice A = (a,,) spiiuje podminku A. A" = I,. Zobrazeni [ je podobné,
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jestlize se da sloZit ze stejnolehlosti (tfeba se sttedem v pocatku) a ze shodného
zobrazeni prostoru E, do prostoru E,. Stejnolehlost se stfedem v pocatku
a s koeficientem k ptifazuje bodu X = [x,, ..., x,] bod X’ = [kx,, ..., kx,]. Proto
Je zobrazeni f podobné pravé tehdy, kdyz plati

A AT = kz’n’ t.] ;lairajr = kz(sij’

kde k je kladné &islo rovnajici se koeficientu podobného zobrazeni, §;; = 0, kdyz
jei#j,ad;=1kdyzjei=j.

Ptiklad 1. Zobrazeni f euklidovské roviny do euklidovského trojrozmérného
prostoru je vzhledem k zvolenym kartézskym soustavam soufadnic dano rovnicemi
‘=2x+ay—1
V= x+by+2
7 = y+ 1

Uréste koeficienty a, b tak, aby bylo zobrazeni f podobné. Jaky je koeficient
podobného zobrazeni f?

Re3eni. Rovnice miZeme psat maticové

/ a 7 —_ 2’ 1’0
(xsy,z)-(X,Y)(a’ b, 1>+(—13 2’ 1)

Aby bylo zobrazeni f podobné, musi platit

2,1, 0\ > ¢ (kz 0
’ 1, b] = ’ , k>0,
(a, b, 1) o1 0, k2>
tedy 5= k% 2a + b =0, a® + b2 + 1 = k% Je tudiz koeficient podobného zobra-
zeni k = /5, a = £2./5/5, b = F4./5/5.

Mohli jsme postupovat téZ takto: V roving zvolime tfi linearn& nezavislé body,
tieba P =[0,0], 4 =[1,0], B={0,1]. Ty se zobrazi na zakladé uvedenych
rovnic zobrazeni po fadé na body P’=[~1,2,1], 4'=[1,3,1], B =[a—1,b+2, 2].
PouZijeme vétu 2.8.3. Je | A’ | = /5 = \/5| PA|, odkud k = /5. Dale musi platit
| 4B | = /5| 4B| = 10, tedy (a — 2/ + (b — 1)* + 1 = 10, podobng | P'B’
= /5|PB|=./5t.a* + b* + 1 = 5. Z obdrzenych dvou rovnic vypoéteme a, b.

Piiklad 2. V euklidovské roving je dan &tverec ABCD se stfedem S. Existuje
pravé jedno podobné zobrazeni roviny &tverce do sebe, pti kterém se body A4, B, S
zobrazi po fade na body D, B, C. RozlozZte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost
a zobrazeni shodné.
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Reseni. Protoze bod B ma byt samodruzny, je vyhodné zvolit bod B za stied
stejnolehlosti. koeficient stejnolehlosti je /2. Tuto stejnolehlost slozime s otoenim
kolem bodu B o 45° tak, aby se polopfimka BD zobrazila na poloptimku BC.

Priklad 3. UkaZzte, 7¢ kazdé dvé paraboly jsou podobné, tzn. Ze existuje
podobné zobrazeni roviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, pii kterém
s¢ prvni parabola zobrazi na druhou.

Reseni. V prvni roving miizeme zvolit kartézskou soustavu soufadnic tak, Ze
puarabola ma rovnici y = ax?, a # 0. Musime po¢atek soustavy soufadnic zvolit
ve vrcholu paraboly a osu y totoZnou s osou paraboly. V druhé roving€ zvolime
slgjnym zpisobem kartézskou soustavu soutfadnic tak, Ze v ni ma parabola rovnici

v = bx?, b # 0. Zobrazeni, které bodu [x, y] prvni roviny ptifadi bod l:—g— X, —% y}

je podobné s koeficientem l%', a lezi-li bod [x, y] na parabole y = ax?, lezi bod

[ X y), x' = —Z— X,y = % y na parabole y = bx?, a obraceng. LeZi-li ob& paraboly
v 1&%¢ roviné a maji-li stejné vrcholy a osy, je sestrojené podobné zobrazeni stejno-
lchlost, paraboly jsou stejnolehlé.

Ptimo z definice podobného zobrazeni plyne, Ze sloZeni dvou podobnych
zobrazeni je podobné zobrazeni, jeho koeficient se rovna soudinu koeficienti
obou podobnych zobrazeni, ze kterych je vysledné zobrazeni sloZzeno. Podobné
zobrazeni n-rozmérného euklidovského prostoru do sebe je prosté afinni zobrazeni,
a tudiZ je to zobrazeni prostoru na sebe. Zobrazeni k nému inverzni je opét
podobné, koeficient podobného zobrazeni f ~* se rovna ptevracené hodnots koefi-
cientu podobného zobrazeni f.

Definice 2.8.2. Podobnému zobrazeni euklidovského prostoru na sebe ¥ikame
struéné podobnost. Vsechny podobnosti euklidovského prostoru E, tvofi pfi
skladani grupu, tzv. grupu podobnosti prostoru E,.

V ptipadé podobnosti mizeme stejné jako u afinity nebo shodnosti hledat jeji
samodruZné body a sméry, a tim poznat v§echny typy podobnosti, aspofi v prosto-
rech niZ§i dimenze. Podobnost, ktera neni shodnost, se nazyva vlastni podobnost.
Plati:

Véta 2.8.4. Kazda vlastni podobnost ma pravé jeden samodruzny bod.

Diikaz. Dokazeme nejdiive, Ze vlastni podobnost f nemiize mit vice neZ jeden
samodruzny bod. Kdyby méla dva rlzné samodruzné body A4, B, platilo by
| AB| = |f(A) f(B)| = k| AB|, kde k je koeficient podobnosti, tedy k = 1. To je
viak spor s pFedpokladem, ¢ f ncni shodnost. K této &asti ddkazu jsme ani
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nepotfebovali uzit soutadnic. Pomoci soufadnic nyni dokaZeme, Ze vlastni podob-
nost mé pravé jeden samodruiny bod. Maticové vyjadieni podobnosti je X' =
= XA + B, kde A. AT = k?l. Jeji samodruzné body jsou dany rovnici X(A — I) =
= —B. Tato rovnice ma praveé jedno feleni tehdy a jen tehdy, je-li det (A — I) # 0.
Kdyby bylo det (A — I) = 0, bylo by &islo A = 1 kofenem charakteristické rovnice
det (A — Al) = 0 a existoval by nenulovy vektor u, ktery by se pii asociovaném
homomorfismu f zobrazil na sebe. Zvolime-li body C, B tak, Z¢ u = C — B,
muselo by platit f(C) — f(B) = C — B,atedy|f(B) f(C)| = | BC|. JelikoZ je B # C,
muselo by opét byt k = 1. To by byl spor, véta totiz mluvi jen o vlastni podobnosti.

Samodruzné sméry podobnosti hledame analyticky (pomoci soufadnic) stejng
jako v pfipadé€ shodnosti. Ma-1i podobnost koeficient k, mohou byt kofeny pfislusné
charakteristické rovnice pouze Cisla k a —k. Vyplyva to z toho, Ze asociované
zobrazeni k podobnosti f s koeficientem k zobrazi kazdy vektor u = C — B na
vektor f(u) = f(C) — f(B)aje || flw) || = | f(B) f(C)| = k| BC| = k|| u||. Nemusime
tedy kofeny charakteristické rovnice podobnosti poCitat, stadi najit koeficient
podobnosti k a zjistit, zda je k,resp. —k kofenem charakteristické rovnice.
V kladném ptipad€ pak hledat ty nenulové vektory, které se zobrazi na sviij knasobek,
resp. (— k)nasobek.

Priklad 4. Uréete p, g, r tak, aby byla rovnicemi

X’ X—2y+2z+4
y=px+2y+ z-2
Z=gx+ry+2z-2

dana vzhledem ke kartézské soustavé soufadnic podobnost. Urete jeji samo-
druzny bod a samodruzné sméry.

Reseni. Afinni zobrazeni s uvedenymi rovnicemi zobrazi bod P = [0, 0, 0] na
bod P’ =[4, =2, —2], bod 4 =[1,0,0] na bod 4" = [5,p — 2, q — 2], obrazy
bodd B =[0,1,0] a C = [0,0, 1] jsou body B = [2,0,r — 2], C' = [6, —1, 0].
Je |PA| =|PB|=|PC|=1, |AB|=|AC|=|BC|= /2. Dale je |P’C| = 3.
JestliZze ma uloha Ye$eni, musi byt koeficient hledané podobnosti k = 3, tudi¥ musi
byt | PB |> =8 +r>=9,|BC|* =17 + (r — 2> = 9.2, odkud plyne r = 1. Dale
musi byt |[AB2=9+(p —2%+(q—1)2=18,|[AC|P=1+(p - 1)*+ (g — 2)> = 18,
| PA'|> =1+ p* + g% = 9. Posledni tfi rovnice pro p, ¢ maji jediné feSeni p = 2,
q = —2, rovnice podobnosti jsou

X= x—=2y+2z+4
Yy 2x +2y+ z -2
7 =-2x% y+2z-2
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Jedingm samodruznym bodem je bod [0, 2, 0]. Charakteristické rovnici

1 -4, =2, 2
2, 2—-4 1 =0
-2, 1, 2—-4

vyhovuje €islo 3, gislo —3 nevyhovuje. Nenulovy vektor (u, v, w) se pfi asociovaném
zobrazeni zobrazi na sviij trojnasobek, jestlize

3u = u— 20+ 2w
v = 2u+2v+ w
3w= —2u+ v+ 2w,

#7 na nenulovy nasobek ma soustava jediné feSeni u = 0, v = w = 1. Podobnost
mi jediny samodruZny smér ureny vektorem (0, 1, 1).

Dale se podivejme podrobng&ji na podobnosti euklidovské roviny. Vime, Ze
ka¥dou podobnost s koeficientem k miizeme sloZit ze stejnolehlosti s koeficientem k
o libovolnym stfedem (tfeba se stfedem v pocatku soustavy soufadnic) a ze
shodnosti. Stejnolehlost se sttedem v pocatku a s koeficientem k je dana rovnicemi
X" = kx, y' = ky, shodnost je dana rovnicemi

’

X =xcosa — ysina + p
y =xsina + ycosa + g

=Xxcoso + ysina + p

nebo .
xsina — ycosa + 4.

’

Proto je kazda podobnost dana rovnicemi

x =kxcosoa —kysina + p=ax — by +p ((a b)# (0,0),
y =kxsina + kycosa + g = bx + ay + g podobnost pfima)
ncbo
X =kxcosa+ kysina +p=ax +by+p (@ b)#(00),
y =kxsina — kycosa + g =bx —ay + g podobnost
nepfima).
Pro koeficient k plati k = /a® + b > 0.

Zadame-li v roviné dvé dvojice riiznych bodi (4, B), (4’, B'), existuje praveé jedna
ptima a jedna nepfima podobnost zobrazujici bod 4 na bod A" a bod B na bod B'.
Zddvodnéni je stejné jako v pifipadé shodnosti, viz odstavec 2.6. Na rozdil od
shodnosti v§ak nemusime poZadovat,aby| 4B’ | = | AB|, nybrz pomér| A'B’ | :| AB|
je koeficient pfimé i nepfimé podobnosti zobrazujici body A, B na body A4’, B

Priklad 5. Najdéte viechny podobnosti euklidovské roviny, pfi kterych se bod
[1, 0] zobrazi na bod [4, —2] a bod [2, 3] na bod [2, —8].

Reseni. Rovnice ptimé podobnosti hledame ve tvaru X' = ax — by + p, y =
= bx + ay + ¢, bod [1,0] se zobrazi na [4, —2], takZc ma platit 4 = a + p,
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—2=b+gq. Z dané druhé dvojice bodu a jeho obrazu dostaneme rovnice
=2a — 3b+p, —8=2b+ 3a + q. Mame tak soustavu Ctyf linearnich rovnic

pro &tyfi neznamé a, b, p, g, kterd ma jediné feSenia = —2,b=0,p=6,q = -2.

Rovnice pfimé podobnosti jsou x' = —2x + 6, y = —2y — 2. Jsou to rovnice

stejnolehlosti s koeficientem —2 a stiedem [2, —2]. V ptipadé nepfimé podobnosti
"= ax + by + p,y = bx — ay + g ma platit

—2=b+gqg —8=2b—3a+q,

odkud plyne 5a =8, 5bh = —6, 5p =12, 59 = —4, rovnice nepfimé podobnosti
pozadovanych vlastnosti jsou

’

X = x-Sy + 2
Y= % -8 -3
Samodruzny bod je bod [—2£, 5], koeficient je 2. Vlastnimu &islu 2 odpovidaji
vlastni vektory. které jsou nenulovym nésobkem vektoru (—3. 1), vlastnimu &islu
—2 odpovida viastni vektor (I, 3). Tyto dva vektory urluji samodruzné sméry

podobnosti.

Vime, ze kazda vlastni podobnost ma pravé jeden samodruZny bod. Zvolime-li
samodruzny bod vlastni podobnosti euklidovské roviny za pod&atek soustavy sou-
tadnic, ma piima podobnost rovnice X' = ax — by, y' = bx + ay, nepfima podob-
nost ma rovnice X = ax + by, y = bx — ay. V obou ptipadech je 0 # a® + b # 1.
Charakteristicka rovnice (¢ — A)? + b> = 0 piimé podobnosti nema pfi b # 0
7adny realny kofen, podobnost je sloZzenim stejnolehlosti se stfedem v samodruZném
bodé a otodeni kolem tohoto bodu o thel «, kde cosa = a//a* + b®, sina =
= b/\/ aZ + b Je-li b = 0, je pfima podobnost roviny stejnolehlost. Pfi nepfime
podobnosti je charakteristicka rovnice 4* — a* — b? = 0, podobnost ma dva na
sebe kolmé samodruzné sméry. Zvolime-li sméry os x, y v téchto samodruznych
smérech, je b = 0, podobnost ma pfi vhodne volbé pofadi os x, y rovnice x’ = ax,
y = —ay, 0 # a # 1. Jde o sloZeni stejnolehlosti a osové soumérnosti, jejiz osa
prochazi stiedem stejnolehlosti. Plati tedy véta 2.8.5.

Viéta 2.8.5. Kazda vlastni podobnost euklidovské roviny je bud stejnolehlost,
nebo stejnolehlost slozend s otoCenim kolem stfedu stejnolehlosti, nebo stejno-
lehlost slozena s osovou soumérnosti, jejiz osa prochazi stfedem stejnolehlosti.

Necht jsou v euklidovské roving dany dvé nestejné velké useCky AB, A'B.
Vime, Ze existuje pravé jedna ptima a jedna nepfiméa podobnost zobrazujici bod 4
na bod A" a bod B na E'od B'. Protoze usetky AB, A'B’ nejsou stejné dlouhe,
jsou to podobnosti vlastni, jejich spole¢ny koeficient k = | AB|/| AB| je riizny
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o jedné. Je-li bod X samodruznym bodem nékteré z uvaZovanych podobnosti,
musi pro né&j platit

|AX|:|AX | =k azhrovei |B'X|:|BX|=k

Musime oviem vyloudit body A4, B, coz mUzeme. Staci pfedpokladat, Ze je 4 # A’

v B # B.V odstavci 3.1 v [G] jsme si dokazali, Ze mnoZina viech bodi X, které

splifuji prvni rovnici, je tzv. Apolloniova kruZnice, oznaéme ji k,. Podobné ozna-

gime k, kruznici, ktera je mnoZinou vSech bodd X, které spliiuji rovnici | BX | =

= k|BX|. Tyto dv& kruZnice musi mit spoleény bod, protoZe vime, Zze kazda

vlustni podobnost ma samodruzny bod. Protinaji-li se kruZnice &, k, ve dvou

bodech, je jeden samodruznym bodem pfimé a druhy nepfimé podobnosti, jez

subrazuji body A, B po fadé na body 4', B'.

Cviteni

Zvolte v roving Gsetky AB, A’B’ rGznych délek, A # A’, B # B’. Sestrojte vyse

popsan¢ kruZnice k,, k.

Najdéte podobnost euklidovské roviny, pfi které se zobrazi pocatek na bod

[0,2], bod [1, 1] na potatek a bod [2, 0] na bod [2, p]. Uréete p a najdéte

samodruzné body a sméry nalezené podobnosti.

Najdéte rovnice podobnosti, pti které je poCatek samodruZzny a obrazem bodu

[5, —3] je bod [1, 1].

Ur&ete viechny podobnosti, pro které jsou bod [1,1] a smér vektoru (1, 1)

samodruZné.

V roviné je dan &tverec ABCD se sttedem S. UrCete obraz bodu C v podobnosti,

kicra zobrazuje body A, B, S po fadé na body B, D, C. Urlete samodruZzny bod

t¢to podobnosti.

6. Kolik existuje podobnosti roviny zobrazujici danou useCku na jinou danou
Usetku?

7. Napiste rovnice vech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0, 1] po fadé
na body [3, —17, [4, 2]. Rozlozte je na stejnolehlost a shodnost.

8. Urdete &isla a, b tak, aby bylo rovnicemi x’ = x +ay, y =x, zZ = —x + by
ddno podobné zobrazeni roviny do trojrozmérného prostoru.
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el

b

‘h

2.9 Piehled geometrickych zobrazeni

Udglejme si pfehled zatim probranych vzijemné jednoznaénych zobrazent
cuklidovského prostoru na sebe. Uvedeme si vZdy nazev zobrazeni, podminky pro
matice A, B v jeho maticové rovnici X' = XA + B a jeho geometrickou charak-
teristiku:

afinita . detA # 0 zachovava kolinearnost a délici po-

m&r t¥i bodh
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piima afinita detA>0 zachovava kolinearnost a deélici po-
mér tH bodl, zachovava orientaci
repéru
nepiima afinita detA <0 jako afinita, méni orientaci repéru
podobnost A AT = k%I zachovava pomér vzdalenosti
pfima podobnost A AT = k2, zachovava pomér vzdalenosti a orien-
detA >0 taci repéru
nepfima podobnost det A < 0, jako podobnost, méni orientaci repéru
A AT = k%
shodnost A AT =1 zachovava vzdalenost
prima shodnost A AT = |, zachovava vzdalenost a orientaci re-
detA=1 péru
nepfima shodnost A AT =, jako shodnost, méni orientaci repéru
detA = —1
homotetie A=A 12#0 viechny sméry samodruzné
sttedova soumérnost A= -] kazdy vektor se zobrazi na vektor
opalny
translace (posunuti) A=1 viechny vektory samodruzné
ekviafinita |detA| =1 zachovava délici pomér a objem
identita A=I1 B=20 kazdy bod je samodruzny

(Mluvime-li o obraze vektoru, minime zobrazeni asociované.)

Ekviafinitu jsme definovali jiz na afinnim prostoru jako afinitu, jejiz modul se
v absolutni hodnoté rovna jedné. Nepotfebovali jsme k tomu skalarni soucin,
metriku. Nyni si ukaZeme, jaky vyznam ma modul afinity euklidovského prostoru
a tim si zdtvodnime, pro¢ jsme v prehledu uvedli, Ze ekviafinita zachovava objem.

Zvolme v n-rozmérném euklidovském prostoru E, kartézskou soustavu soutadnic
pomoci repéru (P, e, , ..., e,> anlinearné nezavislych vektori u, , us, ..., u,. Nechtje

n
ui = z uikek.
k=1

Absolutni hodnota z determinantu matice U = (u,) nezavisi na volbC kartézske
soustavy soufadnic (vzpomeéiite si na zavedeni vngj§iho soucinu vektoru) a rovna
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5¢ objemu V rovnobéznosténu, jehoZz hranami jsou usecky PQ;, Q; =P + u;,
{ =1, ..., n. Je-li f afinita prostoru E,, f asociované zobrazeni a

n
(e) = 2 a;;e;,
=1

robrazi se vektor u; na vektor
_ n n
Huy) = Z Z Uiy, €, -
k=1r=1

Objem V'’ rovnobéZznosténu, jehoZ hranami jsou Usecky f(P) f(Q,), se proto rovna
ubsolutni hodnoté determinantu z matice U. A, A = (a;)), tedy V' = V.| modulf}.
T'o je geometricky vyznam modulu afinity na euklidovském prostoru. Ekviafinity
jsou ziegymée ty afinity, pfi kterych se kazdy rovnobéZnostén zobrazi na rovnobéz-
nostén stejného objemu.

Stfedové soumérnosti nebo nepiimé shodnosti prostoru E, netvofi grupu. Do
nisledujiciho grafu jsme zakreslili pfehled podgrup grupy afinit na euklidovském
prostoru ($ipky sméfuji vzdy k podgrupé).

/ Grupa afinit
Grupa ekviafinit Grupa pidobno>Grupa pfimych afinit

\
Grupa homotetii >< Grupa SJiIOdIlOSti Grupa pfiml}'/ch podobnosti
Grupa transllaci / Grupa pﬁmlych shodnosti
8 stkedovych soumérnosti

Grupa translaci

!
{Identita}

Grupa translaci a stfedovych soumérnosti je pranikem grupy homotetii a grupy
shodnosti. Ta je zase prinikem grupy ekviafinit a grupy podobnosti. Grupa
pkimych podobnosti je priinikem grupy podobnosti a grupy pfimych afinit. Grupa
podobnosti je nejmensi grupa, ktera obsahuje grupu shodnosti a grupu homotetii.

V ptipad€ grup transformaci afinniho prostoru musime vynechat grupy podob-
nosti a shodnosti, kleré jsou definovany pouze v prostoru guklidovském. Pro
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ostatni transformace plati vSe stejn€, rovnice oviem bereme vzhledem k linearnim
soustavam soufadnic. Pfehled grup transformaci afinniho prostoru je nasledujici:

Grupa afinit

N

Grupa ekviafinit /}rupa homotetii Grupa ptfimych afinit
l /

Grupa translaci

“a stfedovych soumérnosti

Grupa translaci

l
{Identita}

Uvedené piehledy bychom mohli doplnit dal§imi podgrupami grupy afinit
a vztahy mezi nimi. Napfiklad v prostorech sudé dimenze je kazda homotetie
pfima afinita. Podgrupou grupy viech afinit je zfejm& mnozina viech t&ch afinit,
které zachovavaji dany geometricky objekt (v pfipadé bodu dostaneme tzv. centro-
afinni grupu). Naproti tomu miZeme afinni prostor roz§ifit na tzv. projektivni
rozsiteni afinniho prostoru, v ném studovat tzv. grupu kolineaci a chapat grupu
afinit jako podgrupu grupy kolineaci. O tom se néco dozvite v dalsich kapitolach.

2.10 Sféricka inverze

Diive nez si povime néco o inverzich, vratime se k pojmu stejnolehlosti.
V afinnim prostoru jsme definovali stejnolehlost jako homotetii (tj. afinitu, v niz
je kazdy smér samodruzZny), ktera ma pravé jeden samodruZny bod, tzv. stied S
stejnolehlosti. K stejnolehlosti existuje ¥islo 4 (0 # 4 # 1), tzv. koeficient stejno-
lehlosti tak, Ze kazdému bodu X pfifazﬁje stejnolehlost bod X’ podle pravidla

X —S=XKX-03).

Bod S je tedy samodruZny, pro X # S lezi body S, X, X’ na pfimce. Pfitom pfi
A > 0 jsou poloptimky SX, SX’ totoZné, pii 1 < 0 jsou polopfimky SX, SX’
opatné. Jsme-li v euklidovském prostoru, plyne z uvedené rovnice rovnost
| SX"| =|2]| | $X |. Mohli bychom proto v euklidovském prostoru definovat stejno-
lehlost takto: Stejnolehlost se sttedem S a koeficientem A (1 # 0) je zobrazeni
euklidovského prostoru na sebe, pfi kterém

a) se bod X # S zobrazi na bod X’ tak, Ze polopfimky SX, SX’ jsou pfi A > 0
totozné, pti 4 < 0 opaéné,

b) [SX| =|4]|SX]|,

¢) bod S je samodruZny.
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To je v podstaté definice, ktera se pouziva v stiedoskolskych u¢ebnicich. Obdobné
se definuje v euklidovském prostoru zobrazeni, které se nazyva inverze (v roviné
mluvime o kruhové inverzi, v prostoru o sférické inverzi).

Definice 2.10.1. Inverze v euklidovském prostoru E se stfedem S a koeficientem x
(¢ # 0) je zobrazeni mnoziny E — {S} na sebe, které zobrazi kazdy bod X na bod X’
tak, Ze

a) polopfimky SX, SX’ jsou totozné pii x > 0, opacné pfi x < 0,

, VA

Je ihned vidét, Ze inverze je jednozna¢ng uréena svym stiedem S a jednou
dvojici A, A" (A # S) bodu A a jeho obrazu A". Body S, A, A’ musi byt oviem
kolinearni, 4" # S.

Ukéazeme si jeSté jiny pEistup k pojmu inverze. Pfedstavme si v trojrozmérném
euklidovském prostoru sféru o polomé&ru r a sttedu S (obr. 24), na ni dva diametralné
protilehlé body P, Q a rovinu g, ktera prochazi sttedem § a je kolmé na pfimku PQ.
Zobrazeni, které kazdému bodu X, sféry (X, # P) pfifadi prisecik X pfimky PX,
a roviny p, se nazyva stereograficka projekce sfery na rovinu. Stereografické

_projekce se pouZiva v kartografii, je to zobrazeni konformni (zachovava velikost

ahld). Stejné tak mGZeme kazdému bodu X, (X, # Q) pfifadit jeho stereograficky
primét X’ z bodu Q na rovinu g. Je-li X €9, X # S, miZeme mu pfifadit bod X,
na sféfe tak, ze X je stereografickym primétem bodu X, z bodu P. Je pak X, # Q,
X, # P a miZeme k nému sestrojit jeho stereograficky prumét X’ z bodu Q,
X' # S. Body X, X,, X’ lezi v téZe poloroviné s hrani¢ni pfimkou PQ, proto jsou
polopfimky SX, SX’' totozné. Trojuhelniky XSP a QSX’ jsou podobné, protoze
jsou pravouhlé s pravym Gthlem p¥i vrcholu S a plati | ¥ SXP| = 90° — | xXPS| =
= | ¥SQX'|. Z podobnosti téchto trojuhelnikd plyne | SX |:|SP|=[SQ|:|SX"|,
tji. |SX||SX’| =r> Vidime, Ze bod X’ je obrazem bodu X v kruhové inverzi
roviny ¢ se sttedem S a koeficientem r® Tim jsme si ukazali, Ze kazdou kruhovou
inverzi s .kladnym koeficientem miZeme dostat jako sloieni inverzniho zobrdzeni
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k stereografické projekci z bodu P a stereografické projekce z bodu Q diametralng
protilehlého k bodu P.

Uvedeme si nékteré rozdily mezi stejnolehlosti a inverzi a nékteré analogie.
S vyjimkou stfedové soumérnosti neni stejnolehlost zobrazeni involutorni. Inverze
je vzdy zobrazeni involutorni. Vyplyva to ihned z definice inverze, body X a X’ v ni
vystupuji symetricky — podminky v definici inverze se nezméni, zaménime-li X a X"
P¥i stejnolehlosti se stfedem S je velikost | SX'| ptimo umérné velikosti | SX |,
v inverzi jde o imérnost nepfimou. V stejnolehlosti je bod S samodruZny, v inverzi
neni obraz stfedu inverze definovan. Jestlize se bod X bliZi ke stfedu S inverze,
roste vzdalenost jeho obrazu X’ od bodu S nade viechny meze. To nas vede
k zavedeni tzv. Md&biova prostoru.

Definice 2.10.2. K n-rozmérnému euklidovskému prostoru E, pfidame jeden
prvek, tzv. nevlastni bod, ktery oznafime co. MnoZina M, = E, U (c0) se nazyva
Mobilv n-rozmérny prostor. Kazdou inverzi euklidovského prostoru E, dodefinu-
jeme tak, Ze obrazem stfedu inverze je bod oo a obrazem bodu oo je stied inverze.
Bod oo povaZujeme za bod, ktery lezi v kazdé nadroving prostoru E, a v& vné&jsi
oblasti kazdé sféry prostoru E,. Bodim prostoru E, fikame téZ vlastni body
prostoru M, .

Pozndmka 1. Sférou v E, o stiedu S a poloméru r (r > 0) rozumime mnoZinu
viech téch bodd X v E,, pro které je | SX | = r. V piipadé n > 3 se n&kdy pouziva
pojem nadsféra (podobné& jako nadrovina), zatimco pojem sféra je pak vyhrazen
pro trojrozmérny prostor. V kazdém pf¥ipadé je stérou v roviné kruZnice.

Pozndmka 2. August Ferdinand Mdbius (1790 — 1868) byl profesorem astronomie
v Lipsku, systematicky vySetfoval a porovnaval véechna tehdy znama geometricka
zobrazeni.

Odvodime st n€kolik zakladnich viastnosti inverzi. Pfitom se n€kdy omezime
na inverze s kladnym koeficientem, protoZe inverzi se zapornym koeficientem x»
a stfedem S muZeme sloZit z inverze s kladnym koeficientem |x| a stfedem S
a sttedové soumérnosti podle sttedu S.

Véta 2.10.1. Sférickd inverze se sttedem S a koeficientem x zobrazuje vnitini
oblast sféry o stfedu S a poloméru \/|—%—| na jeji vnéj§i oblast a vngj§i oblast na
vnitfni. Popsana sféra sama je samodruzna: Pfi » > 0 je kaZzdy jeji bod samodruzny,
pii x < 0 se kazdy jeji bod zobrazi na bod diametralné protilehly.

Diikaz plyne ihned z definice inverze, ze vztahu [SX||SXx
|SX | < /||, je|SX"| > /| ]|, a obraceng.

=|x|. Jei

Véta 2.10.2. Nadrovina prochazejici sttedem S inverze je samodruzna. Obrazem
nadroviny, kteri neprochézik sttedem inverze, je sféra, ktera prochazi stfedem
inverze. -
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Diikaz. Prvni Cast tvrzeni je ziejma, plyne pfimo z definice inverze. Necht je o
nadrovina, ktera neprochazi sttedem S inverze. Oznaéme P patu kolmice vedené
bodem S k nadrovin€ ¢ a P’ jeji obraz v uvazované inverzi. Dale oznalme ¢
sféru nad primérem SP (obr. 25). Zvolime-li v nadrovin€ ¢ libovolny bod X,
protne piimka SX sféru ¢ v bod€ S a v daldim bodg, ktery oznalime X'. Podle
Thaletovy véty je trojuhelnik SX’P’ pravouhly, a tudiz podobny trojuheiniku SPX.

Obr. 25

Proto je | SX ||SX'| = | SP||SP’|. Kromé toho jsou polopfimky SX, SX’ totoZné,
resp. opacné pravé tehdy, jsou-li totozné, resp. opacné polopiimky SP, SP.
Je tedy bod X’ obrazem bodu X v uvaZované inverzi, ¢imZ je véta dokazana.

Z této-véty ihned plyne, Ze inverze neni afinni zobrazeni, nebof se p¥i ni
mohou zobrazit kolinearni body na nekolinderni body. Ponékud sloZit&si je
dikaz druhé ¢asti dalgi véty. -

Véta 2.10.3. Obrazem sféry, ktera prochazi stfedem inverze, je nadrovina, ktera
neprochazi stiedem inverze. Obrazem sféry, ktera neprochazi stfedem inverze,
je opét sféra, ktera neprochazi sttedem inverze.

Diikaz. Prvni Cast tvrzeni plyne ihned z pfedchazejici véty a z toho, Ze inverze
je zobrazeni involutorni. Pro dikaz druhé &asti oznalme S stfed inverze a P, Q

" krajni body toho priméru sféry o, ktery prochazi bodem S, dale P, Q' obrazy

bodti P, Q v inverzi (obr. 26). Je tedy |SP||SP'| =|SQ||SQ’|. MiZeme pred-
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pokladzlt, ze jde o inverzi s kladnym koeficientem, takze poloptimky SP, SP’
Jsou totozné. stejné tak polopfimky SQ, SQ'. Ozna¢me & sféru nad primérem
P'Q'. Sféry o a ¢’ jsou stejnolehlé ve stejnolehlosti se stfedem S, protoZe plati
| SP'|:|SQ| =|SQ’|:| SP|. Proto ptimka prochazejici bodem S bud obz sfery a, o’
protina, nebo je jejich spole¢nou teénou, nebo nema s zadnou spole¢ny bod.
Je-li X bod sféry o, oznatime Y jeji dalii prisecik s pfimkou SX, poptipads
polozime Y = X, je-li pfimka SX tetna sféry . Podobn& oznatime X, Y
priseciky pfimky SX se sférou o', a to tak, aby bodu X odpovidal ve stejno-
lehlosti sfér o, ¢’ bod Y’ a bodu Y bod X’. Z mocnosti bodu § k sféfe o plyne
[ SX||SY | =]|SP||SQ|. Ze stejnolehlosti sfér o a ¢ plyne [SX|:]|SY| =
= |SP'|:|SQ|. Vynasobenim obou rovnic dostaneme [SX||SX'|=|SP||SP|.
Je tudiz bod X’ obrazem bodu X v uvazované inverzi, nebot polopfimky SX, SX’
Jjsou totozné. Tim jsme dokazali, Ze obrazem sfery o je sféra o’. Pro uplny dikaz
si vSak promyslete téZ pripad, kdy je bod S bod vnitfni oblasti sféry o.

Pii inverzi se sttedem S a koeficientem 3 jsou stejné jako pti stejnolehlosti
bod S, bod X # S a jeho obraz X’ kolinearni, tedy X' — § = k(X — S), kde
éislol k ma stejné znaménko jako koeficient % Protoe je zaroveii |SX’
— __%L ) P x , . .
= TsxT @ [SX'| = |k||SX |, musi byt k = TSX|* Na rozdil od stejnolehlosti

neni tedy Cislo k konstantni, nybrz zavisi na X. MuZeme tedy v ptipadé inverze
se stfedem S a koeficientem x psat

X
BEIR

Odpovida-li dal§imu bodu Y v inverzi bod Y/, je také

/— - % ——
Y -8 W(Y S),

odkud postupné plyne

(1) X -5 X —8).

7\ 1 1 2
’XY 2 =y WT(X_S)_W(Y_S) —

) 1 1

(L L IXSPa|ysp—|xyP
[XST* " TYsP [XSP]YS]? =

_ .2 |XY]?

=¥ RSP

takZe
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Pouzili jsme pfi tom vztah 2uv = ||u|]> + || v||* = ||u — v||%. Odvozeny vzorec (2)
plati samoziejmé jen pro vlastni body X, Y, rizné od stfedu S inverze. Je z n&ho
thned vidét, Ze inverze neni podobné zobrazeni.

Poznamenejme jeste, Ze inverze je zobrazeni konformni, tj. zobrazeni zachovavajici
velikost 0hlt. To se snadno dokéze prostiedky diferencialni geometrie. Je to
viak mozZné nahlédnout také takto: UvaZujme dvé riizné pfimky a, b protinajici se
ve vlastnim bodé P, rizném od stfedu inverze S. Neprochazi-li Zadna z nich
sttedem inverze, zobrazi se kaZzda z nich na kruZnici, prochazejici sttedem inverze.
Déle prochazeji tyto kruZnice obrazem P’ bodu P. Uhel jejich teten v bod® P’
se rovna uhlu jejich teCen v bodé S a ten se rovna uhlu pfimek a, b, protoze
uvaZované teény v bod€ S jsou s pfimkami a, b rovnobéZné. Jesté jednodussi
je dikaz v pfipadé, kdy se nékterd z pfimek a, b zobrazi na sebe.

Z rovnice (1) plyne okamzité analytické vyjadieni inverze, staci ji rozepsat
do soufadnic. Je-li v E, zvolena kartézskd soustava soufadnic, v niz je S =
= [81, 82, s Sp)s X = [X4, X5, ooy X, ), X' = [x], X5, ..o, X)), Je

, ld .
Xp=8 +——(x; — 5), i=12..,n
z (e — s
k=1

Véta 2.10.4 (Ptolemaiova). Necht jsou v euklidovské rovin€ dany body A4, B, C, D,

které jsou navzajem rizné a nelezi na jedné pfimce. Pak plati

|AB||CD| + |AD||BC|z|AC||BD

pfiéemZ rovnost plati pravé tehdy, jestlize je ABCD konvexni tétivovy Ctyfuhelnik.

Diitkaz. Body A, B, D nebo C, B, D nelezi na pfimce. Necht jsou to body A4, B, D.
Inverze se stfedem v bod€¢ 4 a koeficientem 1 zobrazi body B, C, D na body
B, C, D, pro které plati trojuhelnikova nerovnost

|BC'| +|CD

g IB/D/

El

v niz plati rovnost pravé tehdy, kdyz je bod C’ bodem useCky B'D’. To nastane
pravé tehdy, kdyz lezi bod C na vzoru ptimky B’'D’ v uvazované kruhové inverzi
(tim je kruZnice opsana trojuhelniku ABD) a dvojice 4, C a B, D se na této kruznici
oddéluji (obr. 27). Dosadime-li do trojahelnikové nerovnosti pro body B, C', D’
podle vzorce (2), dostaneme pravé dokazovanou nerovnost.

Pozndmka 3. Claudius Ptolemaios Zil kolem roku 150 naseho letopottu a zabyval
se pfedevdim astronomii. Vyslovena véta je obsaZena v jeho Velké sbirce, tzv.
Almagestu.

Cvideni
1. Ukazte, Ze pro inverzi neni moZné definovat asociované zobrazeni.

2. Odpovidaji-li si v kruhové inverzi se stfedem S a koeficientem % > 0 vlastni
body X, X" a je-li X bodem vnitfni oblasti kruZnice k(S, \/;), lezi bod X na
spojnici bodid dotyku teden vedenych bodem X’ ke kruZnici k. Doka’te
a vyuZijte pfi konstrukci obrazu Y libovolného bodu Y.

3. Dokazte véty 2.10.2 a 2.10.3 v pfipadé kruhové inverze analyticky (poCatek
kartézské soustavy soufadnic zvolte ve stfedu inverze).

4. Ukazte, ze slozenim dvou inverzi s tymZ stfedem je stejnolehlost (identita je
stejnolehlost s koeficientem 1).

5. V rovin€ je dan trojihelnik ABC. Najdéte stted kruhové inverze zobrazujici
bod A4 na bod B, je-li bod C samodruZny.

6. Urcete stfed kruhové inverze s koeficientem 2, pfi které se bod [1, 0] zobrazi
na bod [2, 0].

7. Existuje kruhova inverze, pfi niz jsou body [ -1, 0], [1, 0] samodruZné a bod
[0, 0] se zobrazi na bod [0, 1]? Pti kladné odpovédi urdete stfed této inverze,
koeficient a analytické vyjadieni.

8. Pfi kterych kruhovych inverzich se zobrazi bod [0, 1] na bod [0, 9] a bod [2, 0]
do vlastniho bodu na ose x? Urlete vzdy stied a koeficient inverze.

2.11 Grupa sférickych transformaci

Z cviCeni 4 pfedchazejiciho odstavce vyplyva, Ze sloZenim dvou inverzi s tymz
stfedem je stejnolehlost. Obdobné je moZno dokéazat, Ze sloZenim inverze a stejno-
lehlosti s tymZ stfedem je inverze. Odtud ihned plyne, Ze viechny inverze
a stejnolehlosti s danym stfedem S tvofi grupu. Oznagime-li (1, A) stejnolehlost se
sttedem S a koeficientem A, (—1, x) inverzi se sttedem S a koeficientem x, plati

(1, x)o(1, 4) = (1, xA)
(=1, %)0(1, ) = <—1,—’;—
(1, 2)o(—1,%) = (=1, A%)
A
(=1, )o(=1,x%) = (1, 7).
Vidime, Ze jde o nekomutativni grupu.

Co je viak sloZenim dvou inverzi s rliznymi stfedy? Tuto otazku si musime
zodpoveédét, chceme-li uréit nejmensi grupu obsahujici viechny inverze. Necht je
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tedy I inverze Mobiova prostoru M, se stiedem S a koeficientem x, K inverze se
sttedem T a koeficientem A, S # T. Oznaéme jeS§té¢ U obraz bodu S pfi inverzi
K a L inverzi se stfedem U a koeficientem 1. Zjistime, co je sloZenim inverzi
I, K, L, zajima nas tedy zobrazeni Lo K ol. V nasledujici tabulce si ptehledné
zapiSeme obrazy nékterych bodd pfi inverzich I, K, L:
I K L
- S ->U->w®
S—>w->T->LT)
T)-> T - 0 ->U

Je dobte si pfipomenout, 7e kazda inverze je zobrazeni involutorni, protoje I~ 1(T) =
= I(T). Oznaéme jesté X, Ydva body rizné od bodd S, I(T)a X", Y, X", Y/, X", Y"
body tak, aby platilo

I K L

X — X/ - X// N Xﬂ/
Y — YI — Y// — YII/

Pouzijeme-li n€kolikrat vzorec (2) z pfedchazejiciho odstavce, dostavame

" (L4 — 1 ” 4 ” — ‘)"1 ’
| Xy = |[UX"||UY” | x|, |UX l“|:rs||TX' | sx71,
nynr | _. I;“l - ’ N7t ”| __ lll ’
XY = ey | XYL UYL= gy 1SV

| 2] | TS|

| XY | = B3 ]SY||XY|’ takze |X”’Y”’|=W|XY|.

Posledni vzorec plati i v pfipadg, kdy je X = S nebo Y = I(T), a tedy X" nebo Y”
splyva s nevlastnim bodem oo, pouze odvozeni je trochu jiné. Je tudiz Lo Kol
podobnost, oznaéme ji f. Je f(o0) = co. Proto je u€elné rozsitit kazdou podobnost f
cuklidovského prostoru na cely Mobilv prostor tak, Ze poloZime f(o0) = c0.
Jelikoz L™' = L, je Ko I = Lo f. Tim jsme dokazali dalii vétu.

Véta 2.11.1. SloZenim dvou inverzi s ruznymi stiedy je zobrazeni, které je
slozenim podobnosti a inverze.

Véta 2.11.2. Necht f je podobnost s koeficientem k, I inverze se stfedem S
a koeficientem x». Pak je fol=Lof, kde L je inverze se stfedem f(S)
a koeficientem k?x.

Ditkaz. Pro X # S je
2
(1.0 N (X) = LX) = £5) + Ty U0 = SO
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(fo D(X) = fU(X) = f(s +ax X - s>> =
= 1) + Tz 1) = SS).

Posledni rovnost plyne z toho, Ze f je afinni zobrazeni. Vzhledem k tomu, Ze
| f(S) f(X)| = k|SX|, jsou oba vyrazy stejné. Dale je (Lof)(S) = L(f(S)) = oo,
(foD(S) =fUE) = f(@) = v, (Lof)(w)=Lf(w) = Leo) = /(S)
(fol)(o) = f(I(o0)) = f(S), ¢imZ je dukaz celé¢ véty ukoncen.

Definice 2.11.1. Transformaci M&biova prostoru M,, ktera je bud podobnost,
nebo je sloZenim podobnosti a sférické inverze, nazveme sféricka transformace
prostoru M,. Pfitom zobrazeni slozené z inverze a podobnosti se nazyva téz
vlastni sférickd transformace. V piipad® roviny (n = 2) mluvime o kruhové
a vlastni kruhové transformaci.

Véta 2.11.3. Vsechny sférické transformace prostoru M, tvofi vzhledem ke
skladani grupu, tzv. grupu sférickych transformaci.

Ditkaz. Jsou-li f, g podobnosti, I, K inverze prostoru M,, existuji podle
véty 2.11.2 inverze I', I” tak, Ze f "ol =T'0of ', gol =1"0g, tedy Iof) ' =
=f"tol=rlof ! (Koglo(Iof) = Kol”ogof. Maji-li inverze K, I” stejny
stted, je jejich sloZeni stejnolehlost a KolI”ogof je podobnost. Maji-li rdzny
stfed, existuje podobnost h a inverze L tak, ze Kol” = Loh, tudiz Kol"ogof =
= Lok, kde k je podobnost hogof. Tim je dokazano, Ze sloZeni dvou sférickych
transformaci a inverzni zobrazeni k sférické transformaci jsou opét sférické
transformace.

Pozndmka. Grupa sférickych transformaci je nejmensi grupa, kterd obsahuje
viechny sférické inverze. Podobné jako jsme roz§ifili na prostor M, kazdou
podobnost, rozsitime na M, také kazdou afinitu f prostoru E,, poloZzime prostg
f(0) = oo. Pak je prinikem grupy vSech afinit prostoru M, a grupy vSech
sférickych transformaci prostoru M, grupa vSech podobnosti prostoru M, (viz
schéma):

Grupa véech afinit

Grupa vSech Vlastni sférické
podobnosti transformace

KGrupa viech sférickych transformaci
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Mezi vlastni sférické transformace patfi vSechny sférické inverze prostoru M,,.
Kazda vlastni sféricka transformace se da sloZit z podobnosti a sférické inverze.
Tento rozklad neni jednozna¢ny, stejné jako neni jednozna¢ny rozklad vlastni
podobnosti na shodnost a stejnolehlost.

2.12 Transformace roviny v komplexni soufadnici

Zvolime-li v euklidovské roviné E, kartézskou soustavu soufadnic, mame
vzhjemné jednozna¢né zobrazeni roviny E, na mnoZinu R? viech uspotfadanych
dvojic realnych &isel, kaZdému bodu X € E, je pfifazena uspofadana dvojice {x, y]
7. R%. Kazda takova dvojice uruje zase jednoznatng komplexni &islo z = x + iy
2 mnoziny viech komplexnich ¢isel €. Mame tedy vzajemné jednozna¢né zobrazeni
mnoziny E, na mnozinu C, pfifazujici bodu X = [x, y] komplexni &slo z =
= x + iy. Rikame, Ze &slo z je komplexni soufadnice bodu X a misto o bodé X
mluvime nékdy o bode¢ z.

Jeliz=x+1iy,jeZ=x—1y, tedy x = Z;Z, y = 1(22_2)
nice uréuji x, y pomoci z Jeli X = [x,y], tj X mé& komplexni soutadnici
z=x+ iy, U = [y, v], tj. U ma komplexni soutadnici w = u + iv, je

| XU|=Jx—-u+@—v’=|z—wl|

. Posledni dvé rov-

Vidime, jak se jednoduse vyjadii vzdalenost dvou bod pomoci jejich komplexnich
soufadnic.

V piedchazejicich odstavcich jsme studovali fadu geometrickych zobrazeni.
Pokud se omezime na pfipad roviny, miZeme si odvodit jejich analytické vyjadieni
v komplexni soufadnici. Zatn€me tfeba u afinniho zobrazeni roviny do sebe. Vime,
7e je dano rovnicemi

’

x" =ax + by + p,

y=cx+dy+q,
pfi¢emZ bodu X =[x, y] o komplexni soufadnici z = x + iy je piifazen bod
X’ =[x, y] o komplexni soufadnici z = x' + iy. Je

Z=x+iy =(ax+by+p +icx+dy+q) =
@+ic)x+b+id)y+p+ig=
z+z i(z — z)

S+ (b +i) S 4 p +ig =

a+d  .c—b a—d  .c+b\._ .
—<———2——+1—-2——>z+<——7-—+1 3 >z+p+1q—~

=oaz + fZ + 7,

]

=(a + ic)
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kde o, B, v jsou komplexni &isla,

O(_a+d .c—b a—d .c+b

7 ti—— B = 7= ti——, y=p+tiq

Zname-li komplexni &isla o, B, y, miZeme z nich obracené uréit realnd d&isla
a,b,c,d, p,q:

a=5@+pra+P b=ngB-ata-P
c=%@+ﬁ—i—@,d=%&—ﬁ+&—@

1 _ 1 _
p—7w+w, q—gw—w

Dalejead — be = |a|* — | B]*
MiiZeme tudiZ shrnout:

Véta 2.12.1. Kazdé afinni zobrazeni euklidovské roviny do sebe je v komplexni
soufadnici dano rovnici

Z =az + BZ 4+ 7,

o, B, v jsou komplexni &isla. Zobrazeni je afinita (vzajemné jednoznacné) pravé
tehdy, je-li |a| # | B|. Zobrazeni je ekviafinita pravé tehdy, je-li [«|* —|B|> = |
nebo |a > — |B)F = -1

Vime, Ze afinita o rovnicich X’ =ax + by +p, ¥V =cx +dy + g, ad —bc # 0
je pravé tehdy podobnost, je-li d = a, c = —b nebo d = —a, ¢ = b, tedy kdyz je
B = 0 nebo a = 0. V prvnim pfipadé jde o podobnost pfimou. v druhém piipadé
o podobnost nepfimou. Je tudiz pf¥ima, resp. nepfima podobnost dana rovnici

Z =oaz+ 7y, resp. z =BZ+7y, aff # 0.

Zobrazi-li se bod o komplexni soufadnici w v uvaZzované pfimé, resp. nepiimé
podobnosti na bod o komplexni soufadnici w', je

w=oaw+7y resp. w=pw+7,
takze

|w —2|=|aw—az|=]|a| |w—z|,
resp.

(W =2 |=[B]|w—z|=|B][w—z]|

Vidime, Ze koeficientem pfimé podobnosti z = az + y je ||, koeficientem ne-
pfimé podobnosti z = 7 + y je | B|. Odtud ihned plyne, Ze pfima shodnost je
dana rovnici 2 = az + ¥, kde la| =1, tj. « = cos @ + isin ¢, nepiima shodnost
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je dana rovnici 27 = fz + v, kde § je komplexni jednotka. Ve zviaStnim pfipadé
2 = oz, o = cos ¢ + isin ¢ jde o otoCeni kolem pocatku o uthel ¢. To je v podstaté
tvrzeni tzv. Moivreovy véty, ktera fika, Zze soucinem dvou komplexnich jednotek
€os @ + isin ¢, cosy + isiny o amplitudach ¢, Y je komplexni jednotka o ampli-
tud¢ @ + . Abraham de Moivre (Eti moavr) byl francouzsky matematik, ktery zil
v letech 1667 —1754.

Podivejme se nyni na vyjadfeni kruhové inverze v komplexni soufadnici.
Kruhova inverze se stfedem S = {s,, s,] a koeficientem x je v kartézskych soufad-
nicich dana rovnicemi

X
A Y

X =8

7

Yy =5+ z% (v — $2),
(x =5+ —s2)

stted S se zobrazi na bod o a bod ov na bod S. PoloZzime-li ¢ =5, + is,,
nasobime-li druhou rovnici komplexni jednotkou i a pak rovnice seéteme, dostaneme

L., ) p .
X 41y =$; + 15, +(x R [(x = s9) +ily — 5))]-

Jelikozx +1y =z, x+iy=za
x=sf + =) =|z-0]>=(~0)(E-0),
miZeme odvozenou rovnici piepsat do tvaru

’

X
z (Z—O')=O'+T-—_—,
zZ

_ b4
A Py ) —5

% je nenulové redlné &islo, obrazem bodu z = ¢ je bod oo, obrazem bodu oo je bod 6.

Kazda kruhova transformace je bud podobnost. nebo je slozenim inverze
a podobnosti. Kazda kruhova transformace je proto v komplexni soufadnici
popsana jednou z té€chto rovnic:

-
d=az+y, a#0 Z=pi+y A0
0 = 0 0 - 0
oax n
T=a0ty+—e= I=p5+7y+ e _
z—0 z—-0
“LXE 0 ST T #0
Z—=0 7 —
"leom wsar =g a0, 0= f5+7y
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MiZeme také fici, Ze kazda kruhova transformace je v komplexni soutadnici dana
linearni lomenou funkci v z nebo v z, tedy rovnici

2= az + B
T oyz 46

A oz + f
b S =
fnebo =z Vs

v obou pfipadech je ad — fy # 0. Pfi y = 0 je nevlastni bod samodruzny, jde
o piimou nebo nepfimou podobnost. Je-li y # 0, zobrazi se bod oo vidy na bod
%, na bod oo se zobrazi v prvnim pfipadé bod — —g—, v druhém ptipadé bod — %
Obracené je vzdy linearni lomenou funkci v z nebo z dana kruhova transformace.

Je-li totiz y = 0, jde o pfimou nebo nepfimou podobnost. Je-li y # 0, miZzeme zlo-
mek &islem y kratit, pak bude u z (nebo z) koeficient 1. Mizeme tedy rovnou pied-

pokladat y = 1. Transformaci o rovnici z’ = EZZ—ET[; =0+ iz:_—?—, o — f#0
muazeme rozlozit na kruhovou inverzi 2’ = "{—_—}(f_’f)— — 6 a nepfimou podobnost
— od = . , . Z + B
7 = —ﬁ-—%—aL (z + ) + o. Stejné tak miZeme zobrazeni dané rovnici 7 = —GZZ—_;% =
=0+ il (26 — B # 0) rozlozit na kruhovou inverzi 2/ = % § a pfimou
T BEEY P
podobnost z’ = M(z +0) + o
. , , ., ., oz+p
Definice 2.12.1. Kruhova transformace dana rovnici z' = m, ) — Py #0
P , . Lo, _ o+ P
se nazyva pfima. Kruhova transformace dana rovnici z/ = Err s (26 — By # 0)

se nazyva nepfima kruhova transformace.
Pfedchazejici vysledky mizeme shrnout.

Véta 2.12.2. Kazda pfiméa kruhova transformace je bud pfima podobnost, nebo
je to vlastni kruhova transformace, jez se da rozloZit na kruhovou inverzi a ne-
pfimou podobnost. Kazda nepfimé kruhova transformace je bud nepfima podob-
nost, nebo vlastni kruhova transformace, ktera se da sloZit z kruhové inverze
a ptimé podobnosti.

Uvedeme si dilezZitou vétu o urdenosti kruhové transformace.

Véta 2.12.3. Jsou-li dany v M&biové roving dvé uspofadané trojice (z,, z,, z3),
(21, 25, 23) navzajem rdznych bodu, pak existuje pravé jedna piima a jedna
nepfima kruhova transformace, ktera zobrazuje body z,, z,, z; po fadé na body
&y, oy, 2. Piitom muZe bg:v kaZdé trojici néktery bod nevlastni.
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Ditkaz. Pfedpokladejme nejdfive, Ze Zadny z bodi z;, z; (i = 1, 2, 3) neni ne-
vlastni. V pfipadé pfimé kruhové transformace hledame k &slim z;, z; aZ na
spole€ny nenulovy nasobek komplexni ¢&isla o, B, 9, é tak, aby platilo

1 Zyzy + 0) =oaz, + f pro k=1273
Je-li
71 7y, 1
2y, 25, 1|#0,
25, 23, 1

existuje aZ na nenulovy nasobek pravé jedno fefeni «, f, y, & soustavy (1).
Mizeme toti7 za 7 zvolit libovolné nenulové &islo a 2, fi, 0 vypocitat. Vysledkem
bude vlastni pfima kruhova transformace. Je-li uvedeny determinant nulovy, je
jeho prvni sloupec linearni kombinaci zbyvajicich, existuji tedy komplexni &isla
a, B tak, Ze z, = az, + B pro k = 1, 2, 3. Reenim soustavy (1) je o, §, & = 1, y=0.
Vzhledem k tomu, Ze &isla z,, z,, z; jsou navzajem riizna, je to aZ na spoleény
nasobek jediné feSeni, dava pfimou podobnost. V obou pfipadech je ad — By # 0,
jinak by totiz nebyla &isla 2, 25, z5 navzajem rizna. Vénujme se jesté pfipadu,
kdy je néktery dany bod nevlastni. Jsou-li napfiklad z; a zj nevlastni, hledame
vlastn€ pfimou podobnost zobrazujici z,, z, po fadé na 7}, z,. Vime, Ze je pravé
oz + B

: z4+06
Obrazem bodu nevlastniho je bod 73, tedy o« =73, a pro B, § musi platit
22, + 0z, — z3z, — B =0 pro k = 1, 2. ProtoZe z;, # z,, ma tato soustava dvou
rovnic pravé jedno feSeni B, 6. Obdobn& bychom postupovali v pfipadé z; # oo,
25 = co. V pfipadé neptimé kruhové transformace je cely postup obdobny, je vsak
tteba rozlisit, zda je determinant

jedna. Je-li z3 = 0, 73 # oo, musi byt kruhova transformace vlastni, z/ =

;-
7y, Z;, 1
5, 2,, 1
P

23’ 232 1

nulovy nebo nenulovy. Podle toho bude vysledna kruhova transformace nepfima
podobnost nebo nepfima a vlastni. To oviem za pfedpokladu, Ze 7adny z bodu
2, 2, (k = 1, 2, 3) neni nevlastni. Jinak jde o nepfimou podobnost, je-li z, = z, = o
pro né€které k = 1, 2, 3, ve viech ostatnich ptipadech o nepfimou vlastni kruhovou
transformaci.

Nez si uvedeme né€kolik piikladd, udélejme si maly prehled transformaci roviny
na zakladé¢ jejich rovnic v komplexni soufadnici — viz tabulku str. 97.

Ptiklad 1. Najdéte viechny kruhové transformace zobrazujici body 0, 1,1 po
fad€ na body 1,1, 0. Urdete obraz a vzor nevlastniho bodu.
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Afinita Kruhova transformace
J=az+ B2+, piima nepfima
5= o [aft =B 0 s Y
T yz+ 6 yZ + 6
Piima afinita wd — By #0 b~ By #0
|a? = B[ > 0
Pfima Piima Nepiima Nepiima
Ekviafinita podobnost a vlastni podobnost a vlastni
lo? + [ B]* = &1 7=0 v #0 2=0 P #0
‘_‘ -
4
Podobnost pfima 0 = ®© 5T B = -5 b
B=0 o o
o > — 0 = —
Y Y
Podobnost nepfima Stejnolehlost Kruhova
=10 Z=oaz+ B, inverze
_ o realné, L _Gi+r
Sh({)d—nc:)st pnm_a1 Opasl b R
p=0|al= r realné,
Shodnost nepfima Stiedova r+o6#0
2=0,|B]=1 soumg&rnost
=—z+p
Posunuti
S=z+p

Reseni. V zadném piipadé se nemiiZe jednat o podobnost, nebot trojuhelnik

s vrcholy v bodech 0, 1, i neni podobny trojihelniku s vrcholy 1,1, 0 (zaleZi zde

na pofadi vrchold). Pujde tedy vidy o vlastni kruhovou transformaci. Pfima
oz + f

z+46

Protoze bod 0 se ma zobrazit na bod 1, musi platit 6 = . Aby obrazem bodu 1

byl bod i, musi platit i(1 + 8) = « + f. Konetné se ma bod i zobrazit na bod 0,

kruhova transformace, kterd je navic vlastni, ma rovnici tvaru 7z’ =

tedy 0 = ai + B. Z t&chto tfi rovnic plyne f = & =i, « = —1, transformace mi
rovnici Z = :Z—Zf—l—l Obrazem nevlastniho bodu oo je bod —1, vzorem bodu o
je bod z = —i. Obdobné postupujeme v ptipadé nepfimé vlastni kruhové transfor-

mace, vyjde nam rovnice

42z -2+

z 52-2+i
i . 2+
Obrazem bodu oo je boq{————1 _; 21, vzorem bodu oo je bod 3 L
97




Ptiklad 2. NapiSte rovnice viech vlastnich kruhovych transformaci, pti kterych
jsou body 1 a i samodruzné.

ReSent. Pro ptimé a vlastni kruhové transformace vychazi obdobné jako v pied-
chazejicim ptikladu o + =1 + 8, i + B = i(i + J), takZe

;= oz — 1

e — oF#1 o #£ 1.

V ptipad& nepfimé kruhové transformace vyjde a +f =1+, —ai+f =i(—i+d),
takZe je
(1-1Doz+1+1+2i

=TT oy ery o 0FRO#E-L

Piiklad 3. Pro kruhové transformace z ptedchazejiciho piikladu vypoctéte
samodruzné body.

Regeni. Bod z je pti prvni kruhové transformaci samodruzny pravé tehdy, je-li
Mz 4+ a—1i—1)=o0z—1i, po tpravé mame pro z rovnici z> — (1 + i)z + i = 0,
tj. (z = 1)(z = 1) = 0. Jsou tedy body 1 a i jedinymi samodruZnymi body. Pro
samodruzny bod z druhé, neptimé kruhové transformace musi platit

A+1)(Ez+02)=(1 -1z + 1 +1i+ 2id,

po upravé zz 4+ 6z +i6Z — 1 — 8(1 + i) = 0. PoloZime-li & =d, + id, a roze-

pideme-li pfedchazejici rovnici do realné a imaginarni &asti, dostaneme rovnice
24y +d —dy)(x+y—-1)—1=0,

Je-li dy + d, # 0, jsou opét jediné samodruzné body body 1 ai Je-lid, = —d,,

vytvofi samodruzné body z = x + iy kruZnici o rovnici (x + d,)? + (y+d,)? =

= (1 + d,)* + d}, ktera ma stted v bodé —d,(1 + i) a prochazi body 1, i.

", , . .. z—1 .
Piiklad 4. Vlastni kruhovou transformaci o rovnici 7 = - rozloZte na
z+1

kruhovou inverzi a podobnost. Urete obrazy bodid 0, 1, —1, i, —i, oo, obrazy
piimek x = 0, y = 0 a obraz kruznice x* + y2 = 1. tj. | z| = 1.

Reseni, Obrazy bod 0, 1, —1, i, —i, ov jsou po fadé body -1, —i, 1, 0, o0, 1.
ProtoZe na nevlastni bod oo se zobrazi bod —i, musi byt sttedem hledané inverze
bod —i. Koeficient x mizZe byt jakékoli nenulové realné &slo, inverze bude mit
rovnici

. % —iZ—14+ux
. z’=—]+: - = + .

e 1

L3 1]
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Hledanou podobnost pak obdrZime sloZenim této inverze a dané kruhové transfor-
mace, je to nepfima podobnost
2i ®—2

7=-=3z
X V4

— iz , . .
= podobnost mé rovnici

Zvolime-li naptiklad ¥ = 2, ma inverze rovnici z’ = —

7 = —iz (je to soumérnost podle pfimky x + y = 0). Obrazy danych pfimek a dané
kruZnice dostaneme bud pfimym vypoctem, nebo pomoci zvoleného rozkladu na
kruhovou inverzi a podobnost. Napfiklad osa y (x = 0) se v zvolené inverzi
zobrazi na sebe, v uvazované soumeérnosti na osu x. Osa x se zobrazi ve zvolené
inverzi na kruZnici k o rovnici x2 4+ y*> = 1. Ta je v uvaZované soumérnosti podle
pfimky x + y = 0 samodruZna. Obrazem kruZnice k v uvazované inverzi je osa x.
V dané kruhové transformaci je tedy obrazem kruZnice k osa y. V dalSich dvou
tadcich jsou vidy pod sebou napsany vzor a jeho obraz v dané kruhové transformaci.

-1 —i i 0 o0 1 y=0 x2+yr=1 x=0

Jest€ si ukaZzeme. jak dospgjeme k t€mto vysledkdm pfimym vypoctem. Soufad-

’

. . . . z 1 ; ar 1y Y . .
nice 7 obrazu bodu z je dana rovnici 2 = e z ni vyjadiime soufadnici z

vzoru bodu 7':

_ =iz + 1)
ToZ7 -1

Rozepi§eme-li tuto rovnici do realné a imaginarni &asti, dostaneme rovnice
-2y y= X2+ y? -1
-0y CESVENEE
Rozepiseme-li do realné a imaginarni ¢asti vychozi rovnici kruhové transformace,
dostaneme rovnice

X =

< x2+yr -1 , —2x
—_ — _——., = .
x? 4+ (y + 1)? Y xZ + (y + 1)?

Z téchto &tyt rovnic pak jiZz snadno vidime, Ze obrazem kruZnice x2 + y2 — 1 =0
je ptimka x = 0, vzorem této kruZnice je pfimka y = 0, a Ze obrazem pfimky x = 0
je pfimka y = 0. Casteéné je nase kruhova transformace také popsana obrazkem 28,
na némZ jsou v &asti b) zakresleny obrazy objektd vyznalené v &asti a) ve zvolené
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inverzi — obraz je vidy oznagen stejné jako vzor. V &asti c) jsou pak zakresleny
obrazy objektli z &asti a) v dané kruhové transformaci. Dostaneme tedy &ast ¢)
z Casti b) soumérnosti podle ptimky x + y = 0.

Cviteni
. UrCete samodruzné body kruhové transformace z piikladu 4.

. RozloZte transformaci z ptikladu 4 na podobnost a inverzi.

3. Napiste rovnice viech kruhovych transformaci, pti kterych se body 0, 1, 2 zobrazi
po fadé na body 0, 1, 3.

N

4. RozloZte transformaci z’ = na kruhovou inverzi a podobnost.

5. RozloZte transformaci z pfedchazejiciho cviteni na podobnost a kruhovou
inverzi.

6. UkaZte, Ze mnozZina viech samodruZnych bod pfimé a vlastni kruhové trans-
formace je jednobodova nebo dvoubodova.

7. Ukazte, Ze mnoZina vSech samodruznych bodt nep¥imé vlastni kruhové trans-
formace je bud prazdna, nebo jednobodova, nebo dvoubodova, nebo tvofi
samodruzné body kruZnici.

8. Kruhova transformace, jejiz samodruzné body tvofi kruZnici, je kruhova inverze
se stfedem ve stfedu kruZnice a kladnym koeficientem. Dokazte.
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KAPITOLA 3

ROZSIROVANI AFINNi{HO PROSTORU

3.1 Motivace k rozsifovani afinniho prostoru

Zatim jsme pracovali v tzv. redlném afinnim prostoru, coz byla trojice (A, V,,, f),
kde A byla mnozina, V, byl vektorovy prostor nad t&lesem realnych &isel a f bylo
zobrazeni mnoziny A x A do vektorového prostoru V, splitujici dva axiomy
(viz definice 1.1.1. v [G]). Jak jiz bylo fefeno v kapitole 1 v [G], lze tém&t
celou teorii budovat GpIné stejn€, vezmeme-li misto realného vektorového prostoru
vektorovy prostor nad libovolnym t&lesem T. Ve v§ech odstavcich kapitoly 1 v [G]
se zdlraziiovalo, kde je podstatné to, Ze pracujeme s t€lesem realnych €isel a kde
by bylo mozné délat Gvahy aplné stejné nad libovolnym télesem. Nadale budeme
pracovat jak s realnymi afinnimi prostory, tak s afinnimi prostory nad t&lesem
komplexnich &isel — komplexnimi afinnimi prostory. Oba tyto prostory jsou
zvlastni pfipady afinniho prostoru nad libovolnym télesem T.

Nutnost pouziti komplexniho afinniho prostoru je ziejma z nasledujici Gvahy:
V kapitole 3 v [G] jsme studovali kuzelosetky v realné euklidovské roving.
Pfitom napf. kuZeloseCky, které v dané linearni soustavé soufadnic maji rovnice

(1) x* + _]/2 =0,
Q) 2% + 3% = 0,

byly vlastng stejné, nebotf ob& obsahovaly pravé jeden bod — pocatek linearni
soustavy soufadnic. Pfitom rovnice (2) neni nasobkem rovnice (1). ProtoZe
v analytické geometrii pracujeme s kuZelose¢kami pomoci jejich rovnic, po-
ttebujeme, aby nulovA mnoZina polynomu 2. stupné ve dvou proménnych x, y
urovala tento polynom jednoznaéné aZ na nenulovy nasobek. Realny prostor,
jak je vidét, tomuto poZadavku nevyhovuje. Kdybychom rovnice (1) a (2) po-
vaZovali za rovnice kuZelosetek v komplexni afinni roving, snadno bychom se
piesvédCili, Zze tyto kuZeloseCky jsou rtzné. Napf. bod [1,i1] (i je imaginarni
jednotka) vyhovuje rovnici (1) a nevyhovuje rovnici (2). ProtoZe viak realny afinni
prostor nejlépe odpovida fyzikdinimu prostoru (prostoru kolem nas), nebudeme
pracovat rovnou v komplexnim afinnim prostoru, ale budeme se snazit realny
afinni prostor roz§ifit tak, aby vznikl komplexni afinni prostor. Pfitom budeme
postupovat stejnym zpisobem, jakym se na st¥edni §kole roziifuje téleso realnych
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Necht je nakonec ¢ nevlastni nadrovina a S nevlastni bod uréeny vektorem
seV,. Konstrukci bodu X’ k danému bodu X sledujeme na obr. 40. Pomocny
bod R je nevlastni bod pfimky AX. Vidime, e homologie ¢ je v tomto piipadé

translace.
ANX N\
\\ s
AN AN\

Obr. 40

Vysledek zkoumani moznosti C a D jsme pochopitelné uz mohli rovnou
dostat z toho, Ze kazdy bod nevlastni nadroviny (tj. kazdy smér) je pii nasi
transformaci samodruzny (viz kapitola 1).
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KAPITOLA 4

KVADRIKY

V knize Geometrie I jsme se seznamili s kuzeloseCkami v euklidovské roviné
a s kvadratickymi plochami v trojrozmérném euklidovském prostoru. Zjistili jsme, Ze
ke kazdé kuzelosecce existuje kvadraticky polynom dvou proménnych tak, Ze dana
kuzeloseCka je jeho nulovou mnoZinou, tzn. je to mnoZina téch bodt X z eukli-
dovské roviny E,, pro né v dané kartézské soustavé soufadnic (piSeme-li

X = [x,y]) plati
(1) ax* + 2bxy + cy* + 2dx + 2ey + f = 0,

kde a, b, ¢, d, e, f € R. MzZeme se pfidrzet nazvu ,kuzeloseCka“ a mezi kuzelosetky
zahrnout nejen elipsu, parabolu a hyperbolu, ale viechny rovinné fezy kuzelovych
ploch, tj. i pfimky, dvojice ptimek a jednobodové mmnoZiny. Posledni mnoziny
dostaneme jako priniky kuZelovych ploch a rovin prochazejicich vrcholy téchto
kuzelovych ploch. Pfidame-li pak ke kuzeloseCkam jesté prazdnou mnoZzinu,
bude obracené platit, Ze kazda rovnice (1) je rovnici kuZeloseCky. Podobna
tvrzeni plati i pro kvadratické plochy v trojrozmérném euklidovském prostoru.
Mizeme tedy kuZzeloseCku obecné definovat jako nulovou mnozZinu kvadratického
polynomu. Hlavni potiZz pti pouziti této definice kuzelosetky, Ze totiZ rovnice (1)
neni v nékterych ptipadech kuZeloseCkou uréena aZ na nenulovy nasobek jedno-
znaéng, odstranime tim, Ze budeme pracovat v komplexnim roz§ifeni afinniho
prostoru (viz odstavec 3.3.). Dal§i nesnaz plynouci z definice kuzZelose¢ky vztahem (1)
je, Ze rovnice (1) je napsina v dané kartézské soustavé soufadnic. Kdybychom
proto zavedli néjaky novy pojem pomoci této rovnice, tj. pomoci &isel a, b, ¢, d, e, f,
museli bychom vZzdy ukazat, Ze zavedeny pojem nezavisi na volb€ soustavy
soufadnic. Napf.stied kuzelosecky (1) 1ze definovat jako bod S = [(be — dc)/(ac — b?),
(db — ae)/(ac — b*)] (pokud ovsem je ac — b? # 0). Lze se presvédgit, ze popsany
bod S je opravdu stfed kuzelosecky, jak ho zname z kapitoly 3 v [G]. Presvédcit se
ovéem piimo, Ze bod S zavedeny pomoci Cisel a, ..., f nezhvisi na volb€
soustavy soufadnic, neni vibec snadné. Tuto potiz odstranime tak, Ze levou
stranu rovnice (1) budeme brat jako funkci na E, a zadefinujeme ji bez pomoci
soustavy soufadnic — pomoci jejich vlastnosti. Navic jesté nebudeme pracovat
v afinnim nebo euklidovském prostoru, ale v jeho projektivnim roz§ifeni. PouzZiti
nevlastnich bodi nam totiz velmi usnadni praci. Napt. elipsu, parabolu a hyperbolu
budeme moci pomoci nevlastnich bod definovat tak, Ze elipsa je kuZelosecka,
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<terd nemé Zadny realny nevlastni bod, paraboia ma takovy bod jeden a hyper-
sola dva.

Z toho, co bylo feCeno, vyplyva, 7e budeme muset pracovat stiidavé s redlnymi
i komplexnimi vektory. Vyfe$ime to tak, ¢ budeme pracovat s vektorovym
prostorem nad té€lesem T. MlZeme si pfitom pfedstavovat, Z¢ T je bud téleso
refilnych. nebo komplexnich é&isel.

4.1 Bilinearni formy

V prvnim dile jsme poznali skalarni souin na realném vektorovém prostoru V
(viz odsiavec 2.1 v [G]). Bilinearni formy jsou jednoduchym zobecné&nim skalarniho
soudinu. Zavedeme je vSak na rozdil od skalarniho sou€inu ve vektorovém
prostoru nad libovolnym télesem T. V celém tomto odstavci budeme tedy pfedpo-
kladat, ze V je dany vektorovy prostor nad télesem T. Dale budeme ptedpokladat,
Zc t8leso T neni charakteristiky dvé (tj. plati v n&m 1 4 1 s 0). Bilinearni
forma na vektorovém prostoru V je jako skalarni souéin zobrazeni f mnoZiny
V x V do télesa T, pfiCemZ poZadujeme, aby zobrazeni f mélo jen né&které
z vlastnosti, které ma skalarni sougin.

Definice 4.1.1. Zobrazeni f mnoZiny V x V do t&lesa T se nazyva bilinedrni
forma na vektorovém prostoru V, jestlize pro kazdé vektory x, y, zeV a pro
kazdé &islo ce T plati

fix +y,z) = f(x,2) + f(y, 2),
fx,y +2) = f(x,y) + f(x, 2),
flex,y)  =cf(x,y) = f(x,cy).

Vidime, Ze kdybychom zobrazeni f psali jako soucin (podobné jako u skalarniho
soudinu), tj. misto f(x,y) bychom psali napf. x*y, mohli bychom vlastnosti
bilinearni formy zformulovat téZ tak, Ze pro nasobeni * a obvyklé s¢itani vektort
plati distributivni zakony (pro nasobeni zleva i zprava) a Ze nasobeni vektoru
8islem je s nasobenim * asociativni, tj. plati (cx)*y = c¢(x *y) = x *(cy) pro
kazdé vektory x, ye V a pro kazdé ceT.

Bilinearni formy miiZeme té% dostat jako zobecnéni linearnich forem. Rekneme,
¥¢ bilinearni forma na vektorovém prostoru V je takové zobrazeni f mnoZiny
¥V x V do T, kde pro kazdy vektor yeV plati: Zobrazeni pfifazujici kazdému
vektoru xeV &islo f(x, y), resp. f(y, x) jsou linearni formy. Nebo jest& trochu
jinak: Zvolime-li ze dvou proménnych vektorii jeden pevné, dostivame funkci
druhého proménného vektoru a tato funkce je linedrni forma na vektorovém
prostoru V.,

Vngj§i soudin na orientovaném dvojrozmérném vektorovém prostoru se skalar-
nim soudinem (viz odstavec 2.2 v [G)) je dal¥im ptikladem bilinearni formy,
ktery jsme poznali jiz dFive,
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Pozndmka 1. Z vlastnosti bilinecarni formy uvedené jako prvni v definici 4.1.1
vyplyva, ze pro kazdé vektory x,,....,x,. yeV je

fOg + o+ xL )= Ly + o+ X, y)

Pozndmka 2. Ptimo z definice bilinearni formy vyplyva, ze je-li V' podprostor
vektorového prostoru V a omezime-li bilinearni formu f na vektorovy prostor V’
(pfesné&ji na mnoZinu V' x V'), dostivame bilinearni formu na prostoru V.

Nejjednodusiim piikladem bilinearni formy je zobrazeni, které kazdym dvéma
vektorim x, y e V pfifadi Cislo 0e T. Toto zobrazeni se nazyva nulovd bilinedrni
forma.

Piiklad 1. Bud V = R? (vektorovy prostor dvojic realnych &isel s obvyklymi
operacemi), T = R. Necht zobrazeni f pfifazuje vektorm x = (x,,x,) a y =
= (y;, y2), kde x, ye V, ¢&islo

a) f(x,y) = x;y, — 2x2¥1,

b) fx,y) = x; + y;,

o) fx,y) =|x1y1 |-

Zjistéte, zda zobrazeni f je bilinearni forma.

Reseni. Snadno ovéfime, ze v piipad® a) je zobrazeni f bilinearni forma,
i kdyZ to neni skalarni soudin, protoZe poloZime-li napt. x = (1, 1), je fix,x) = — 1.
Zobrazeni f uvedena pod b) a ¢) nejsou bilinearni formy.

Definice 4.1.2. Rikame, e bilinedrni forma f na vektorovém prostoru V je
Symetrickd, resp. antisymetrickd, jestlize pro kazdé dva vektory x,yeV plati

f(X, Y) = f(y’ X), resp. f(X, Y) = _f(Ya X).

Vidime, Ze skalarni souin je symetrickad bilinearni forma a vné&j§i soucin
na dvojrozmérném vektorovém prostoru je antisymetrickd bilinearni forma.
Samoziejmé existuji i bilinearni formy, které nejsou ani symetrické, ani anti-
symetricke.

Na mnozing viech bilinearnich forem definujeme operace s¢itani a nasobeni
tislem z T obvyklym zptsobem, tj. stejn& jako pro funkce na libovolné mnoZing.

Definice 4.1.3. Souctem bilinedrnich forem f, g na vektorovém prostoru V,
resp. ndsobkem bilinedrni formy f Cislem ce T nazyvame zobrazeni h mnoZiny
V¥V x V¥ do T, kde pro kazdé vektory x,ye V plati

h(x, Y) = f(xa Y) + g(xa Y),
resp.
h(x, Y) = Cf (x, Y)

Snadno se pifesvédCime, Ze soucet dvou bilinearnich forem i nasobek bilinearni

formy &islem ¢ jsou opét \bilinearni formy. Diikaz tohoto tvrzeni ponechiame
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ko cviCeni. Bilinearni formu h, ktera je souétem bilinearnich forem f a g,
‘esp. nasobkem bilinearni formy f &islem ¢, budeme ozna&ovat symbolem f + g,
resp. of.

Véta 4.1.1. Ke kazdé bilinearni formé f na vektorovém prostoru V existuje
pravé jedna symetricka bilinearni forma f; a pravé jedna antisymetricka bilinearni
forma f, tak, Ze

=L+l

Diikaz. Pro kazdé¢ vektory x, y € V polozme

fxy) =3(f(xy) + f(y, %),
fdx,y) = 3(f(x,y) = fly, ).

Je zfcjmé, Ze f;, resp. f, je symetricka, resp. antisymetricka bilinearni forma
u ¢ f = f, + f,. Bud nyni obracen f7, resp. f,, symetricka, resp. antisymetricka
bilinearni forma. Necht pro tyto formy plati f = f, + f7, tj.

(1 flx,y) = fix,y) + fux,y)
pro kazdé vektory x, y € V. Potom je také

Sy, x) = fily, x) + fuy, x),

a protoze bilinearni forma f; je symetricka, je fi(y, x) = fix,y). Podobn& je
/:J(Y‘v X) = _f/a(xs Y)’ a pI'OtO

(2) fly, %) = fix,y) — fulx. y).

Setteme-li rovnosti (1) a (2), snadno zjistime, Ze je [, = f, a f, = f,. Bilinearni
formy f; a f, jsou tedy ureny jednozna&ng.

Podobng jako lze ve zvolené bazi vektorového prostoru V ziskat analytické
vyjddfeni linearni formy, obdrZzime i analytické vyjadfeni bilinearni formy. Bud
tedy uy, ..., u, baze vektorového prostoru V. Potom vektory x,yeV miZeme
psat ve tvaru

X = XUy + ... + x,u,,
Y =y Uy + .+ oy,

kde x,, ..., x,, y;, ..., v,€ T. Podle poznimky 1 dostavame

fxy) = f(él Xy, g} Y= ,; S, i yu;) =

n n
= Z x,f(uy, 2 .Vjuj) = Z Xi
=1 J=1 =1
n H

L XX vl ).

i=1 [

M:

1 Sfluy, yjuj) =

i

i
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Oznacime nyni f;; = f(u;, u;). Vyslednou rovnost nyni miiZzeme psat ve tvaru

(3) flx,y) = i Xy j-

i,j=1

Této rovnosti fikame analytické vyjadieni bilinedrni formy f. Matice
(4) F=|..........

se nazyva matice bilinedrni formy f v bazi u,, ..., u,.

Pozndmka 3. Ze zavedeni symbold f;; a ze vzorce (3) je zfejmé, Ze bilinearni
forma f je symetricka pravé tehdy, je-li symetricka jeji matice v libovolné

baziu,, ..., u,.

Pozndmka 4. Vidime, Ze rovnost (3) miZeme snadno napsat pomoci nasobeni
matic. Ozna¢me X, resp. ¥ matici (x,, ..., x,), resp. (yy, ..., ¥,). Potom miiZeme psét

fx,y)=X.F.Y",

Obdrzeli jsme zapis rovnosti (3) v maticovém tvaru. Pfitom Y7 oznadujeme
transponovanou matici k matici Y.

Zvlastni vyznam pro symetrické bilinearni formy ma jejich vrchol, coz bude
pojem, ktery nyni zavedeme. Vrchol symetrické bilinearni formy souvisi napf.
s vrcholem kuzZelové plochy, o ¢emZ se pozdéji presvédCime.

Definice 4.1.4. Bud f symetricka bilinearni forma na vektorovém prostoru V.
Vicholem formy f nazyvame mnoZinu

{yeV:; f(x,y) =0 VxeV}.

Jinymi slovy: Vektor ze V lezi ve vrcholu symetrické bilinearni formy f pravé
tehdy, jestlize plati: Dosadime-li vektor z za jeden ze dvou proménnych vektori.
potom funkce f(x,z) je jako funkce druhého proménného vektoru x nulova
linearni forma na vektorovém prostoru V.

Nyni uréime vrchol symetrické bilinearni formy f, mame-li ji danu pomoci
vzoree (3). Vztah (3) miZeme snadno upravit na tvar

n n

flx,y) = Z( 2 fijyj)xi'

i=1 j=1
K tomu, aby platilo f(x, y) = 0 pro kazdy vektor x € V, je nutné a staci, aby bylo

Zlf:_,-y,-=% i=1,...,n

J
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Vrchol formy f je tedy feSenim nasledujici soustavy linearnich homogennich
rovnic:

Siiyy + fisya + oo + f1a90 =0
(5) L+ faya + oo+ 2,0, =0
Joyr + fu2Ya + oo+ fudy =0

Z teorie homogennich linearnich rovnic (viz [3]) vyplyva, Zze vrchol symetrické
bilinearni formy je podprostor vektorového prostoru V (to lze oviem téZ snadno
dokazat pfimo z definice 4.1.4) a ma-li matice F (viz (4)) hodnost h, ma vrchol
dimenzi n — h. ProtoZe viak vrchol byl zaveden bez pomoci baze, dostavame
obracend, e hodnost matice F nezavisi na volbé baze prostoru V. Specialné
tedy na volbé& baze nezavisi, je-li matice F regularni (tj. ma hodnost n).

Definice 4.1.5. Rikame, Ze symetricka bilinearni forma f je reguldrni, je-li
jejim vrcholem {o} (tj. obsahuje-li jeji vrchol pouze nulovy vektor). Neni-li
symetricka bilinearni forma regularni, tikame, ze je singuldrni.

Vidime, Ze symetricka bilinedrni forma je regularni pravé tehdy, je-li regularni
jeji matice F.

Pozndmka 5. Pfi definici vrcholu symetrické bilinearni formy bychom mohli
poZadavek symetriénosti vynechat. Museli bychom potom rozli§ovat, zda ma platit
rovnost f(x, y) = 0 nebo f(y, x) = 0 pro kazdé x € V. Dostali bychom dva pojmy —
pravy u levy rrchol — a pro né by §ly délat viechny uvahy, které jsme délali pro
vrchol symetrické bilinearni formy. Nadale vSak budeme pouZivat pouze vrchol
symetrické bilinearni formy.

Na zavér odstavce jeSt® ukaZeme, Ze je moZné bilinedrni formu na rediném
vektorovém prostoru rozsifit na bilinearni formu na prostoru V§ — komplexnim
rozsifeni prostoru V,,.

Véta 4.1.2. Bud V, realny vektorovy prostor. Ke kazdé bilinearni formé f na
prostoru V, existuje pravé jedna bilinearni forma f€ na prostoru V¢ tak, Ze
[V =1

Ditkaz. Nejdiive dokaZeme, Ze bilinearni forma fpopsanych vlastnosti existuje

nejvyse jedna. Bud x, ye V§. Potom miizeme psat x = x; + ix,, y =y, + iy,, -

kde x,,x,, y;,y;€V, a i je imaginarni jednotka. Pro bilinearni formu f€
musi platit

fc(xs y) = fc(xl + iXy, ¥y + iy2).
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Pouzitim vlastnosti bilinearni formy z definice 4.1.1 dokaZeme, 7e

fc(x’ y) = 9%y, y,) — fc(xz,Yz) + i(fc(xl,yz) + %5, y4)),
a tedy (protoze f€|V, = f)

(6) O y) = f(xy,y0) = f(x5,y,) + i(f(xy,y,) + FOxa,y1)

Bilinearni forma € je tedy jednoznaCné urena bilinearni formou f. Existence
bilinearni formy 7€ popsanych vlastnosti se dokae snadno. Sta&i obracend
definovat zobrazeni f€ vztahem (6) a jednoduchym ovéfenim vlastnosti bilinearni
formy (viz definice 4.1.1) dokaZeme, Ze zobrazeni f € je bilinearni forma.

Necht # = (u,, ..., u,) je baze realného vektorového prostoru V,. Vime, ze
bilinearni forma f na vektorovém prostoru V, ma v bazi # analytické vyjadieni (3),
pfiemZ f; = f(u;,u;). Dale vime, Ze baze # je i bazi vektorového prostoru V§.
ProtoZze plati fu;,u) = f(u;, u u;), dostavame analytické vyjadfeni bilinearni
formy f€ v bazi # ve tvaru

() fx,y) = Z fixy

i,j=1

Rozdil mezi analytickym vyjadfenim bilinearni formy f a analytickym vyjadienim

bilinearni formy f€ je jen v tom, e do vztahu (3) dosazujeme za x; a Vi

(i,j=1,...,n) realna ¢isla a do vztahu (7) dosazujeme za stejné symboly

komplexni Cisla.

Cviteni
Ve viech cviéenich je V=R%4 T=R a x =(x;,X,), ¥y = (y;,y2), X,ye V.

1. Zjistéte, zda zobrazeni f je bilinearni forma na vektorovém prostoru V.
Ptitom pro kazdé vektory x, y € V plati
a) f(x,y) = x1y1 + X1y, — X2¥2,

b) f(x,y) = x;x; + 3y;¥,,
©) flx,y) = /x{yi + x3y3 — 2x,%291y2,
d) f(x,y) = (x; — x3) ys.

2. UscCete analytické vyjadieni symetrické bilinearni formy f na vektorovém
prostoru V v kanonické bazi prostoru V, vite-li Ze f((1,1), (0, 1)) =5,
f1,2),(1, =1) =0, £((1,0),(-1,2)) = —10.

3. Urlete vrchol symetrické bilineArni formy f na vektorovém prostoru V.
Ptitom plati:

a) f(x,y) = x1y1 + X1y, + X291 — X2);
b) f(x,y) = 4x,y; — 2x1y, — 2,91 + X3);
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4.2 Kvadratické formy

Podobné jako v prede§lém odstavci budeme piedpokladat, Zze V je vektorovy
prostor nad télesem T a Ze veSkera vySetfovani provadime v tomto vektorovém
prostoru — specialné budeme pfedpokladat, Ze viechny bilinedrni a kvadratické
formy (pojem, ktery nyni zavedeme) jsou formy na vektorovém prostoru V.
Dale budeme je§té predpokladat, Ze téleso T je bud téleso realnych, nebo
téleso komplexnich &isel. Ke konci tohoto odstavce se pak omezime jen na téleso
rcalnych cisel. Pfitom fada zkoumani by §la délat daleko obecnéji — napf. pouze
sa pfedpokladu, Ze téleso T neni charakteristiky 2.

Definice 4.2.1. Zobrazeni f, vektorového prostoru V do télesa T nazyvame
kvadratickd forma na vektorovém prostoru V, jestlize existuje bilinedrni forma f
na prostoru V tak, %e pro kazdy vektor x e V je fo(x) = f(x, x). Rikame pfitom, Ze
bilinearni forma f uréuje kvadratickou formu f,.

M

Nejjednodussim ptikladem kvadratické formy je nulovd kvadratickd forma —
zobrazeni, které kazdému vektoru x eV pfifadi ¢islo 0e T. Nulova kvadraticka
[orma je uréena nulovou bilinearni formou.

Pozndmka 1. Kazda antisymetrickd bilinearni forma urCuje ziejmé nulovou
kvadratickou formu. Z definice 4.1.2 totiz vyplyva, Ze pro antisymetrickou bilinearni
lormu f je f(x, x) = — f(x, x) pro kazdy vektor x.

Na vektorovém prostoru se skalarnim souCinem je pfikladem kvadratické formy
sobrazent, které kazdému vektoru pfifadi druhou mocninu jeho velikosti.

Pozndamka 2. Ptimo z definice 4.2.1 vyplyva, Ze restrikce kvadratické formy
na podprostor vektorového prostoru V je kvadratick4 forma na tomto podprostoru.

Na mnoziné viech kvadratickych forem na vektorovém prostoru V miZeme
7zFggmym zplsobem definovat operace sCitani kvadratickych forem a nésobeni
kvadratické formy Cislem z t&lesa T. Souctem kvadratickych forem f, a g, nazyvame
zobrazeni h, prostoru V do telesa T definované piedpisem

hy(x) = f5(x) + g,(x).

Z¥ejmé h, je kvadraticka forma. Piseme h, = f, + g,. Podobné€ ndsobeni kvadratické
Jormy f, Cislem ¢ € T je definovano predpisem

((.'/2)(’() = (,'/z(X).

Vita 4.2.1. Ke kazdé kvadratické formé f, existuje pravé jedna symetricka
bilinearni forma f, kterd ji urduje.

Ditkaz. Necht kvadratickd forma f; je urfena bilinearni formou f”. Podle
J2 .
vely 4.1.1 mbZeme bilinchrni formu f* rozloZit na soudet symetrické a anti-
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symetrické bilinearni formy: f" = f; + f,,. Podle poznamky 1 urduje téZ sy-
metricka bilinearni forma f; kvadratickou formu f,. Bud nyni obracené f symetricka
bilinearni forma urujici kvadratickou formu f,. Potom pro kazdé dva vektory
x,y dostavame podle definice 4.1.1 a definice 4.1.2.

Lx+y)=fx+y,x+y)=f0,x+y)+ fly,x+y) =
= f(x, x) + f(x,y) + f(y,x) + f(y,y)

ProtozZe bilinearni forma f je symetrickd, plyne odtud, Ze

(1) fO6y) =3(falx +y) — f202) = faly)).

TudiZ bilinearni forma f je skute¢n& uréena jednozna&né kvadratickou formou f,.

Definice 4.2.2. Symetrickou bilinearni formu f uréujici kvadratickou formu f,
nazyvame poldrni bilinedrni forma ke kvadratické formé f,.

Vidime, Ze je-li V, vektorovy prostor se skalarnim soulinem a vezmeme-li
za bilinearni formu skalarni souin, dava ndm vzorec (1) znamé vyjadieni
skalarniho soucinu pomoci velikosti vektord, pouzivané napf. pfi dikazu kosi-
nove véty.

Z analytického vyjadfeni bilinearni formy (vztah (3) z odstavce 4.1) dostaneme
analytické vyjddieni kvadratické formy:

n

2 L) = Y fixx;

hj=1

n
Piitom x = Z xu; a fi; = f(u;,u)), kde f je bilinearni forma uréujici kvadratickou
i=1
formu f,.

Ptiklad 1. Na vektorovém prostoru V; v bazi u,, u,, u; ma kvadraticka
forma f, analytické vyjadfeni

Fa(x) = 3x + 2x;x, — x,x3 + x2.
NapiSte analytické vyjadfeni jeji polarni bilinearni formy f ve stejné bazi

a urCete matici formy f.

Reseni. Musime si uvédomit, Ze ma-li libovolna bilineédrni forma f' na V,
matici

4 4 /

fll’ le’ f13

— / ’
F'= f21’ f22’ f/23 s

4 4 4

f31 ’Kf32, f33

151




urtuje kvadratickou formu f;, ktera ma analytické vyjadteni
f2(x) =f1/1x% + flaX1 X, + fiaX1X3 + f31X2%, +f2/2x% +
7 ’ s ’ 2
+ f33X2X3 + f31X3X; + f32X3%; + f33%3
nebo po uprave
f(x) =f1'1xf + (fiy + f21) X1x2 + (fi3 + f31) x4 x5 +
+ f32X3 + (f23 + f32) X2X3 + f33%3.

Hledame-li polarni bilinearni formu f k dané kvadratické formé f,, musi tedy byt

fy=fuproij=123af; =3fla+f1 =2 i3+ 31=0/2=0/23 +f3,=
= —1, f3; = 1. Matice F bilinearni formy f ma tudiz tvar

3, 1, 0
F={1, 0 -1
0, —3 1

a bilinearni forma f ma analytické vyjadreni
FO6y) = 3%,91 + X1¥2 + Xo1 — $X2¥3 — 3X3V2 + X3V
Definice 4.2.3. Vicholem kvadratické formy f, nazyvame vrchol jeji polarni bi-

linearni formy f. Rikame, e kvadraticka forma je reguldrni, obsahuje-li jeji vrchol
jen nulovy vektor. Neni-li kvadraticka forma regularni, fikame, Ze je singuldrni.

Umluva. Nadale budeme pouZivat jen symetrické bilinearni formy. Pfedpokla-
dejme proto, Ze polarni bilinearni formy ke kvadratickym formam f,, g,, h,, ...
oznadujeme po fadé f, g, h, ....

Vime, Ze ve vektorovych prostorech se skalarnim soudinem je nejvhodnégjsi pro
vypo&ty ortogonalni nebo ortonormalni baze. Jednoduchym zobecn&nim ortogo-
nalni baze je tzv. polarni baze kvadratické formy.

Definice 4.2.4. Bazi u,, ..., u, vektorového prostoru V nazyvame poldrni bazi
kvadratické formy f,, jestlize pro kazda i,j = 1, ...,n, i # j plati f(u;,u)) = 0.

Vidime, Ze analytické “vyjadieni kvadratické formy f, v polarni bazi ma tvar
(viz (2) -

(3) f00) = fiixd + .+ fuxk

Véta 4.2.2. KaZda kvadraticka forma f, ma polarni bazi.

Ditkaz. Je-li kvadraticka forma f; nulova, je tvrzeni zfejmé, protoZe kazda baze

vektorového prostoru V je polarni bhze kvadratické formy f,. MiiZzeme proto -

152

JECE

ptedpokladat, ze kvadraticka forma f, je nenulova. Dikaz provedeme tuplnou
indukeci podle dimenze n vektorového prostoru V:

1. Necht n = 1.V tom pfipadé je tvrzeni ziejmé, protozZe kazda baze vektorového
prostoru V je polarni baze kvadratické formy f,.

2. Necht tvrzeni plati pro vSechny kvadratické formy na v8ech vektorovych
prostorech dimenze n — 1. Ve vektorovém prostoru V, zvolme vektor u, tak, aby
bylo f,(u;) # 0. Dale polozme V' = {xeV,; f(u,, x) = 0}. ProtoZe zobrazeni [,
které kazdému vektoru xeV, pfitadi ¢islo f(u,, x) (tj. f'(x) = f(u,, x)) je ne-
nulova linearni forma (je f'(u,) = fo(u,) # 0), je V' vektorovy prostor dimenze
n — 1. Podle indukéniho pfedpokladu v ném tedy existuje polarni baze kvadratické
formy f, | V'. Oznatme ji u,, ..., u,. ProtoZe u, ¢ V', jsou vektory uy, ..., u, linearng
nezavislé a tvofi tedy bazi prostoru V', Tato baze je ziejmé& polarni bazi kvadratické
formy f,.

Piiklad 2. Nechf kvadraticka forma f, na vektorovém prostoru V = R?
piitazuje kazdému vektoru x = (x,, x,, x3), xe V &islo f,(x) = x} — 2x,x, + 4x,x;.
Urcete jeji polarni bazi a napiste jeji analytické vyjadieni v této bazi.

Reseni. Zvolime vektor u, tak, aby bylo f,(u;) # 0. Napf. u; = (1, 0, 0), potom
f>(uy) = 1. Napiseme matici F polarni bilinearni formy f (viz ptiklad 1):

L, ~1,0
F=|-1, 02
0, 20

Podle dikazu véty 4.2.2 musime urit podprostor V! = {xeV; f(u;, x) = 0}.
Podle poznamky 4 z odstavce 4.1 je V! mnoZina té&ch vektord x = (x;. x,, X3),
pro néz plati

1, =1, 0\ {x,
(,L,0,0) |—1, O,2|lx,{=0,
0, 2,0/ \x;

tj. x; — x, = 0. Udélame podruhé indukéni krok z dikazu véty 4.2.2. Budeme
zkoumat kvadratickou formu f, na podprostoru V' a hledat takovy vektor
u,e V1 aby f,(u,) # 0. Zvolme napf. u, = (0,0, 1). Zfejmé skutedné u, e V!, ale
pritom, vypodéteme-li hodnotu f,(u,), dostaneme f,(u,) = 0. Vidime, Ze zvoleny
vektor u, neumoziiuje pokracovat dale podle dikazu véty 4.2.2, a musime ho proto
zvolit znovu. PoloZzme tedy u, = (1, 1, 0). Potom dostaneme f,(u,) = — 1. Polozme
V2 = {xe V! f(u,, x) = 0}. Pomoci matice F dostaneme, Ze V? je mnoZina viech
xeV?! pro néz —x, + 2x; = 0, tj. V? je mnoZina vektord x €V, jejich? slozky
vyhovuji rovnicim

Xy — X5, =0,

4
@) —X, + 2x3 = 0. !
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Z¥cjmé dim (V?2) = 1. Za vektor u; proto miizeme vzit jakékoli feSeni soustavy (4),
napt. us = (2, 2, 1). Pomoci matice F miizeme snadno udélat zkousku a pfesvédcit
se, Ze skutend f(u,u,) = f(uy, u3) = f(u,, u3) = 0. PiSme x = xju; + x3u, +

}- x5u5. Analytické vyjadieni kvadratické formy f, v bazi u,, u,, u; ma potom tvar

f20%) = foluy) X7 + fo(uy) X7 + frus) x7,
4.
folx) = x? — X + 4x2.

Mame-li kvadratickou formu vyjadfenou v polarni bazi, ur¢ime snadno jeji
vrchol. Vidime, Ze soustava (5) z odstavee 4.1, jejimZ fe$enim vrchol je, ma v tomto
pripad€ tvar f, ¥, = 0, f2,9> = 0, ..., f,.¥, = 0. Vidime, Ze dimenze vrcholu kvadra-
lické formy f, je rovna po&tu nulovych koeficientt f;;, i = 1, ..., n pfi jejim vyjadfeni
v polarni bazi. Kvadraticka forma f, je regularni pravé tehdy, jsou-li viechny
kocficienty f;;,...,f,, nenulové (samoziejmé pii vyjadfeni kvadratické formy
v polarni bazi).

Umluva. Od této chvile az do konce odstavce budeme predpokladat, Ze vektorovy
prostor V,, ve kterém pracujeme, je realny, tj. Ze T = R.

Definice 4.2.5. Rikame, Ze kvadraticka forma f, na vektorovém prostoru V, je
4) pozitivné definitni, jestlize pro kazdy nenulovy vektor x € V, plati f5(x) > 0;
b) pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdy vektor x e V,, plati f,(x) = 0;
¢) negativné definitni, jestlize pro kazdy nenulovy vektor x € V, plati f,(x) < 0;
d) negativné semidefinitni, jestlize pro kazdy vektor x € V, plati f5(x) £ 0.

Jestlize existuji vektory y, ze V,, tak, Ze f,(y) > 0 a f,(z) < 0, fikame, Ze kvadraticka
forma f, je indefinitni.

Ptimo z definice 4.2.5 vyplyva, Ze kazda pozitivné definitni kvadratickd forma
je i pozitivng semidefinitni a kazd4 negativné definitni kvadratickd forma je
i negativné semidefinitni.

Jestlize kvadratickou formu f, vyjadfime v polarni bazi vztahem (3), miZzeme
zfejmé fYici, Ze kvadraticka forma f, je pozitivné definitni, resp. pozitivn€ semi-
definitni, resp. negativn& definitni, resp. negativng semidefinitni pravé tehdy, jsou-li
viechny koeficienty f,;, ..., fo, kKladné, resp. nezaporné, resp. zaporné, resp. nekladné.
Kvadratickd forma f, je indefinitni, je-li alespoil jeden z koeficientd fyy, ..., fu
kladny a alespoii jeden je zaporny.

Dale je zfejmé, Ze omezime-li definiéni obor kvadratické formy f, na podprostor
V, prostoru V, (tj. sestrojime kvadratickou formu f, | V}), tak v pfipadg, Ze kvadra-
tickh forma f, byla pozitivng definitni nebo pozitivné semidefinitni nebo negativné
definitni nebo negativnd semidefinitni, je kvadraticka forma f, | Vi stejného druhu
jako kvadraticka forma f,.
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Véta 4.2.3. Necht ve vyjadieni (3) kvadratické formy f, v polarni bazi 4 =
= (uy, ..., u,) z koeficientd f;, ..., f,, pravé p koeficientii je kladnych a pravé g
zapornych. Potom existuji podprostory V;, a V¥ prostoru V,, tak, Ze kvadraticka
forma f, | V', je pozitivng definitni, kvadratick4 forma f, | V7 je negativné definitni
a pro kazdé podprostory V., V! prostoru V,, pro které r > p, s > g, plati:
Kvadraticka forma f, | V; neni pozitivn¢ definitni a kvadraticka forma f, | V] neni
negativné definitni.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti dikazu miZzeme pfedpokladat, Zze vektory
u,,...,u, v bazi # jsou uspofédany tak, Zze f; >0 pro i=1,...,p, f; <0 pro
i=p+L.,p+tqgafy=0proi>p+qaizn Ziemé V, = [{uy,...,u,}],
V; =[{u,ss, ..., u,4,}] jsou hledané podprostory. Bud nyni V, podprostor V,,
pro ktery plati r > p. Polozme V,_, = [{u,, ..., u,}]. Podle I dilu (Uvod — od-
stavec 5)

r+@m—p =dmMV,nV,_ ) +dim[V,uV,_]

a tedy !
r+n—p=dim(V,nV,_ ) +n,
r—p=dim(V,nV,_).

Protoze je r > p,plati V, n V,_ # @ a existuje tedy nenulovy vektory e V, n Vi_ .
Z yeV,_, vyplyva, Ze f,(y) < 0. Tudiz kvadraticka forma f, |V, neni pozitivn&
definitni (y € V). Pro kazdy podprostor V7, pro ktery s > ¢, lze podobn& dokazat,
Ze kvadraticka forma f, | V! neni negativn& definitni. Ditkaz tohoto tvrzeni nechame
¢tenari jako cviceni.

Pravé dokazana véta nam fika, Ze Cisla p, g nezavisi na volbé polarni baze
kvadratické formy f,. V této vét€ jsou totiz &isla p, ¢ popsana bez pomoci polarni
baze. Jinak bychom vétu 4.2.3 mohli té7 zformulovat tak, ¢ p je maximum
z dimenzi viech podprostorii W prostoru V,, na nich? je kvadraticka forma f, | W
pozitivn€ definitni, a ¢ je maximum z dimenzi viech podprostordt W’ prostoru V,,,
na nichZ je kvadraticka forma f, | W’ negativn& definitni.

Definice 4.2.6. Nechf jsou splnény predpoklady véty 4.2.3. Potom uspofadanou
dvojici (p, q) nazyvame signatura kvadratické formy f, .

Pozndmka 3. Z véty 4.2.3 vyplyva, ze mame-li kvadratickou formu f, vyjadienu
ve dvou polarnich bazich, jsou polty kladnych koeficientd v obou vyjadienich
stejné a prave tak pocty zapornych kocficientl jsou v obou vyjadienich stejné.
Véte 4.2.3 vyjadiené timto zlaﬁsobem se obvykle fika zakon setrva¢nosti kvadra-
tickych forem.
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Véta 4.2.4. Bud f, kvadratickd forma na V,. Necht V¥, je podprostor
prostoru V,. PoloZme f;* =f,| V¥ ,. Oznalme (p, g), resp. (p* g*) signaturu
kvadratické formy f,, resp. f;*. Potom plati

p2p*zp-—1,
g2q9*z2q—-1

Dikaz. V&tu snadno dokazeme z pfedesié véty. Podle této véty existuje v prostoru
V} | jeho podprostor dimenze p*, na némz je kvadraticka forma f* pozitivné
definitni. Tento podprostor je v§ak téZ podprostorem prostoru V,. Tudiz p = p*.
Je-li obracen€¢ V), podprostor prostoru V,, na némZ je kvadraticka forma f,
pozitivng definitni, pak V, nV¥_, je podprostor prostoru Vy_,, na n€émz je
k‘vadratické forma f}* pozitivng definitni a dim(V, "V} ;) 2 p —1 (viz L dil,
Uvod — odstavec 5). Tudiz p* = p — 1. Nerovnosti pro g* lze dokazat obdobné.

Vita 4.2.5. Necht jsou splnény predpoklady véty 4.2.4. Oznaéme jeSté v, resp. v*
dimenzi vrcholu kvadratické formy f,, resp. f5*. Potom
(5) v+ 1zt - 1L

Diitkaz. ProtoZe p je polet kladnych, g pocet zapornych a v pocet nulovych
koeficient ve vyjadieni kvadratické formy f, v polarni bazi, je

(6) p+qg+v=n
)
(N pr+qg*+v*=n—1

Podle véty 4.2.4 je p* = p nebo p* = p — 1, ¢* = g nebo g* = g — 1. Probereme-li
viechny mozZnosti a vypo&itame-li v* ze vztahu (7), pak s pouzitim vztahu (6)
dostAvame, Ze mohou nastat jen tyto moZnosti:

p*=p, g*=q = *=v—1
®) p* =p, *=q-1=v*=v

p*=p—-1¢g*=q = v*=v

pr=p-1,4g*=qg—-1=v*=v+1

Tim je vztah (5) dokazan.

Pozndmka 4. Vétu 4.2.5 bychom mohli téZ dokazat bez pouziti véty 4.2.4.
Dokonce Ize v&tu 4.2.5 (na rozdil od véty 4.2.4) dokazat ve viech vektorovych
prostorech nad t¢lesem T, kde T je libovolné téleso, které nema charakteristiku 2.
Protoze viak y&tu 4.2.5 budeme pouZivat jen pro realné kvadratické formy,
spokojime se s jejim ditkazem pomoci véty 4.2.4.
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Jako u bilinearnich forem prozkoumame i u kvadratickych forem moznosti
rozsifeni realné kvadratické formy na komplexni kvadratickou formu.

Véta 4.2.6. Ke kazdé kvadratické forme f, na realném vektorovém prostoru V,
existuje pravé jedna kvadratickd forma fX na vektorovém prostoru VS (V€ je
komplexni rozsifeni prostoru V,, viz odstavec 3.1) tak, ze f5 |V, = f5.

Diikaz. Ke kvadratické formé f, sestrojime jeji polarni bilinearni formu fa k té
jeji komplexni roziteni < podle véty 4.1.2. Kvadratick4 forma f5 uréena bilinearni
formou f€ je zfejm& hledané rozSiteni. Tim je dokdzdna existence kvadratické
formy fy. DokaZeme jesté, Ze takova forma existuje pravé jedna. Bud F, dalsi
kvadraticka forma na prostoru V§, pro niz plati F, |V, = f,. Z véty 4.2.1 vyplyva,
%e pro jeji polarni bilinearni formu F plati F |V, x V, = f. Odtud podle véty 4.1.2
dostavame, ¥e F = €, a tudiz F, = f5. Tim je véta dokazana.

Cviteni
1. V dané bazi u,, u,, u; realného vektorového prostoru V; ma kvadraticka
forma f, analytické vyjadieni:

a) fo(x) = x} — Sx;x, + 4xy%5 + x3 — 2x,%5 — 3x3
b) fo(x) = (x; — x3) x5
Napiste matici jeji polarni bilinearni formy f v téZe bazi.

2. Napiste analytické vyjadfeni kvadratickych forem ze cvi€eni 1 v bazi u}, u5, uj.
Pfitom v} = 2u; + u,, U} = u, — u;, Uy = u; + u;.

3. Urcete polarni bazi u}, u,, uy kvadratickych forem ze cvieni 1. Bazi urcete
tak, aby v ptipadé a) bylo v}, = u,, U, = cu; + u;, kde ce R, a aby v pfipadé b)
bylo u| = u, + u,, v, = u, + du;, kde deR. V pfipadech a) i b) napiste
analytické vyjadieni kvadratické formy f, v polarni bazi v, u,, uj.

4.3 Zakladni vlastnosti kvadrik

Nyni jiZ muZeme definovat kvadriku tak, jak to bylo naznaceno na pocatku
kapitoly. AZ do konce kapitoly budeme piedpokladat, Ze A, je dany realny
n-rozmérny afinni prostor se zaméfenim V,. Symbol AS bude oznaCovat komplexni
rozsifeni afinniho prostoru A, a A,, resp. AL bude oznaovat projektivni rozsifeni
afinniho prostoru A,, resp. AS. Aritmeticky zaklad prostoru A,, resp. AY budeme
oznadovat W, ., resp. WS, ,. Toto oznateni miZeme pouZivat, protoZe podle
véty 3.4.7 je mozné prostor WS, | povaZovat za komplexni roziifeni prostoru W,, , ;.
Dale budeme predpokladat, Ze vSechny linearni, bilinearni a kvadratické formy
jsou formy na WS, ,, které jsme obdrZeli rozsifenim forem stejného typu na
prostoru W, , , . ProtoZe jiné formy nebudeme pouzivat, budeme v jejich oznacovani
vynechavat symbol C, kter§L jsme psali jako index vpravo nahote. P¥i oznagovani
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bodi z prostoru AS a vektor z prostoru WS, , budeme pouzivat imluvu zavedenou
v odstavcei 3.4.

Definice 4.3.1. MnozZinu @ < AY nazyvame kvadrikou v prostoru AY, jestlize
¢xistuje nenulova kvadraticka forma f, na WS, | tak, ze X € @ pravé tehdy, kdyz

/,(x) = 0. Kvadriky v AS nazyvame kuZelosecky.

Pozndamka 1. Pti definici kvadriky bychom se nemuseli omezovat na kvadratické
formy, které jsme dostali komplexnim rozsifenim realnych kvadratickych forem
(kvadratickych forem na vektorovém prostoru W, ), tak jak jsme to podle pfed-
chéazejici amluvy uéinili, ale mohli bychom pouzit libovolné kvadratické formy
na prostoru WS, ;. Kvadrikam z definice 4.3.1 bychom pak fikali formdlné redlné
kvadriky.

Zvolme bazi # = (u,, ..., u,) vektorového prostoru W, ., (to je téz baze vekto-
rového prostoru WS, ;). Necht pro X € AT je v této bazi X = (x,, ..., x,). Necht
kvadrika @ je uréena kvadratickou formou f, podle definice 4.3.1. PouZijeme-li
analytické vyjadieni kvadratické formy f, (viz (2) odstavec 4.2), dostaneme, Ze
X € @ prave tehdy, je-li

i,j=0
Vztah (1) nazyvame rovnici kvadriky Q. Rovnici (1) rozepiS§eme zvlast pro ptipady
n=1an=2 Pron =1 dostavame rovnici kvadriky na pfimce:

(2) foox(z) + 2fo1X0X4 +f11x% =0
Pro n = 2 dostavame rovnici kuZelosecky v roving:
(3) JooXd + 2fo1XoXy + 2f02X0Xs + f11X5 + 2f12X:1%, + f22%5 =0

Predpokladejme nyni, Ze n = 2 a Ze baze # je uréena repérem afinniho prostoru A,,
1j. Z¢ existuje bod P € A, tak, Ze u, = (1, P), u, u, je baze vektorového prostoru V,.
Necht v linearni soustavé soufadnic uréené repérem {P; u,, u,), pro X € A, plati
X =[x, y]. Potom miizeme v bazi # psat X = (1, x, y) (viz odstavec 3.4). Dosaze-
nim do vztahu (3) zjistime, Ze je X € @ pravé tehdy, je-li

4) foo + 2fo1x + 2f02y + f11%* + 2f12xy + f2,9% = 0.

Tim jsme vlastné dostali znAmou rovnici, kterou jsme vySetfovali jiZ v odstavci 3.2
v [G].

Vid&li jsme, Ze kvadriku v prostoru At jsme mohli definovat pomoci kvadratické
formy, protofe k prostoru At mame sestrojen vektorovy prostor WS, , tak, Ze
ka%dému nenuloyému vektoru xe WS, , odpovida n&jaky bod X e AL. Ptitom

dv&ma nenulovym vektortim z WS, | odpovida stejny bod pravé tehdy, jsou-li tyto
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vektory linearné zavislé. Stejna situace je vSak i u podprostori prostoru AT

Definici 4.3.1 miZeme tedy rozsifit nasledujicim zpisobem.

Definice 4.3.2. Bud P, podprostor prostoru A s aritmetickym zakladem Wi, ;.
Mnozinu @ < P, nazyvame kvadrikou v podprostoru P, jestlize existuje nenulova
kvadraticka forma f, na W, tak, Ze X € @ pravé tehdy, kdyZ f5(x) = 0.

Vime, e tzv. vlastni podprostory prostoru AL dostaneme projektivnim roz-
§ifenim podprostori prostoru AS. V tomto piipadé je definice 4.3.2 téméf zbyteCna.
V prostoru AS mame viak jest& nevlastni podprostory a definici kvadriky v téchto
podprostorech nemtizeme dostat z definice 4.3.1.

Nasledujici véta ma zakladni vyznam pro zkoumani kvadrik a umoZiiuje
zkoumat kvadriku prostfednictvim kvadratické formy, ktera tuto kvadriku uruje,
tj. zkoumat kvadriku prostfednictvim jeji rovnice.

Véta 4.3.1. Nechf kvadratické formy f, a f; na vektorovém prostoru Wg,
uréuji ob¥ stejnou kvadriku @ v prostoru AT. Potom existuje nenulové Cislo
ceRtak, ze f; = cf,.

Ditkaz. Zvolme bod A€ A,, A ¢ Q. Potom pro aritmetického zastupce a bodu 4
plati f5(a) # 0, a tedy i f3(a) # 0. Ozname ¢ = f,(a)/f,(a). Bud y € WS, ,. Polozme
x = ta + y. Potom f,(x) = f(ta + y, ta + y). PouZijeme-li vlastnosti bilinearni
formy z definice 4.1.1, dostavame

f2(x) = £’fy(a) + 2tf (a, y) + f(y)

a podobné vyjadieni dostaneme i pro kvadratickou formu f;. Protoze ob€ kvadra-
tické formy £, a f; uréuji stejnou kvadriku @, plati f,(x) = 0, pravé kdyz f;(x) = 0, .

&) ’f2(a) + 2tf(a, y) + faly) = 0,
praveé kdyz
(6) t’f(a) + 2tf"(a, y) + f3(y) = O.

Protoze kvadratické rovnice (5) a (6) maji stejné kofeny, je rovnice (6) nenulovym
nasobkem rovnice (5). Tudiz musi byt i f3(y) = cf,(y). Protoze y e Wy, byl libo-
volny vektor, je tim véta dokazana.

Pozndmka 2. Pii dikazu prede§lé véty jsme pouzili tvrzeni, Ze kofeny urcuji
kvadratickou rovnici aZ na nenulovy nasobek jednoznalné. Toto tvrzeni je vSak
spravné jen tehdy, bereme-li kofeny v télese komplexnich Cisel, tj. pracujeme-li
v prostoru W<, |.

Nasledujici véta je zfejma. Vyplyva z toho, Ze omezenim defini¢niho oboru
kvadratické formy na pod;irostor dostavame kvadratickou formu na tomto pod-
prostoru.
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Véta 4.3.2. Necht @ je kvadrika v prostoru AY a P}, je podprostor prostoru AC.
Potom bud @ > P;, nebo P, n @ je kvadrika v podprostoru P;.

Rovnici kvadriky v podprostoru P; dostaneme stejnym zpidsobem, jakym jsme
dostali rovnici kvadriky v prostoru AS. Musime pfitom pochopitelng pouivat
aritmetické baze prostoru P,. Specialné rovnice kvadriky na piimce, resp. v roviné
prostoru At bude opét rovnice (2), resp. (3).

4.4 Polarni vlastnosti kvadrik

V celém odstavei budeme pouzivat symboly a pojymy v souladu s predpoklady,
které jsme udélali v prede$lém odstavci. Dale budeme v celém odstavci pred-
pokladat, Ze @ je dana kvadrika v prostoru At urCena kvadratickou formou f,.
Polarni bilinearni formu ke kvadratické formé& f, budeme, jak bylo feeno v od-
stavei 4.2, oznafovat symbolem f. Zakladni pojem ptfi zkoumani kvadrik je pojem
konjugovanosti bodd. Nazorny vyznam konjugovanosti bodd je patrny z obr. 41.
Body A, B jsou konjugované vzhledem ke kvadrice, jestlize z jednoho z nich, napf.
bodu 4, miiZzeme vést teSny ke kvadrice tak, Ze druhy bod, bod B, leZi na spojnici
bodil dotyku. Konjugovanost bodéi budeme v8ak definovat jinak — vhodné&ji —
a o uvedeném geometrickém vyznamu konjugovanosti se piesvédime pozdgji.

A B

Obr. 41

Definice 4.4.1. Rikame, 7e dva body A4, Be AT jsou konjugované vzhledem ke
kvadrice @, jestlize pro jejich aritmetické zastupce a, b plati f(a, b) = 0.

P¥imo z definice konjugovanosti bodl vyplyva, Ze relace konjugovanosti je
symetrick4, tj. jsou-li konjugované body A, B, jsou konjugované i body B, A.
Jenom mimochodem — pfi definici konjugovanosti bodd podle obr. 41 bychom
futo vlastnost nedokazovali pravé snadno. Misto abychom fikali, ze body 4, B
jsou konjugované, budeme n&kdy ¥ikat, Ze bod A je konjugovany s bodem B nebo
obricend, e hod B je konjugovany s bhodem A. Vidime té¥, 7e kvadrika @ je
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mno¥ina viech bodd, které jsou konjugovany samy se sebou. Bud 4, B, C€ Aj,
nechf B # C. Potom je-li bod A konjugovany s obéma body B, C, je konjugovany
i s kazdym bodem X ptimky BC. Toto tvrzeni je opét zfejmé, vyjadiime-li aritme-
tického zastupce x bodu X vztahem x = x;b + x,¢ a pouzijeme-li definici konju-
govanosti bod@ a definici bilinearni formy. Analogickym zplsobem miZeme
dokazat nasledujici v&tu, jeji dikaz ponechame jako cviceni.

Véta 4.4.1. Budte A4, B, ..., B, € AC. Je-li bod A4 konjugovan s kazdym bodem B;,
i =1, ..., k, je konjugovan i s kazdym bodem podprostoru uréeného body Bj, ..., By.

Véta 4.4.2. Bod A4 kvadriky @ je konjugovan s bodem Be AL, B # A pravé
tehdy, je-li bud 4B < @, nebo AB n @ = {4}. UvaZované body A, B nejsou
konjugované pravé tehdy, kdyZ mnoZina AB n @ je dvoubodova.

Ditkaz. Potitejme prusediky piimky AB s kvadrikou @. X € AB pravé tehdy,
jestlize existuji &isla x,, x, € € tak, e x = x,;a + x,b (viz odstavec 3.4). Potom
X € @, pravé kdyz f,(x) = 0, j.

x} fa@) + 2x,x, f(a, b) + x3 f3(b) = 0.

ProtoZe Ae @, a tedy f,(a) =0, je X € @ pravé tehdy, je-li bud x, =0, a tedy
X = A(x = x;a),nebo

(1) 2x, f(a, b) + x, f>(b) = 0.

Vime, Ze jsou dvé mozZnosti:

1. f(a, b) # 0, potom feSeni rovnice (1) je ureno jednoznaln€ aZ na nasobek
(mZeme poloZit napt. x, = f5(b), X, = —2f(a, b)) a pfimka AB ma s kvadrikou
pravé dva riizné spoleéné body. Krom& bodu A je to bod majici aritmetického
zastupce fo(b)a — 2f(a, b) b.

2. f(a, b) = 0, potom bud f,(b) = 0 a v tom pfipadé je AB < @ (rovnici (1) fesi
kazda dvojice &sel x,, x, € C), nebo f,(b) # 0 a v tom piipad€ musi byt x, =0
a z feSeni rovnice (1) opét dostavame bod A.

Odtud jiz plyne tvrzeni véty.

Nyni zavedeme vrchol kvadriky. To bude pojem, jehoZ specialnim pfipadem
bude napf. vrchol kuzelové plochy.

Definice 4.4.2. Singuldrnim bodem kvadriky @ nazyvame takovy bod Ye A,
ktery je konjugovany s kazdym bodem X € AT. MnozZinu viech singularnich bodi
kvadriky nazyvame wvrchol kvadriky. Body kvadriky, které nejsou singularni, se
nazyvaji reguldrni.

Je zfejmé, Ze vrchol kvadriky @ je podprostor prostoru AfY, ktery ma za
aritmeticky zaklad vrchol pkislu§né kvadratické formy f,.
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Je-li Y singularni bod kvadriky @, je konjugovan s kazdym bodem prostoru Aj,
tedy i sim se sebou, a proto Ye @. Proto vrchol kvadriky leZi na kvadrice.

Nasledujici véta charakterizuje singularni body kvadriky geometrickym zpi-
sobem.

Véta 4.4.3. Bod Ye AT je singularnim bodem kvadriky @ pravé tehdy, jestlize
pro kazdy bod Ze @, Z # Yplati ZY c @.

Diikaz. Necht bod Y je singularni a necht Ze @, Z # Y. Potom Ye @, a tedy
{Y,Z) =« ZY n Q. Protoze body Y a Z jsou konjugované, musi podle véty 4.4.2
byt YZ < @. Necht nyni obracené YZ < @ pro kazdy bod Ze @. Potom
zFejm& Ye @. Necht X e AL. Podle véty 4.4.2 bud plati XY n @ = {Y}, a potom
jsou body X a Y konjugované, nebo existuje bod Z’e XY n @, Z’ # Y. Potom
YX =Z7ZX c @ a opét podle véty 4.4.2 jsou body X a Y konjugované. Provedena
Uvaha plati pro kazdy bod X € AT. Bod Yje tedy singularni.

Vysetfime jest& kvadriky na pfimce v prostoru AT, Jak bylo fe€eno, kvadrika @
na pfimce ma rovnici (2) z odstavee 4.3. Snadno zjistime, Ze rovnice (2) ma alespoii
jedno FeSeni, tj. Ze existuje alespoii jeden bod kvadriky Q. Z v&t 44.2 a 44.3 nyni
vyplyva nasledujici véta.

Véta 4.4.4. Kvadrika @ na piimce v prostoru AT je bud mnoZina dvoubodova
8 v tom pfipadé je kvadrika @ regularni, nebo mnoZina jednobodova a v tom
pripade je kvadrika @ singularni a jeji jediny bod je téZ jejim vrcholem.

V&tu 4.4.4 bychom téZ mohli snadno dokazat p¥imo z rovnice (2) z odstavce 4.3
bez pouZiti v&t 4.4.2 a 4.4.3.

MnoZina viech bodii X € AT konjugovanych s danym bodem A € AS vzhledem
ke kvadrice @ je podle definice 4.4.1 mnozina téch bodi X, pro néz plati f(a, x) = 0.
Vidime, Ze neni-li bod 4 singularnim bodem kvadriky @, je lineadrni forma pfi-
Pazujici kazdému vektoru x € WS, | &islo f(a, x) nenulova; jeji nulovou mnoZinou
je proto vektorovy podprostor dimenze n. Tento podprostor je aritmetickym
ziikladem nadroviny prostoru Ag.

Definice 4.4.3. Necht bod A neni singularnim bodem kvadriky @ v prostoru
AC. Nadrovinu vSech bod prostoru AS konjugovanych s bodem A vzhledem
ke kvadrice @ nazyvame poldrni nadrovina bodu A vzhledem ke kvadrice Q.
Je-li navic Ae @, nazyvame jeho polarni nadrovinu vzhledem ke kvadrice @
te¢nou nadrovinou kvadriky @ v bodé 4 a bod A nazyvame bod dotyku zminéné
{e¢né nadroviny.

Pfimo z definice polarni nadroviny a z definice vrcholu kvadriky vyplyva, Ze
polarni nadrovina ka%dého bodu (a tedy i kazda teéni nadrovina) obsahuje vrchol
kvadriky. ’
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Definice 4.4.4. Pfimka p v prostoru AT se nazyva tecna kvadriky @, jestliZe
pfimka p obsahuje alespoii jeden regularni bod kvadriky @ a pfitom bud p =« @,
nebo mnozina p N @ je jednobodova.

Pfimo z definic 4.4.3 a 4.4.4 a z véty 4.4.2 vyplyva nasledujici véta.
Véta 4.4.5. Necht A4 je regularni bod kvadriky @. Potom bod Y # A je bodem

" tené nadroviny kvadriky @ v bodé A pravé tehdy, je-li pfimka AY teCna

kvadriky Q.
Piiklad 1. V prostoru AS je dana kvadrika @ svou rovnici v dané aritmetické
bazi
XoX; + XoX, + 2XF + 2x,X, — X;X3 — X;%3 = 0.

Urcete jeji vrchol.

Reseni. Leva strana rovnice kvadriky je analytické vyjadieni kvadratické formy f,
uréujici danou kvadriku. Jako v piikladu 1 z odstavce 4.2 ur¢ime matici F polarni
bilinearni formy f-

o0 4 L 0
2 1, 0’ -2
0, -3 -4 0

Vime, Ze vrchol kvadriky ma za aritmeticky zaklad vrchol kvadratické formy f,,
coZ je zarovei vrchol bilinearni formy f'(viz definice 4.3.3). Vrchol bilinearni formy f
ziskame FeSenim soustavy linedrnich homogennich rovnic, pfi¢emZ matice soustavy
je matice F (viz (5) z odstavce 4.1):

X1+ 3%, =
3x0 +2x + X, — $x3=0
X0 + X4 —1x;=0

— 3x; = 3%, =

Snadno se piesvéd¢ime, Ze hodnost matice F je rovna dvéma. TudiZ miZeme fesit
napf. jen prvni dv€ rovnice (zbyvajici dvé jsou linearni kombinaci prvnich dvou).
Snadno zjistime, Ze FfeSenim téchto rovnic je dvojrozmérny vektorovy prostor
generovany napf. vektoryu = (0, 1, —1,2),v = (-2, 1, —1, 0). Vrchol kvadriky @
je pak podprostor majici za aritmeticky zaklad vektorovy prostor generovany
vektory u, v.

Piiklad 2. V prostoru A§ je dana kvadrika @ svou rovnici v dané aritmetické
bazi
x5 + 2xoxy — x3 + 6x,x, — 4x,x5 + 2x3 = 0.
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Presvédéte se, ze bod 4 = (-3,1,-2,1) je bod kvadriky @, a urcete rovnici
te¢né nadroviny kvadriky @ v bodé A.

Resent. Presvéd&ime se, Ze soutadnice bodu A vyhovuji rovnici kvadriky:
(=32 +2(-3)1 - 1224+6.1(-2)—4-21+ 2.12=0

Podobné jako v predchozim ptikladu urCime matici F polarni bilinearni formy f:

i, 0 0 1
0, '_1, 3’ 0
F= 0. 3 0, -2
1, 0, _2, 2

Polarni nadrovina bodu A vzhledem ke kvadrice @ (to je i t'eé‘né nadrovina
kvadriky @ v bodé A) ma podle poznamky 4 7z odstavce 4.1 rovnicl

(—'33 17 —25 1) F(XO’ X1, X2, x3)T =0
(symbolem T oznatujeme transponovani matice). Po vynasobeni matic dostavame
hledanou rovnici
—2xo — Txy + X3 + 3X3 = 0.
Priklad 3. Kuzelosetka @ v roviné AS ma v dané aritmetické bazi rovnicl
—x2 + 4xoxy + 2x0X5 + x? — 2x;x, = 0.
Napiste rovnice jejich teten prochazejicich bodem A=(,01.

Reseni. Snadno se pfesvédtime, Ze A ¢ Q. Stejné jako v pfedchozich piikladech
napiseme matici F polarni bilinearni formy f"

-1, 2, 1
F=1| 2, 1, —1
1, -1, O
Polarni nadrovina a bodu A4, nebo struéndji poldra bodu A, ma potom podle
poznamky 4 z odstavce 4.1 rovnici
(1,0, 1) F(xo, X1, X2)" = 0.
Po upravé dostaneme rovnici
X4 + Xq &= 0

Uréime pruseiky pfimky a s kuzeloseckou @. Bude-li T ;al;o;y pr'ﬁs'eéiki;r):llﬁfl
j J %e lezi na jeho polafe. Jestlize bod Tneni Sngu

konjugovany s bodem A, protoze leZi na Jev g b ’

bodjers kuZelosetky @, musi tedy tetna kuzeloseCky Q v t.)od? ’I:prochaz.etv bf)demdii

(protoze body A, T jsou konjugované). Poznamenejme jeté, Ze v rovine j¢ po
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véty 4.4.5 teCna totéZ co tend nadrovina. Abychom urdili priseliky pfimky a
s kuzelose¢kou @, vyjadtime pfimku a parametricky. Zvolime dva libovolné body
B,Cea, napt. B=(1,0,0), C = (0, 1, —1). Potom aritmetického zistupce x kai-
dého bodu X € BC maZeme psat ve tvaru

(2) x =rb + sc,

kde r,se €. K tomu, aby pro zvoleny bod X ea platilo jeité X e @, je nutné
a stadi, aby f,(x) = 0, tj.

(3) falrb + se) = 0.

RozepiSeme-li obdrZenou rovnici pomoci polarni bilinearni formy f a pouZijeme
vlastnosti z definice bilinearni formy, snadno rovnici (3) upravime na tvar

4 r2f,(b) + 2rsf(b, ¢) + s*f5(c) = 0.
Pomoci matice F dostaneme
fab) = (1,0,0)F(1,0,0)" = —1

a podobnéf(b, ¢) = 1, f,(c) = 3. Vidime, Ze pro kazdé feleni (r, s) # (0, O) rovnice (4)
je s # 0. Proto miizeme rovnici (4) vydélit &islem s2:

(5) —<L>2+2%+3=0

S

Kvadraticka rovnice pro r/s, kterou jsme obdrzeli, ma dva kofeny 3 a —1. Napf.
rovnici r/s = 3 je dvojice (r, s) uréena jednoznatné aZ na nasobek a vSechny tyto

dvojice ur€uji jediny bod — oznatme ho T,. Podobn& kofen —1 rovnice (5)
uruje bod T,. Bod T; mizeme tedy urcit napf. Cisly r = 3, s = 1, bod T, &isly
r = —1, s = 1. Aritmetické zastupce t,, t, bodt T;, T, obdrzime dosazenim do

rovnosti (2):
t, =3(1,0,0+ 10,1, -1) =3, 1, —1),
t,=(-1(0,0+10,1, -1) =(-11, -1)

Tudiz hledané te¢ny kuZeloseCky @ prochazejici bodem A jsou pfimky AT,, AT,,

kde T, = (3,1, —1), T, = (—1, 1, —1). Snadno lze téZ urdit rovnice té&chto pfimek.
Dostaneme

ATy xg —4x, — x, =0,
ATz: x0+x2=0.

Definice 4.4.5. Kvadrika, jejimZ vrcholem je prazdnd mnoZina, se nazyva
reguldrni. Kvadrika, kterd neni regularni, se nazyva singuldrni.

Piiklady regularnich kvadrik jsou, jak se dale ukaZe, znamé kuZelosecky —
elipsa, parabola, hyperbola. Dale se ukaze, jak miizeme singularni kvadriky zkoumat
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pomoci regularnich kvadrik. Singularni kvadriky jsou podle definice 4.4.5 pravé
ty kvadriky, které maji neprazdny vrchol. Dfive neZ vyslovime pfislu$nou vétu,
uvedeme jesté jedno tvrzeni.

Méjme dany dva podprostory P,, P, prostoru AS. Ptimo z definice 4.4.1
vyplyva, Ze je-li bod Ye AT konjugovan s kazdym bodem X' eP, i s kazdym
bodem X” e P/ vzhledem ke kvadrice @ = AT, je konjugovan i s kazdym bodem
XeP,v P

Véta 4.4.6. Bud @ kvadrika v prostoru AT, P/ jeji vrchol a P, takovy pod- .

prostor prostoru AY, Ze PP, =0 a P/vP,=AT. Potom @ =@nP, je
regularni kvadrika v prostoru P; a

(6) @= () P/v{X}
X'e@

Obr. 42

Obr. 43

Nazorny vyznam véty 4.4.6 miZeme sledovat na obr. 42 a obr. 43. Na obr. 42 je
pkiklad kvadriky @ v prostoru AY, ktera ma za vrchol bod Pj. Véta 4.4.6 pak Fika,
7¢ rovina P, neprochazejici vrcholem protne kvadriku @ v regularni kuZelo-
setee @’ a kvadriku @ dostaneme jako sjednoceni viech primek PjX, kde bod X
probihd kuZeloseCku @'. Podobn& na obr. 43 je nakreslen pfipad kvadriky @
v prostoru A o vrcholu P{. Kvadrika @ je pak protata pfimkou P}, mimob&*nou
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s P]. Potom @ = {4, B} (viz véta 4.4.4) a kvadrika @ je tedy sjednocenim dvou
roving, = {4} v P{ag, = {B} Vv P].

Podotknéme jeits, Ze z predpokladt P/ n P, =0 a P/ v P, = AT z véty 4.4.6
vyplyva podle véty 3.4.3, Ze r + s = n'— 1. TudiZ dimenze s podprostoru P} je jiz
uréena dimenzi vrcholu P} kvadriky @.

Dikaz véty 4.4.6. Nejdiive ovéfime, ze kvadrika @' je regularni. Dtkaz
provedeme sporem. Nechtf bod Y je singularni bod kvadriky @/, tj. bod Y je
konjugovan s kazdym bodem X’e P, vzhledem ke kvadrice @’. Je-li kvadrika @
uréena kvadratickou formou f, a je-li W;,, aritmeticky zaklad podprostoru P,
vime, Zze kvadrika @ je urfena kvadratickou formou f = f,|W;,;. Tudiz
bod Y je konjugovan s kazdym bodem X’ € P i vzhledem ke kvadrice @. Protoze
bod Y je téz konjugovan s kazdym bodem X”e P/ (P! je vrchol kvadriky @),
je, jak bylo konstatovano pied vétou 4.4.6, téZ konjugovan s kazdym bodem
X e AT, a tudiz Y je singularni bod kvadriky @Q. Proto plati Y € P/, coZ je spor
s pfedpokladem P; n P, = 0. Zbyva dokazat rovnost (6). Z véty 4.4.3 vyplyva, Ze pro
kazdy bod X' e @' je P/ v {X} = @. Odtud plyne, Ze

7 a> | Pvi{xl]

X'e@'
Nechf nyni Xe @ a X ¢ P/. Potom dim P, v {X} =r + 1 a z véty 3.4.3 snadno
dokéazeme, Ze (P, v {X}) n P, # 9. Bud Y e (P v {X}) n P,. Stejn& jako u bodu X’
plyne z v8ty 44.3, 7e P;v {X} c @. Tudiz Y e @ a zfejm& P, v {X} = P/ v {Y'}.
Proto Xe |} P/v{X'}a
Xe@
(8) Qc |J P/v{X}
Xee
Ze vztahi (7) a (8) vyplyva dokazovana rovnost (6).

Viimnéme si jeStd zobrazeni, které kazdému bodu Y € AT, ktery neni singularnim
bodem kvadriky @, pfifadi jeho polarni nadrovinu vzhledem ke kvadrice Q.
Toto zobrazeni se nazyva polarita. Ozna¢me P, vrchol kvadriky @ a M mnoZinu
viech nadrovin prostoru AT. Polarita je tedy zobrazeni mnoziny AT \ P/ do
mnoZiny M. Zjistime, kdy je toto zobrazeni prosté. Dvéma bodim Y, Z e AT \ P/
odpovidaji nadroviny gy a g, o rovnicich f(y, x) = 0 a f(z, x) = 0(f, je kvadraticka
forma urcujici kvadriku @ a y, resp. z je aritmeticky zastupce bodu Y, resp. Z).
Plati ¢y = ¢, pravé tehdy, existuje-li &islo ¢ # 0, ce C tak, Ze

9 [z, x) = cfly, x)

pro kazdy vektor xe WS, ;. Rovnost (9)je zfejmé ekvivalentni rovnosti f(z — cy, x) =
= 0. Tudiz vektor u =z — ¢y urluje bod U z vrcholu kvadriky. Odtud jiz
snadno vyplyva véta 4.4.7. \
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Véta 4.4.7. Dvéma bodim Y, Z nelezicim ve vrcholu Py kvadriky @ je pfifazena
stejnd polarni nadrovina pravé tehdy, je-li piimka YZ rGznobézna s vrcholem P;.

Je ziejmé, Ze polarni nadrovina kazdého bodu obsahuje vrchol kvadriky Q.
Odtud vyplyva, ze je-li kvadrika @ singularni, polarita nezobrazi mnoZinu
AU\ P/ na mnozinu M. Nechf tedy nyni je kvadrika @ regularni. Zvolme
bazi # prostoru WS, ;. Je-li v této bazi Y = (yo, ..., y,), polarni nadrovina bodu Y
ma rovnici

Y fiyx;=0

i,j=0

nebo, coZ je totéz,

.M=
™=

(

0 i

fijyi) X; = 0.

J 0

Bud nyni ¢ € M libovoln4i nadrovina. Necht

aix; =0

e

0

J
je jejt rovnice. K tomu, aby ¢ byla polarni nadrovina bodu Y, ziejmé stali, aby
platilo

(10) Zfijyizaja j=0,..,n
i=0
ZapiSeme-li rovnosti (10) v maticovém tvaru, dostaneme

(11) Vo, s Y F = (aq, ..., a,),
kde F je matice bilinearni formy f. Méame-li nadrovinu g, uréime snadno bod Y
7 rovnice (11)

(12) o -ee» ¥a) = (@g, . a) 1.
Tudiz plati nasledujici véta.

Véta 4.4.8. Je-li @ regularni kvadrika, je polarita vzhledem ke kvadrice @

vzajemné jednozna&né zobrazeni prostoru AL na mnoZinu M viech nadrovin
tohoto prostoru.

Dtikaz. Ze polarita je zobrazeni prosté, plyne z véty 4.4.7, Ze je to zobrazeni
na M, vyplyva z rovnosti (12).

To, ¢ v pfipadé regularni kvadriky @ je polarita zobrazeni na M, jsme
mohli snadno dokazat téz pfimo bez pouZiti soustavy soufadnic. Pravé tak
obracend vétu 4.4.7 1ze dokazat ze vztahu (11).
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Cviceni
1. V prostoru AY je dana kvadrika rovnici
a) XoX; + XoX3 + X1X; — 2X,X3 + X,X3 — 2x3 = 0,
b) x§ + x7 — 2x,x, + dxox; = 0,
C) XoX; + XoX3 + X;X; — 2X1X3 + X,x3 — 2x3 = 0.
Urcete jeji vrchol P,
2. Overte, Ze bod 4 = (4,4, —4, —1) lezi na kvadrice @: x§ — 2xox; + 4xox; +
+ 2x3 = 0 v prostoru AS a ur€ete rovnici te¢né nadroviny kvadriky @ v bodé A.
3. V roviné AY napiste rovnice teden t, t, vedenych z bodu 4 = (0, 1, —1) ke
kuzeloseGce 2x§ — 2x;x, — x§ — 4x,X + 3x3 = 0. Na tenach 1,1, urete
body dotyku T, T;.
4. Vprostoru A§ je dana kvadrika @ rovnici —x2 + 4xox, — 2x,x;3 + 2x2 + x2 = 0.
Urcete rovnice te¢nych rovin t,, 7, kvadriky @ prochazejicich pfimkou PQ,
kde P = (=3,1, =2, —4), Q = (22,0, 7, 34). V tenych rovinach t,, 7, naleznéte
body dotyku T,, T,.

4.5 Afinni vlastnosti kvadrik

V tomto odstavci si budeme v8imat souvislosti mezi teorii kuZelosedek a kvadratic-
kych ploch vyloZenou v kapitole 3 v [G] a teorii kvadrik, kterou se zabyvame nyni.

Méjme tedy v realné afinni rovin& A, zvolenu linearni soustavu soufadnic &
danou repérem (P;u;, u,). Necht v této linearni soustavé soufadnic je kuzelo-
seCka k dana rovnici

(1) ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0,

4. bod X =[x, y] lezi na kuZelosetce k pravé tehdy, je-li splnéna rovnice (1).
Utvofime komplexni rozsifeni AS roviny A, a projektivni rozsiteni AS afinni
roviny A§. V aritmetické bazi # = (1, P), u,, u,> ma kazdy bod X € AS homo-
genni soufadnice Xx,, Xy, X,, pfiemZz x, # 0. Potom jeho linearni soufadnice
jsou x = X /xq, y = X2/x. TudiZ X € k pravé tehdy, kdyz

a(x, [xo)* + 2b(x,[xq) (X2/X0) + c(x2/X0)? +
+ 2d(x,[xq) + 2e(x;/xg) + f = 0.

Po vynasobeni vysledné rovnice Cislem x3 dostaneme
(2) axi + 2bx;x; + ox3 + 2dx,x, + 2ex,x0 + fx2 = 0.

Ukazali jsme, jak z rovnice (1) mlZeme dostat rovnici (2). Snadno udé&lame
obraceny postup. Nejdfive si uvédomime, ze ma-li bod X € A§ soufadnice x, y
v linearni soustavé soufadnic ¥, ma homogenni soufadnice 1, x, y v aritmetické
bazi 4. Je-li tedy kuzelosetka k dana v roving AY rovnici (2), dostaneme rovnici (1)
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kuzeloseCky k n AS (kuzelosetka v AS) tak, Ze do rovnice (2) misto trojice
(x9, Xy, x,) dosadime trojici (1, x, y). Stejny postup bychom zfejm& mohli provést
v afinnim prostoru libovolné dimenze a v jeho projektivnim roz§ifeni. Specialné
¢ rovnice kvadratické plochy v prostoru A; nebo E; uvedené v kapitole 3 v [G]
dostaneme uvedenym postupem rovnici kvadriky v prostoru A a obraceng.

V prostoru AY jsme zjisfovali, do jaké miry je rovnice kvadriky uréena touto
kvadrikou (v€ta 4.3.1). Stejnou otazku si poloZime i v prostoru A,. Jiz v uvodu
kapitoly 3 jsme zjistili, Ze v realném prostoru dv€ rovnice téZe kvadriky spolu
nemusi téméf vibec souviset (napf. rovnice kuZeloseek x2 + y> =0 a 3x2 +
+ 2y* = 0). Timto zji’t¥nim jsme motivovali zavedeni komplexniho rozsiteni
afinniho prostoru. Proto i nadale budeme pracovat v prostoru AS. Protoze od
rovnice (1) mizeme pfejit k rovnici (2) a obracené od rovnice (2) zase k rovnici (1),
stai zjiSfovat, do jaké miry je rovnice (2) uréena jen vlastnimi body kvadriky
v prostoru AS. '

Véta 4.5.1. Necht kvadraticka forma f,, resp. f%, na vektorovém prostoru
WE, | urduje kvadriku @, resp. @’ v prostoru AS. Nechf pro nevlastni nadrovinu v
prostoru AY plati v @ a v ¢ @ a nechf @ N AS = @ n AS. Potom existuje
nenulové Cislo c € R tak, 7e [ = cf,.

Ditkaz. Protoze v ¢ @, resp. v ¢ @', existuje bod Bev, resp. B'ev tak, zZe
B¢ Q, resp. B’ ¢ @'. Podle véty 4.4.4 ma ptimka BB s kazdou z kvadrik @, @
spoleéné nejvyie dva body. Tudiz existuje bod A€ BB tak, 7e A¢ @ i A¢ @
Dale postupujeme jako pti diikazu véty 4.3.1. Pro aritmetického zastupce a bodu A
plati f,(@) # 0 i f5(a) # 0. Oznalme ¢ = f5(a)/f2(a). Bud ye WS, \ VS (V, je
zamé&feni afinniho prostoru AS, a tudiz i aritmeticky zaklad nevlastni nadroviny v).
Jako pfi dikazu véty 4.3.1 poloZme x = ta + y a dosadme do kvadratickych
forem f, a f3. Pro priseéiky pfimky AY s kvadrikou @, resp. @ dostaneme
rovnice

(3) t*f,(a) + 2tf(a, y) + fo(y) =0,
resp.
4 tf5(a) + 2tf(a, y) + f5(y) = 0.

Protoze A¢@ i A¢@ a AYnv={A4}, lezi prisetiky pfimky AY s obéma
kvadrikami v prostoru AS,atudi? AYn @ = 4Yn @' (plati @ n AS = @ n AS).
Rovnice (3) a (4) maji proto stejné kofeny a jedna je nenulovym nasobkem druhé.
Proto plati i f%5(y) = ¢f,(y). Zbyva dokazat, Ze plati [,(x) = cf,(x) i pro kaidy
vektor x € V<. Vektor x miZeme psat ve tvaru x = C — D, kde C, De AS, a tedy
x = (1,C) — (1, D), kde (1, C), (1, D)e WS, ,. Oznaéme ¢ = (1, C), d = (1, D). Po-
dobné jako u vzorce (1) z odstavce 4.2 plati

fale = d) = fy(e) — 2f(c, d) + f,(d),

Jale + d) = f5(c) + 2f(c, d) + f3(d).
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Seftenim obou rovnosti a jednoduchou dpravou dostaneme
f2(0) = 2f3(€) + 2f5(d) — fi(c + d).

Vidime, ze ¢ +d = (1,C) + (1,D) = (2, 4C + iD) e WS, \ V&, Vyjadiime-li
stejnym zpilisobem i hodnotu f5(x) a pouZijeme-li rovnost 12(y) = cfa(y) (plati pro
kazdy vektor ye Wy ; \ VY), dostaneme i rovnost f4(x) = cf,(x). Tim je véta
dokazana.

Vsimn&me si nyni kvadrik obsahujicich nevlastni nadrovinu v. Necht pro
kvadriku @ plati v < @. V afinnim prostoru A, zvolime repér # = (P;uy,...,u>.
Ten urtuje bazi # = ((1, P),u,,...,u,> vektorového prostoru WS, . Protoze
v = @, musi byt kvadraticka forma f, uréujici kvadriku @ nulova na vektorovém
prostoru V. Tudiz i f(u;, u)=0pro i,j=1,...,n a rovnice kvadriky @ ma
nyni tvar (viz (1) z odstavce 4.3)

(3) Jooxd + 2fo1xox; + ... + 2fonXox, = 0

. neboli

Xo(fooXo + 2fo1 %y + ... + 2fg,x,) = 0.

Vidime, Ze kvadrika @ se v tomto piipadé sklada z nevlastni nadroviny v a z dali
nadroviny o rovnici

fOOXO + 2f01x1 + ...+ 2f0,,x,, = 0

Bud nyni @’ kvadrika o rovnici

(fooxo + 2f01x1 + ... -+ 2f0,,xn)2 = 0

Ziejmé rovnice kvadriky @’ neni nasobkem rovnice kvadriky @. Pfesto viak plati
QN Al =@ A Predpoklad v & @ a v ¢ @, ktery jsme udélali ve véts 45.1,
tedy nelze vynechat. Kdybychom se v rovnici (5) omezili jen na body z prostoru AY,
mohli bychom pejit k linearnim soufadnicim, stejné jako jsme piesli od rovnice (4)
k rovnici (3). V tom ptipadé bychom rovnici (5) vyd&liti x% a za x;/xo (i = 1, ..., n)
bychom dosadili linearni soufadnice. Ztejmé€ bychom dostali rovnici nadro-

viny — rovnice tvaru f(X) = 0, kde f je linearni funkce na prostoru AS. Ud&lame
nasledujici tmluvu.

Umluva. Nadale budeme pfedpokladat, Ze pokud nadrovinu afinniho prostoru
A_,? }oereme jako kvadriku, tak v pfipadg, Ze tato nadrovina ma rovnici f(X) = 0
(f je linearni funkce na AY), uréujeme tuté nadrovinu jako kvadriku rovnici

(f(X)? = 0.
Pravé u¢inénd Gmluva znamena, %e napf. u kuZelosedek danych rovnici (1)

vyluCujeme ty rovnice, ve kterych je a=5b =c = 0. Nyni zfejmé plati nasle-
dujici tvrzeni.
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Disledek véty 4.5.1. Pii provedené umluvé je rovnice (1) kuZelosecky k
v afinni roving AS urlena touto kuZelosetkou jednoznan& aZ na nenulovy
niisobek. Analogické tvrzeni bychom mohli vyslovit i pro kvadratické plochy
v prostoru AS.

P
Obr. 44a Qbr. 44b

Nadale budeme opét pracovat s kvadrikami v prostoru AT, protoZze z véty 4.5.1
u jejiho disledku je ziejmé, jakym zpiisobem miZeme piejit napf. od kuZeloseCky
v roving AS ke kuZeloseSce v projektivnim rozifeni AS afinni roviny AS. PouZiti
nevlastnich bodh pfinasi zna¢né vyhody. Napt. v afinni roviné se obtizné definuji
tedny kuZelosetky. Nelze je totiz definovat, na rozdil od kuZelosetek v roving AS,
juko pfimky majici s kuZeloseCkou pravé jeden spole¢ny bod. U hyperboly totiz
vadi rovnob&Zky s asymptotami, u paraboly rovnob&Zky s osou (obr.44a,b —
ptimky p,, p,, p3). Vsimnéme, si jak je tato nesniz odstranna v projektivnim
roz8ifeni afinniho prostoru, napf. u hyperboly. Hyperbola ma ve vhodné zvolené
soustaveé soufadnic rovnici

x2

2
(6) S —dr=1,

jeji asymptoty maji rovnice

b b
(7) —_‘;x’ y = —Fx

4 rovnice pfimek rovnob&znych s asymptotami jsou
b b
) y=_,x+4 =-—x+g

kde g€ C. Pfejdeme-li od rovnice (6) k rovnici v homogennich soufadnicich tak,
jak jsme to ud&lali na podatku odstavce, dostaneme rovnici hyperboly ve tvaru

9) —x% + x}la® = x5/ =0
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a rovnici pfimky rovnobézné s asymptotou (viz (8)) napf. ve tvaru

(10) gxe + (bla) x; — x, = 0.
Budeme-li poéitat priseciky kuzelosecky (9) s pfimkou (10), vyjadiime ptimku (10)
parametricky, napf. pomoci bodti C = (1,0, gq), D = (0, g, b),

(1) x = rc + sd.
Ptitom x, ¢, d jsou po fad€ aritmetiCti zastupci bodtt X, C, D. RozepiSeme-li (11)
v soufadnicich, dostaneme

Xo=7F, X, =4as, X,=qr+ bs.
Dosadime-li odtud do rovnice (9), dostavame po jednoduché upravé
—r? — r2q?/b* — 2rsq/b = 0.

Z této rovnice vyplyva, Ze musi byt r =0, a tedy X = D, nebo (1 + ¢2/b?) +
+ 2sq/b = 0. Tuto rovnici fesi dvojice &isel r = 2bg, s = —(b* + ¢°) a jeji nasobky.
Dostavame druhy prasecik

x = 2bge — (b* + ¢*)d, X = (2bq, —a(b® + 4%), b(g* — b?)).
Vidime, Ze rovnobéZky s asymptotou protinaji kuzeloseCku kromé bodid vyznace-
nych na obr. 44a je§té v nevlastnim bodé D. Dale vidime, Ze asymptota y = xb/a

(pfimka (10) pro g = 0) je vlastné te€na s bodem dotyku D. Podobné¢ bychom
zjistili, Ze i rovnobéZky s osou paraboly maji s parabolou kromé& bodi vyzna¢enych

s wow

V nasledujicim pfikladu pouZijeme postup znamy jiz z piikladu 3 z odstavce 4.4.

Ptiklad 1. V afinni roviné A, mame danu kuZeloseCku (v dané linearni
soustavé soutfadnic) rovnici

x? —2xy+3y2 —2x +4y -3 =0.
Urcete te¢ny této kuZelosecky tak, aby jejich zaméfeni obsahovalo vektor u = (3, 2).

Reseni. Obvyklym zpisobem napideme rovnici kuZelosetky v homogennich
soufadnicich
—3x3 — 2xox; + 4xox, + x2 — 2x,x;, + 3x2 = 0.

Vektor u je aritmetickym zastupcem nevlastniho bodu U = (0, 3,2), a mame
tedy urcit teny dané kuZelosetky prochazejici bodem U. Postupujeme stejné
jako v pfikladu 3 z odstavce 4.4. Uréime matici F kuzelosecky

-3, -1, 2
F=|-1, 1, -1}
2,1, 3
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Nyni napi$eme rovnici polary bodu U

(Oa 35 2) F(an X1 xz)T = 0,

—7x0 + 2XI - 3x2 = 0.

Vypocitime priseciky polary bodu U s kuzelosetkou (napf. tak, Ze piimku vy-
Jjadtime parametricky, pomoci dvou jejich bodd, a dosadime do rovnice kuZelosecky).
Dostaneme body 4 = (1, 2, —1), B = (1, —1, 0). Ptejdeme-li zpét od homogennich
soufadnic k linedrnim, obdrzime A = [2, —1], B = [—1,0]. Nyni zbyva napsat
rovnice pfimek ur€enych bud bodem A, nebo B a zaméfenim [{u}]:

2x =3y —7=0, 2x—3y+2=0

Rovnice hledanych pfimek, teCen vedenych ke kuzelosetce z bodu U, jsme
mohli téZ dostat jako rovnice polar bodi 4 a B.

Nyni budeme pomoci polarnich vlastnosti definovat znaimé pojmy — stied,
» asymptoty atd. Potom se pfesvédCime, ze nové zavedené pojmy odpovidaji béznym
pfedstavam.

Definice 4.5.1. Bud @ kvadrika v prostoru AL. Bod Se AS se nazyva stied
kvadriky @, je-li konjugovan s kazdym nevlastnim bodem prostoru AT, Nevlastni
bod (tj. smér) kvadriky @ se nazyva asymptoticky smér kvadriky Q. Vlastni
te€né nadrovina kvadriky @ s nevlastnim bodem dotyku se nazyva asymptotickd
nadrovina kvadriky @. Vlastni nadrovina g, jejiz kazdy bod je konjugovan
s nevlastnim bodem U ¢ g, se nazyva priimérovd nadrovina sdrufend se smérem U.
Jestlize n = 2, nazyva se asymptoticka nadrovina asymptota a primérova nadrovina
priimér. Priméry, z nichz kazdy je sdruZzeny se smérem druhého, se nazyvaji
sdruZené priméry kuzelosecky.

Pfedpokladejme, Ze na pfimce A mame danu kvadriku @. Nechf na této
ptimce je zvolen repér (P;u). V linearni soustavé soufadnic uréené timto
repérem mizeme psat rovnici kvadriky ve tvaru

(12) ax®> + bx + ¢ = 0,

kde a # 0. Ke kazdému bodu X € A§ miZeme najit bod X’ stiedové soumérny
podle bodu P, tj. takovy bod X', Ze bod P je stfedem dvojice (X, X’). Je-li v dané
lincarni soustavé soutadnic X = [x], zfejmé& X’ = [ —x]. Kvadrika @ je stfedové
soumérna podle bodu P, jestlize X € @ pravé tehdy, kdy?z X’'e @, tj. plati-li
rovnost (12) pravé tehdy, plati-li rovnost

(13) a(=x)* + h(=x) + ¢ = 0.
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To plati pravé tehdy, uréuji-li rovnice (12) a (13) stejnou kvadriku, coz plati pravé
tehdy, je-li b = 0. NapiSeme rovnici kvadriky @ v homogennich soufadnicich
v aritmetické bazi (1, P), u:

cxg + bxox; +axi =0

Potom b = 2f((1, P), u) (viz (2) z odstavce 4.2 a (2) z odstavce 4.3). Odtud vyplyva
nasledujici véta.

Véta 4.5.2. Kvadrika @ na ptimce A§ je stiedové soumérna podle bodu
Pe A§ pravé tehdy, jsou-li body P a U (neviastni bod pfimky AY) spolu
konjugované.

Véta 4.5.3. Bud @ kvadrika v afinnim prostoru AY. Potom bod S je stfedem
kvadriky @ pravé tehdy, je-li mnozina @ n AS stiedové soumérna podle bodu S.

Dilkaz. Tvrzeni véty dostaneme, pouZijeme-li vétu 4.5.2 na prinik kvadriky @
s kazdou piimkou prochazejici bodem S a neleZici na @. Piimky leZici na @
a prochazejici bodem S jsou ziejmé podle bodu S soumérné a kazdé dva body
takové pfimky jsou konjugované.

Pozndmka 1. Je ziejmé, Ze kazdy st¥ed kvadriky lezi v kazdé jeji primérové
nadroviné i v kazdé jeji asymptotické nadroving.

Zavedeme si jest€ jedno oznafeni. Kvadrika, resp. kuZelosecka, ke které
existuje stfed, se nazyva stfedovd kvadrika; resp. kuzelosecka. Kvadrika, resp.
kuZeloseCka, kterd neni stfedova, se nazyva nestiedovd kvadrika, resp. kuzelosecka.

Pozndmka 2. Rada pojmt, které jsme zavedli nebo které jestd zavedeme, byla
jiz definovana v kapitole 3 v [G]. Podobné tvrzeni lze vyslovit i o v&tach, které
uvadime. To, Ze definice pojmi a véty uvadime je§té jednou, ma tfi davody:
Za prvé je to vhodné z divodu celistvosti vykiadu, za druhé ukazujeme, Ze miZeme
pracovat v afinnim prostoru a nepotiebujeme vidy euklidovsky prostor jako
v kapitole 3 v [G] a za tfeti tim, Ze pouZivime zavedeny aparat (bilinedrni
a kvadratické formy a nevlastni body), mlizeme vét§inou formulovat pojmy a doka-
zovat véty podstatng snadné&ji nez v kapitole 3 v [G].

Ukéazeme si nyni postup vypoctu stfedu kvadriky. Pfedpokladejme, Ze kvadrika @
je dana rovnici v aritmetické bazi # urlené repérem £ afinniho prostoru Af.
Necht je to rovnice

z ﬁjxi.x}' = 0
i,j=0
Body Y a X jsou konjugované, pravé kdyz
(14) z fijx;@j =0,

i,j=0
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kde X = (xg, ..., %), Y = (yg, ..., ). Hledame v8echny body Y, které jsou konju-
gované s kazdym nevlastnim bodem X, tj. s kazdym bodem X, pro ktery plati
\y = 0. Z rovnice (14) dostavame

n

n
Z xi{ z fiy) = 0.
i=1  j=0

‘T'ato rovnice plati pro v8echna é&isla x,, ..., x,€ C, a proto koeficienty u viech x;
(i = 1, ..., n) musi byt nulové:

Jiovo + fityi + - + f1, =0
(15)

JaoYo + fur¥i + o + fud =0

Soutadnice kazdého stfedu jsou tedy fefenim soustavy (15). Obracené kazdé FeSeni
(Va» ..., v, soustavy (15), pro které je y, # O (stfed musi byt vlastni bod), jsou
soutadnice néjakého stfedu. Vidime, Ze soustava (15) je soustava n rovnic o n + 1
neznamych a ma tedy vidy alesponi jedno feSeni. VSechna feSeni soustavy (15)
tvoli podprostor prostoru WS, |, a tudiz mnoZina viech stfedd je bud mnozina
prizdna, nebo podprostor prostoru AL,

Véta 4.54. Jsou-li rovnice soustavy (15) linearné nezavislé, tvofi mnoZinu
viech feSeni soustavy (15) (n + 1)-tice (Fyy, ..., Fy,) a viechny jeji nasobky.
Pitom F;; je pro i,j = 0,...,n dopln€k prvku f; v matici kvadriky @. Obracent
plati; Je-li alespoii jedno z &isel Fyq, ..., Fy, nenulové, jsou rovnice soustavy (15)
lineArn& nezavislé. Dale plati: Jsou-li rovnice soustavy (15) linearn& nezavislé,
mi kvadrika @ sti‘ed pravé tehdy, je-li Fo # 0.

Diikaz. Protoze jde o soustavu n linearné nezavislych rovnic o n + 1 neznamych,
tvofi viechna feSeni této soustavy vektorovy prostor dimenze 1. Pritom F, .... Fy,
Jsou aZ na znaménko viechny subdeterminanty fadu n 7z matice soustavy. Alespodt
jeden 7 nich musi tedy byt nenulovy. Proto staéi dokazat, zc (n + 1)-tice
(Fogs.-.n Fo,) Te8i kaZzdou rovnici soustavy (15). O tom se vSak prlesvéd¢ime
dosuzenim. PouZijeme-li rozvoj determinantu podle prvniho fadku, dostaneme, 7e
pro kazdé¢ i =0, ..., n plati

(16) JwFoo + fitFor + .. + fiFon =
.ﬂO’ fil’ EERE) ﬁn
.f109 fll’ cren flu

./;10’ fnl’ (ARR } ./nn

(Proto¥e matice, z niZz determinant politime, ma aZ na prvni fadek vSechny
Fadky stejné jako matice kvadriky @, jsou dopliiky prvki v prvnim fadku v obou
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maticich stejné.) Vidime, ze pro i = 1, ..., n ma determinant na pravé strand
rovnosti (16) dva fadky stejné, a proto je roven nule. Tim je tvrzeni dokazano.

PoloZime-li v rovnosti (16) i = 0, dostaneme samoziejmy vztah
.fOOFOO + ...+ fOnFOn = F’
kde F je determinant matice kvadriky. Tuto rovnost spolu s rovnostmi plynoucimi
z véty 4.5.4 mtZeme zapsat ve tvaru

(a7 ZfijFoJ':F(SB, i=0,..,n
j=0

Pfitom &% je Kroneckeriv symbol, tj. 65 =1 a 8, =0 pro i # 0. Zbyvajici
tvrzeni jsou zigjma, vyplyvaji z provedeného rozboru vypoCtu stiedu kvadriky.

Piiklad 2. V afinni roviné AS je v dané linearni soustavé soufadnic dana
kuzelosetka @ rovnici
3x2 —2xy+y? —4dx+y—1=0.
Urgete jeji stied.
Reseni. Rovnici kuzelose¢ky piepiseme do homogennich soufadnic v pfisluiné
aritmetické bazi:
—x2 — 4xoX, + XX, + 3xF — 2x;x, + x5 =0

Napiseme matici F kuZeloseCky @:

~1, =2, 1)2
F=|-2 3 -1
12, -1, 1

Ziejmé jsou splnény predpoklady véty 4.5.4 a stied S je

s_(] 3 -1 ~2, —1| [-2, 3
-1 1 Y2, -1)

s

12, 1
a tedy S = (2, 3/2, 1/2) a v linearni soustavé soufadnic S = [3/4, 1/4].

Praci s pojmy asymptota, stfed, prim@r si je¥té ukaZeme na dalSich pfikladech.

Piiklad 3.V roving A§ v dané linearni soustavé soufadnic je dana kuZelosetka @
rovnici

a) x2 — 5xy + 6y — 2x + 1 = 0;

b) 5x? —dxy + y> —2x + 4y — 1 = 0.
Napiste rovnice asymptot kuZelosetky @.
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Reseni. a) Rovnici kuZelosecky @ piepieme do homogennich soufadnic
v pFisluiné aritmetické bazi:
X% — 5xyXy + 6x3 — 2xoX; + x5 =0
Urime priseciky s nevlastni pfimkou x, = 0. Rovnice pro priseciky je
x2 — 5x,x, + 6x5 = 0.

ProtoZe pro feleni této rovnice je x, # 0, miZeme zvolit x, = 1 a vypocitat x,.
Dostaneme dva kofeny kvadratické rovnice — ¢&isla 2, 3. Hledané priseCiky
jsou body 4 =(0,2,1), B=(0,3,1). Asymptoty dostaneme jako polary téchto
bodt (viz pfiklad 1). Dostaneme pfimky o rovnicich
4xy + x; — 2x, =0,
—6xq + x; — 3x, = 0.

V linearnich soufadnicich maji asymptoty rovnice:

x—2y+4=0,
x—3y—-6=0
b) Piiklad fesime analogicky s piikladem a. Priiseciky kuZelosetky s nevlastni
pFimkou jsou body 4 =(0,1,2 +1i), B=(0,1,2 —i). Asymptoty jsou piimky
0 rovnicich:
1-2)x+iy+3+2i=0,
I+2)x—iy+3—-2i=0
P¥iklad 4. NapiSte rovnici kuZelosecky v roving A§, je-li v linearni soustavé
soufadnic dano: Piimka p o rovnict

x—=2y+1=0
je promér sdruzeny se smérem uréenym vektorem u = (1, 1). Pfimka ¢ o rovnici
x + y = 0 je te¢na kuzelosecky s bodem dotyku T = [1, —1]. Vektor a = (1, 0)
urduje smer asymptoty.
Reseni. Zadani pfepiseme do homogennich soufadnic:
p: Xo + Xy _2x2=09
t: X1 -+ X, = Oa

U=(©0,1,1),T=(,1,—1), 4 =0, 1,0) (U, A jsou nevlastni body s aritmetickymi
Zistupci po fadé u, a). NapiSeme matici obecné rovnice kuzelosecky (koeficienty
v rovnici jsou proménné):

fi)O’ .ﬁ)l: f02
F= flOa fu, f12
./5()! fZI’ 122
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Pomoci operaci s maticemi uréime mnozinu v§ech bodu konjugovanych s bodem U
(postup viz piiklad 1). Bod X = (x¢, x;, x,) je konjugovany s bodem U, pravé
kdyz plati:

(for + foa)xo + (11 + f12) x4 + (fo1 + f22) X, =0
Kazdy bod ptimky p je feSenim této rovnice. Musi tudiz existovat &islo ce €
tak, Ze pro kazdy bod X plati:

(for + fo2) Xo + (fi1 + fid) X1 + (o1 + f22) X, =
= ¢(xy + x; — 2x,)

Dostaneme rovnice

Joo+ foa=¢ fuu+fia=¢ fu + frn= -2

Stejnym zpiisobem uréime mnoZinu v§ech bodi konjugovanych s bodem T:

(foo + for — fo2) Xo + (f1o + fir — fid) xi +
+ (fa0 + f21 — f22) X, =0

Srovnanim s rovnici ptimky ¢ dostaneme rovnice pro koeficienty f;;, i,j =0, 1, 2:

Joot for — fo2 =0, fio+ fir — fiz=4d, faot+fa1 —f22=d

Smér asymptoty je jeji nevlastni bod, a tudiZ je to i bod kuZelosetky. Dosadime-li
jeho soufadnice do rovnice kuZelose¢ky, dostaneme rovnici f;; = 0. Vyfesime-li
soustavu homogennich rovnic — sedm rovnic o neznamych fo0, fo15 fo25 fi1> fi2»
fa2, ¢, d (plati f; = f; pro i,j = 0, 1, 2), dostaneme hledanou kuzeloseku

—5x3 4+ 6x0x; — dxxy + 2x,x, — 3x2 =0
a v linearnich soufadnicich
2xy — 3y* + 6x —4y — 5=0.

Na zavér bychom se méli pfesvédCit, Ze body T, A nejsou singularni body
kuZelosecky (jinak by Gloha neméla feSeni). To dokaZeme tak, Ze pribghem
feSeni soustavy linearnich rovnic pro &isla f;; zjistime, ze ¢ # 0, d # 0.

Stejné jako v pfikladu 4 bychom postupovali i tehdy, kdybychom méli dan stied
nebo asymptotu. Stfed bychom vyuzili jako bod konjugovany s kazdym bodem
nevlastni p¥imky x, = 0. Kdybychom méli danu asymptotu a, uréili bychom jeji
nevlastni bod 4 a asymptota by byla mnoZina bodi konjugovanych s bodem A.

Véty, které jsme do této doby dokazali, mizeme vyuZit i ke konstruktivnimu
feSeni prikladid pravitkem a kruzitkem.

Ptiklad 5. Regularni kgzeloseéka Q je dana dv€éma te€nami a, b s body
dotyku A, B a primérem p. Sestrojte jeji st¥ed.
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Reseni. ReSeni pfikladu sledujeme na obr.45 (zadani je vytaZeno silngji).
Podle véty 4.5.2 je stted D dvojice bodli A, B konjugovany s nevlastnim bodem U
piimky AB. Oznatme C =anb. Bod C je konjugovan s bodem A (Cea)
i s bodem B (C €b). Proto jeho polara je pfimka AB. Bod C je tedy konjugovan
i s bodem U. Body C, D jsou oba konjugoviny s bodem U, a tedy kazdy
bod ptimky CD je konjugovan s bodem U. Pfimka CD je tedy primér (sdruZeny
s bodem U) a bod S = CD n p je stfed kuZelosetky.

Obr. 46a

Obr. 46b

Nyni najdeme. nutnou a postalujici podminku pro to, aby kvadrika méla
stted. Tuto podminku dava priti véta. Prvni &ast diikazu této véty je jednoducha.
Druhou &ast jejiho ditkazu budeme sledovat na obr. 46a,b. Protoze jde hlavné
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o vzajemnou polohu vSech utvard, které se ve vété vyskytuji, je na tomto
obrazku pro zvySeni nazornosti nadrovina v (kterdA by méla byt nevlastni)
nakreslena jako vlastni. Pfitom obr. 46a odpovida dokazované situaci, obr. 46b
ukazuje analogickou situaci, kterd v8ak nespliiuje ptedpoklady véty a neplati
pro ni ani tvrzeni.

Véta 4.5.5. Kvadrika @ nema 7adny stfed pravé tehdy, je-li nevlastni nad-
rovina v tenou nadrovinou kvadriky Q.

Dilkaz. Necht nejdfive nevlastni nadrovina v je te€n4 nadrovina kvadriky @.
Ozna®me A bod dotyku. Potom mnoZina bodii konjugovanych s bodem A
je nadrovina v. TudiZ bod, ktery je konjugovany s kazdym nevlastnim bodem
(a tedy i s bodem A), je nevlastni. Proto kvadrika @ nema stfed. Obraceng
pfedpokladejme, Ze kvadrika @ neméa 7adny stied. Potom jeji vrchol P7 je
nevlastni (kazdy vlastni singularni bod je zfejm& stfed). Sestrojime podprostor
P,_,-y © A} tak, aby P, nP,_,_, =0 a P/vP,_,_, = AC (stadi zvolit aritme-
tickou bazi prostoru A tak, aby prvnich r + 1 vektori generovalo aritmeticky
zéklad prostoru P, a zbyvajici vektory bize generuji aritmeticky zaklad hledaného
podprostoru P,_, ;). Ozna¢me v' = P,_._; nv. Podle véty 3.4.4 dimenze pod-

 prostoru V' je n —r — 2. Z véty 4.4.6 vyplyva, 7e kvadrika @ =@ nP,_,_, je

/

regularni kvadrika v podprostoru P,_,_,. Podle véty 4.4.8 existuje pravé jeden
bod AeP,_,_,, jehoz polarni nadrovina je v'. Z véty 3.4.3 vyplyva, Ze v v P/ = .
Bod 4 je konjugovan s kazdym bodem podprostoru v i s kazdym bodem z P’

_(P; je vrchol). Pfimo z definice 4.4.1 a poznamky 2 z odstavce 3.4 vyplyva, Ze bod A4

je konjugovan s kazdym bodem nevlastni nadroviny v. ProtoZe A ¢ P/ a protoze
kvadrika @ nema stfed, je Aev a v je tedy te¢nid nadrovina kvadriky @
v bode¢ A.

Mezi zakladni geometrické ukony patii zkoumani shodnosti dvou utvari. Jiz
na zakladni Skole se zjiSfuji nutné a postalujici podminky pro to, aby dva
trojihelniky v roving (pfesnéji v euklidovské roving) byly shodné. Pfitom shodnost
se zavadi pomoci ,pfeneseni®, tj. jako transformace roviny. Pozdg&ji se zkouma
shodnost i dalSich utvari. Vidime, co je na téchto zkoumanich podstatné.
Pro to, abychom mohli zkoumat shodnost, musime mit danu:

1. zakladni mnoZinu M;

2. mnoZinu G transformaci (vzajemné jednozna&nych zobrazeni) mnoZiny M,
ktera je vzhledem k operaci skladani transformaci grupou;

3. mnozinu M podmnoZin mnoZiny M.

Potom dv& podmnoziny X, Y € M jsou shodné vzhledem ke grupé transformaci G,
jestliZe existuje ge G tak, Ze g(X) =Y. ProtoZe G je grupa, a tudiz pro kazdé
dvé transformace do ni patii i jejich sloZeni a pro kaZdou transformaci je prvkem
grupy i transformace inverzni\ snadno dokaZeme, %e zavedena ,,shodnost vzhledem
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ke grupé G* je ekvivalence na mnoziné M. MnoZina M se tedy rozpadne na tfidy
ekvivalence. Tento rozklad mnoziny M na tfidy ekvivalence budeme nazyvat
klasifikaci mnoZiny M vzhledem ke grupé G. V ptipadé, Ze mnoZina M bude
néjaka mnozina geometrickych objektl (napf. mnoZina vSech trojihelnikd v eukli-
dovské mnozing), bude nas ukol spoc¢ivat v tom, abychom nasli nutné a postadujici
podminky pro to, aby dva prvky mnoZiny M patfily jedné tfidé ekvivalence.
Ve zminéném ptipad€ trojohelnikdi v euklidovské roving tedy hledame nutné
a postadujici podminky pro to, aby dva trojuhelniky byly shodné.

Obecny postup, ktery jsme pravé popsali, pouZijeme pro klasifikaci mnoZiny
viech kvadrik v prostoru AT, tj. klademe M = AY, M je mnozina viech kvadrik
v prostoru AC a G je grupa viech afinnich transformaci prostoru AS. Dostaneme
klasifikaci mnoZiny vSech kvadrik vzhledem ke grupé vsech afinnich transformaci.
Struéné budeme mluvit jen o afinni klasifikaci kvadrik. Budeme hledat nutné
a postatujici podminky pro to, aby jedna kvadrika $la zobrazit na druhou
kvadriku afinni transformaci. Ptitom budeme pouZivat oznaleni z odstavce 3.4,
{j. afinni transformaci prostoru AT budeme oznatovat ¢, a automorfismus
prostoru WS, |, kterym je tato transformace uréena (viz odstavec 3.4 vztah (30)),
budeme znacit @,.

Méjme nyni kvadriku @ v prostoru uréenou rovnici f,(x) = 0. UrCime jeji
obraz @’ pii afinni transformaci ¢,. Zfejm& X’ € @ pravé tehdy, kdyz ¢, (X )e @
a to plati pravé tehdy, kdyZz f,(¢, '(x)) = 0 (x' je aritmeticky zastupce bodu X).
Snadno zjistime, Ze zobrazeni f, prostoru W, , do t&lesa € definované piedpisem
15(x) = f2(@, (X)) je kvadratickd forma na W,,,. K tomu by stailo polozit
LOy) = fle, L(x), ®, Y(y’) a ovefit, Ze f’ je bilinearni forma, coZ se snadno
dokaze z toho, Ze f je bilinearni forma a ¢, ' je automorfismus prostoru w¢. ..
Odtud vyplyva, Ze @  je kvadrika dana rovnici f5(x) =0 a f’ je jeji polarni
bilinearni forma. Predpokladejme nyni, Ze v prostoru AL mame zvolenou aritme-
tickou bazi 8 = (v,, ..., v, a Ze v této bazi

AT

L= Y fixx;.

i,j=0
Polozme v; = ¢, (v) pro i=0,....,n a # = {vy,...,v,>. Necht v bazi #
[AxX) =Y fixx;.
i,j=0
Ptitom plati
Jii = 1LV = f(@, '), @, (Vi) = flvi,v) = J;;
pro i,j = 0, ..., n. Dostavame celkem pochopitelné tvzeni, Ze obraz @' kvadriky @
ma v bazi &’ stejnou rovnici jako kvadrika @ v bazi 4. (Samoziejme je jedno, jestli
promé&nny vektor znacime x’ nebo x.)
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Nyni budeme predpokladat, ze v prostoru AT mame dany dvé kvadriky @, @'
Budeme zjiStovat, kdy existuje afinita ¢, prostoru AT tak, 7e Q = ?,(Q).
Z provedenych uvah je ziejmé, Ze jestlize se podafi zvolit baze & = (v, ...,v,D
a#B =<{vy,...,v,y prostoru W, , tak, ze

1. kvadrika @ ma v bazi 4 stejnou rovnici jako kvadrika @ v bazi &,

2. automorfismus @, zobrazujici bazi # na bazi % zobrazi vektorovy prostor V
na sebe (tj. @, urCuje afinni transformaci), ,
existuje afinni transformace ¢, prostoru A; tak, ze ¢,(Q) = Q. Je to transformace
uréend automorfismem ¢,. Abychom méli zaru¢eno, Ze automorfismus ¢, zobrazi V,,
na sebe, budeme bazi 4 i bazi #’ volit tak, aby [{v,,...,v,}] = [{v],...,v,}] = V,.

n

Pfipomeiime, Ze na pocatku odstavce 4.3 jsme udélali pfedpoklad, Ze viechny
pouZivané linearni, bilinearni a kvadratické formy na WS, jsme obdrZeli roz-
§ifenim forem stejného typu na prostoru W, ;. Zatim tento pfedpoklad nebyl
pfili§ podstatny. Ted v§ak budeme mluvit o signatufe kvadratické formy, coZ je
pojem, ktery lze zavést jen pro realné kvadratické formy. Také viechny baze
prostoru WS, ,, které budeme pouzivat, budou realné, tj. budou to baze i prostoru
W, ... Dale jesté ptedpokladame, 7e viechny afinni transformace prostoru AT,
které pouzZivame, vznikly rozSifovanim afinnich transformaci na prostoru A,,
nejdfive na prostor AS (podle vty 3.3.3) a potom na prostor AY (definice 3.4.7).

Pfi zkoumani shodnosti kvadrik v prostoru AT vzhledem ke grupé afinnich
transformaci pouZijeme signatury kvadriky, coZ je pojem, ktery nyni zavedeme.

Definice 4.5.2. Nechf @ je kvadrika v prostoru AL nebo v podprostoru
prostoru AY. Necht @ je uréena kvadratickou formou f,. Bud (p, ¢) signatura
kvadratické formy f, (definice 4.2.5). Neuspofadanou dvojici [p, q¢] nazyvime
signatura kvadriky Q.

Snadno se presvéd¢ime, Ze definice 4.5.2 je opravnéni, tj. Ze neuspofadani
dvojice [p, q] je jednozna&ng urdena kvadrikou @. JestliZe totiz dvé kvadratické
formy f, a f% urCuji stejnou kvadriku @, existuje &islo ce R tak, Ze [, = cf;.
Je-li (p, q) signatura kvadratické formy f,, tak v piipadg, Zze ¢ > 0, je signatura
formy f; také (p, ¢) a je-li ¢ < O, je signatura formy f; dvojice (g, p). Neuspotadana
dvojice [p, 4] je tedy jednoznaéné uréena kvadrikou @.

Dale se budeme zabyvat také priniky kvadrik a nadrovin. ProtoZe bychom
museli stale rozliSovat, zda nadrovina na kvadrice leZi nebo nelezi, dohodneme se,
Ze 1 kazdou nadrovinu ¢ budeme povaZovat za kvadriku v nadroviné g. Tato
kvadrika je samoziejmé urena nulovou kvadratickou formou na aritmetickém
zakladu nadroviny ¢. Zfejmé dimenze vrcholu této kvadriky bude n — 1 (dimenze
nadroviny g) a signatura této kvadriky bude [0, 0].

Nasledujici vita je jednoduchym dasledkem véty 4.2.4.
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Véta 4.5.6. Bud @ kvadrika signatury [p, q] v prostoru AS a ¢ nadrovina
prostoru AL, Potom signatura kvadriky @ g (kvadrika v nadroviné o) je

pravé jedna z dvojic [p,q], [p — L,q}, [prg — 1], [p — LLg — 1].

Vétu 4.2.5 miiZzeme téZ snadno pfevést na kvadriky. Zde navic lze jednotlivé
moznosti charakterizovat geometricky.

Véta 4.5.7. Bud @ kvadrika v prostoru AY a necht P, je jeji vrchol. Necht ¢
jc nadrovina prostoru AS a necht P% je vrchol kvadriky @ ng. Potom plati
pravé jedna z rovnosti v* = v + 1, v* = v, v* = v — 1. Piitom v* = v + 1 prave
tehdy, je-li nadrovina ¢ te€na nadrovina kvadriky @, v* = v pravé tehdy, neni-li ¢
te¢na nadrovina kvadriky @ a P, < g, v* = v — 1, pravé kdyz P, ¢ o.

Diikaz. Ze v* nabyva pravé jedné ze tfi uvedenych hodnot, plyne z véty 4.2.5.
Dale je ziejmé, Ze P, ng < P%. Nechf ¢ je teCna nadrovina v bodé¢ A€ @.
Potom bod A je konjugovany s kazdym bodem nadroviny ¢ a tedy A4 € PX%. Dale
zikejmé P, c g, a tedy P, < P%. ProtoZe A ¢ P,, musi byt v* > p,atedy v* = v + 1.
Necht PA NP, # @ (to je spin€no napf., je-li v* = v + 1). Zvolme A€ PX \ P,.
Z¥ejmé A je regularni bod kvadriky @ a je konjugovan s kazdym bodem nadroviny g
(4 € PY). TudiZz nadrovina ¢ je te¢nd nadrovina kvadriky @ v bodé A. Odtud
také vyplyva, Ze neni-li ¢ teéni nadrovina, je PA = o nP,. Tim jsou vlastné
dokazana zbyvajici tvrzeni véty.

Ke kazdé kvadrice @ v prostoru AY sestrojime tzv. kanonickou bazi. Ptitom
budeme rozli§ovat, zda kvadrika @ méa nebo nema stfed.

Nechf nejdiive kvadrika @ ma stfed S a necht je uréena kvadratickou formou f,.
Necht <uy,...,u,> je polarni baze kvadratické formy f,|V,. Potom ziejmé
# =<(1,58), uy,...,u,> je polarni baze kvadratické formy f,. Pfedpokladejme,
¥e vektory u,, ..., u, jsou uspofadany tak, Zze v uspofadané n-tici €isel (f,(u),
f>(u2), ..., fo(u,)) jsou nejdiive kladni &isla, po nich nasleduji zaporna Cisla a na
konci jsou &isla, ktera jsou rovna nule. Kvadratickou formu f, miZeme zvolit tak,
aby bud f,((1,8)) = 0 nebo f,((1,S)) =1 (pokud by zadna z t&chto rovnosti
neplatila, nahradili bychom formu f, jejim vhodnym nasobkem). Jestlize nyni pro
n&které i (1 < i £ n) je f,(u,) # O, polozime v, = c,u;. Potom

folv) = ¢ fr{u)).
PoloZime-li

¢ = 1/\/‘f2(ui) I
bude |f,(v)|=1 Pokud je f,(u) =0, poloZime v, =u;, Baze %, = (L, 59),
Vi, ..., ¥,y se nazyva kanonickd bdze kvadriky @. Jestlize signatura kvadratické
formy f; |V, je (p,, q,), mé v této bazi kvadrika @ rovnici

L2 2 2 —
(18) JooXo + x4+ ...+ x,,‘ = X4t ™ e = Xp4q, =0,
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pfiCemz je3t€ bud fy, = 0, nebo fo, = 1. Jestlize f,, = 0, miZeme predpokladat,
Ze kvadratickou formu f, mame zvolenou tak, e p, = ¢, (pokud by to neplatilo,
nahradili bychom kvadratickou formu f, kvadratickou formou —f,). Zde jsme
vyuzili toho, Ze 4, je polarni baze.

,gl

Obr. 47

Prozkouméame druhou moZnost — kvadrika @ nema stied. Postup konstrukce
kanonické baze v roving AS budeme sledovat na obr. 47. P¥itom praveé tak jako
na obr. 46 budeme nevlastni p¥imku kreslit jako vlastni. Kvadratickou formu
urCujici kvadriku @ opét oznadime f,. Podle véty 4.5.5 je nevlastni nadrovina
te¢na nadrovina kvadriky @. Bod dotyku oznadme A. Vedme libovolnou vlastni
pfimku p bodem A. Pfimka p neni tena kvadriky @ (p & v), a proto protne
kvadriku @ kromé bodu 4 je§t¢ v jednom bodg, oznaime ho P. Bod P je zfejmé
regularni, protoZe vSechny singularni body kvadriky @ jsou nevlastni (jsou konju-
gované s bodem A). Sestrojime teGnou nadrovinu t kvadriky @ v bodé P. Potom
v N 7 je podprostor dimenze n — 2 prostoru AS oznagme ho P,_, a jeho aritmeticky
zaklad W, _,. Necht signatura kvadratické formy f; = £, |W,_, je (7, q). Ziejmé
miZeme ptedpokladat, Ze p’ 2 ¢ (jinak bychom kvadratickou formu /> nahradili
kvadratickou formou —f,). Podobng jako v ptipad, kdyz kvadrika @ méla stfed,
zvolime polarni bazi {v,, ..., v,> kvadratické formy f; tak, e f;(v,) = 1 pro kazdé i,
2zisp+1lafjv)=—1prokazdéi,p +2<i<p + ¢ + 1. Dale poloZime
vo = (1, P)a v, = ca (a je aritmeticky zastupce bodu A). Potom

flvo,vi) = cf(vy, a).

ProtoZe f(v,, @) # 0, miizeme zvolit &slo ¢ tak, e f(v,,v,) = 1. Aritmeticka baze
Bo = ¥y, ..., V,) se nazyva kanonickd bdze kvadriky @. Rovnice kvadriky @
v kanonické bazi je

Z f”xlxj = 0.

l]—

Uréime koeficienty f;, i,j =0, ...,n. ProtoZe 4, Pc@, je Joo =f(vg,ve) =0
afiy =f(vy,vy) = 0. Protoze V,, ..., V,ev, plati f;;, = 0 pro i = 2, ..., n. ProtoZe
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Vy, .. Ve, plati fo, =0 pro i =2, ..., n Navic {v,,...,,v,)> je polarni baze
kvadratické formy f;. Rovnice kvadriky @ tedy je

(19) 2xXy + X5+ o F Xppy — Xy — e = X2 ey =0

Piimo z konstrukce kanonické baze vyplyva, Ze tato baze neni kvadrikou @
urlena jednoznacné.

Pomoci kanonické baze snadno dokaZeme dal§i vétu — vétu o shodnosti
kvadrik vzhledem ke grupé viech afinnich transformaci.

Véta 4.5.8. Mé&jme dany dvé kvadriky @ a @' v prostoru AT, Tyto kvadriky
jsou shodné vzhledem ke grupé vSech afinnich transformaci (tj. existuje afinni
transformace ¢, prostoru AT tak, 7e ¢ ,(Q) = @) pravé tehdy, jestlize kvadriky @
a @ maji stejnou signaturu a kvadriky @ nv a @ N v maji stejnou signaturu.

Diikaz. Jestlize pro afinni transformaci ¢, plati ¢, (@) = @, zvolime polarni
bazi 4 kvadriky @ a zobrazime bdzi # automorfismem ¢,, ktery urCuje
transformaci ¢,, obraz oznaCime #’. Potom kvadrika @' ma v bazi 4 stejnou
rovnici jako kvadrika @ v bazi #. Tudiz kvadriky @ a @ maji stejnou
signaturu. ProtoZe zfejmé i (@ N v) = @ N v, stejnym zplsobem lze dokazat, Ze
i kvadriky @ nv a @ n v maji stejnou signaturu.

Necht obracené plati rovnost pfislu$nych signatur. Ke kvadrice @, resp. @’
najdeme kanonickou bazi %, resp. #,. Z rovnosti signatur vyplyva, Ze dimenze
vrchold kvadrik @ a @  jsou stejné i Ze dimenze vrcholti kvadrik @ nv
# @ Nnv jsou stejné. TudiZ podle vét 4.5.5 a 4.5.7 bud obé kvadriky @ a @’
maji stted, nebo ho ob& nemaji. To znamena, Ze rovnice obou kvadrik v kanonické
bizi maji bud obé& tvar (18), nebo ob& tvar (19). Z rovnosti signatur jiz snadno
dokaZeme, Ze ob& rovnice jsou stejné. Automorfismus ¢,, ktery bazi 4, zobrazi
na bazi %, ziejm& urluje hledanou transformaci @,, pro niz ¢ (@) = @'

Z véty 4.5.8 vyplyva, 2e provedeme-li afinni kiasifikaci kvadrik v prostoru AS,
rozpadne se mnozina viech kvadrik na konecny pocet tfid ekvivalence, Ud¢lame
si jejich vy&et v prostorech A5 a AS. Pfitom budeme oznalovat [p, q] signaturu
kvadriky @, [p,,q,] signaturu kvadriky @ nv. Kdybychom oznadili jesté v,
resp. v, dimenzi vrcholu kvadriky @, resp. @ n v, platilo by

pt+q+v=mn,
p,+4q,+v,=n—1

Vidime, Ze i z ¢&isel p, ¢, p,, q, miZeme podle véty 4.5.7 urlit vzajemnou
polohu nevlastni nadroviny v a kvadriky @. Kanonickd baze #%,, kterou jsme
ke kaZdé kvadrice sestrojili, nAm v prostoru AS urduje linearni soustavu soutad-
nic — budeme ji nazyval kanonickd linedrni soustava soufadnic a oznadovat &,.
Seznam viech tFid uspofadame do tabulky. U kaZdé kvadriky uvedeme dvojici
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signatur [p,q] a [p,,q,], jeji nazev nebo popis, pokud kvadrika nazev nema
(tyka se kvadrik, které jsou sloZeny z nadrovin prostoru AY), a rovnici kvadriky
v kanonické linearni soustavé soutadnic, pfipadné v kanonické aritmetické bazi.
Pfi sestavovani dvojic [p, q] a [p,, g,] musime krom& véty 4.5.6 brat v dvahu
1 samoziejmé vztahy

p+gsn+1,

p,+4q, < n

Linearni soufadnice bodu X v soustavé £, budeme znagit obvyklym zptsobem —
v prostoru A7, resp. AS pifeme X = [x, y], resp. X = [x, y, z].

Klasifikace kuZelosetek v AY

[p, 4] [ry: 4.] Nazev (popis) kuZelosetky Rovnice v &, resp. %,
[3,0] [2,0] imaginarni elipsa x2+y¥2+1=0
[2,1] [2,0] elipsa x2+y?—-1=0
[2,1] [1,1] hyperbola x2—-y*—1=0
[2,1] [t,0] parabola 2x +y*=0

[2,0] [2,01 imaginirni riznob&zky x*+y2=0

[2,0] [1,0] imaginarni rovnobézky x+1=0

[1, 1] [1, 1] realné riznobézky x2—yr=0

[1,1] {1, 0] realné rovnobézky x2—-1=0

[1,1] [0, 0] nevlastni pfimka a vlastni pfimka XX, =0

[1,0] [1, 0] jedna vlastni p¥imka x2=0 |
[1,0] [0,0] | nevlastni pfimka x2=0 | by

- Vidime, 7e nazvy kuZelosedek odpovidaji jejich rovnicim tak, jak to bylo
uvedeno v kapitole 3 v [G], poptipadg na stfedni $kole. Ten, komu by se zdalo, ze
x? 4+ y% — 1 = 0 nenf rovnice elipsy ale kruZnice, musi si uvédomit, e pracujeme
v afinni rovin€ (pfipadn& v jejim projektivnim roz§ifeni) a nikoli v euklidovské
rovin€. V afinni roviné neni kruznice viibec definovana, protoZe kruznici nelze bez
vzdalenosti zavést. Samoziejmé i pro kazdou elipsu v euklidovské roving lze
zvolit linedrni soustavu soufadnic tak, aby méla rovnici x2 + yi—-1=0.

Prvni &tyti kuzelosetky v seznamu jsou regularni, ostatni kuZelose¢ky jsou sin-
gularni. Jednoduchou dpravou rovnice singuldrnich kuZelosedek se presvédcime,
Ze skute¢n& ke kazdé rovnici uvedené v sezpamu patfi pfislu§né slovni oznadeni.
ProtoZe pracujeme v prostoru AS, resp. AT, miizeme levé strany rovnic singularnich
kuZeloselek upravit takto

X2 +y% = (x + iy) (x — iy),
X2 +1=(x+1i)(x — i),

=y == )+ )
x*—1=(x—1)(x + 1)
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Zbyvajici rovnice jsou jiz psany jako soulin linearnich forem na W,,,, resp.
linearnich funkci na AS a nemusime je upravovat. Tudiz napf. kuZelosecka

x24+y2=0
je sjednocenim dvou pfimek o rovnicich
x+iy=0, x—iy=0
a pouzité slovni oznaceni je vhodné. Podobné je tomu i u zbyvajicich kuZeloselek.

UkazZeme si, jak rozli§ime kuZeloseCky jen podle hodnosti jejich matice a podle
signatury jejich praniku s nevlastni pfimkou. Oznaéime h hodnost matice kuZelo-
seCky a v dimenzi jejitho vrcholu. Potom h +v=n+lap+qg+v=n+1,
a proto h =p + q. Budeme-li zkoumat, které kuZeloseCky nemtiZeme rozligit
pomoci hodnosti jejich matice a signatury jejich priniku s nevlastni pfimkou,
zjistime, Ze nerozli§ime elipsu s imaginarni elipsou a redlné rovnobézky s imagi-
narnimi rovnobézkami. Vidime, Ze rozliSovani kuZelosecek podle &isla h a dvojice
[p,, 4,] je vyhovujici, pouze ve dvou pfipadech musime najit doplfiujici kritérium.

Napiseme ke kazdé signatufe priniku @, kuZeloseCky @ s neviastni pfimkou
rovnici tohoto priniku v polarni bazi. Tak k signatufe [2, 0] dostivame rovnici
x2 + x3=0.
Ziejme @, jsou dva imaginarni body. K signatufe [1, 1] dostavame rovnici
x3—xi=0.
Prinikem @, jsou dva realné rizné body. K signatufe [1, 0] dostivame rovnici
x; = 0.

Prinikem @, je jeden bod. V ptipadé signatury [0, 0] je zfejm& prinikem @,
cela neviastni pfimka.

Necht #Z = (P; uy, u,) je repér v roviné A, a necht kuZelosetka @ v roviné AS
je dana svou rovnici v aritmetické bazi & = ((1, P),u,,u,):

(20 JooXd 4 2fo1%0%y + 2f02%0Xs + f11X] + 2f12%, %, + fo2%5 =0

V linearni soustavé soufadnic ¥ urlené repérem # v roviné AS je rovnice
kuZelosetky @

Joo + 2fo1% + 2fo.y + fi1X* + 2f 5%y + fr207 = 0.

Snadno uréime hodnost h matice || f;; || kuZelosecky @. Rovnice priiniku @, =
= @ N v s nevlastni pfimkou je (nevlastni pfimka ma rovnici x, = 0)

(21 Siax} + 2f15%,%5 + f22%3 = 0.
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Je-li napf. f;, # 0, pro feleni (x,, x,) rovnice (21) je x, # O (kdyby bylo x, = 0,
bylo by i x; = 0, coZ neni moZné, protoZe je jiZ x, = 0 a trojice (0, 0, 0) neurcuje
7adny bod v AS). Protoze feSeni rovnice (21) je dano aZ na nasobek, miZeme
zvolit x, = 1 a vypocitat x,. Rovnice pro x,, kterou dostaneme, je kvadraticka.
Jeji diskriminant oznaéme D. Potom

fll’ f12

(22) D/d = [, — firfor = — fias faz

Vidime, Ze pro D > 0 tvofi kvadriku @, dva realné body, pro D < 0 dva imaginarni
body a pro D =0 jeden realny bod. Ze vztahu (22) vyplyva, Ze D/4d = —F,,
kde F,, je dopin€k prvku f,, v matici kuzelose¢ky Q. TakZe druh kvadriky @,
mlzeme uréit podle doplitku F,,. Ke stejnému vysledku bychom dosli i v pfipadg,
?e fi, =0a f,, # 0 (pocitali bychom x,), i v pfipadé f;, = f,, =0a f,, #0.
Jestlize se omezime na kuZelosecky, pro které je alespon jedno z Cisel f,, fi2» f2
nenulové (tj. kuzeloseCky neobsahujici nevlastni pfimku), dostdvame nasledujici
piehled:

h=3a Fy,, > 0= @ je elipsa nebo imaginarni elipsa,
h=3a Fy, = 0< @ je parabola,
h=3a F,, <0< @ je hyperbola,

'h=2a F,, >0« @ jsou imaginarni riznob&zky,

h=2a Fy,, = 0< @ jsou realné nebo imaginarni rovnobezky,
h =2 a Fy, <0< @ jsou realné riznobézky,
h=1 < @ je pfimka (vlastni).

Zbyva jesté najit dopliiujici kritéria, abychom rozlisili elipsu a imaginarni elipsu,
resp. realné a imaginirni rovnobézky.

Necht tedy rovnice (20) je rovnice elipsy nebo imaginarni elipsy. Protoze je
Foo # 0, mi kuZelosetka stied S = (Fyo, Fo,, Foz) (viz véta 4.5.4). Zvolime
aritmetickou bazi & = {(1, S), u,, u,), tj. vektor (1, P) nahradime vektorem (1, S).
Budeme-li v této bazi psat X = (xj, x], x,), dostaneme rovnici kuZelosecky @
ve tvaru

(23) £(1,8) x/oz + fi 130,12 + 2f1,x1x5 + fzz"/z2 =0.

To plyne pfimo z analytického vyjadieni kvadratické formy — viz odstavec 4.2
vzorec (2). Hodnoty fi, fi2, f22 jiZ zname z rovnice (20), zbyva ur€it hodnotu
51, S)). V aritmetické bazi 4 je

(24) (1, 8) = (1, Fo1/F oo, Foz/Foo)
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Dosazenim do kvadratické formy f, a postupnym upravovanim vyrazu (viz
vzorec (17)) dostaneme

Foy Fo; 1 3
I3 =

2 2
£(1,8) = Z fij o Foo Féo igo(j§ofijF0j)F0i =

i,j=0
= L i F.8.F,, = ! EF
TakZe
(25) fz((l, S)) = F/Foo-

7. tabulky na str. 187 je zfejmé, Zze kvadraticka forma ur€ujici imaginarni elipsu
je pozitivné nebo negativné definitni, kvadraticka forma urlujici elipsu je indefinitni.
Z rovnice (23) vyplyva, Ze kvadraticka forma f, je pozitivn€ definitni pravé tehdy,
je-li £5((1, S)) > 0, a kvadraticka forma f,, = f,|V, (leva strana rovnice (21))
je pozitivng definitni. Signatura kvadratické formy f,, je (2, 0) nebo (0, 2) (viz
tabulka na str. 187). TudiZ tato forma je pozitivné definitni pravé tehdy, je-li
Ji1 > 0(potom je uzi f,, > 0). Ze vzorce (25) vyplyva, Ze f,(1, S)) > 0 pravé tehdy,
kdyz F > 0 (plati Fy, > 0). Podobné bychom vysettili ptipad, kdy kvadraticka
forma f, je negativng definitni. Vysledek shrneme do véty.

Vita 4.5.9. KuzeloseCka @ dana v bazi # (viz vyse) rovnici (20) je imaginarni
clipsa pravé tehdy, je-li bud F >0, Fyo >0 a f;; >0, nebo F <0, Fypo >0
afi; <0

Ted budeme predpokladat, Zze rovnice (20) je rovnice bud redlnych, nebo
imaginarnich rovnobézek. Tak jako jsme pocitali priseliky s pfimkou x, =0,
miZeme poéitat i priseCiky s pfimkami x; = 0 a x, = 0. TakZe bude-li kuzelo-
setka @ dvojice imaginarnich rovnobéZek, nedostaneme nikdy dva realné pruse-
¢iky. V tom pfipadé bude tedy F,;, 2 0 a F,, 2 0 a navic alespofi pro
jednu z obou pfimek musime dostat dva imaginarni priseciky. Bude tedy jeste
bud F,; > 0, nebo F,, > 0. Pro realné rovnobéky bude F,, £0 a F,, £0
a pfitom bud F,, < 0, nebo F,, < 0. Z toho, Ze @ je bud dvojice realnych, nebo
dvojice imaginarnich rovnob&zZek, je zfejmé, Ze se nemiZe stit, Ze by soucasné
platilo F,; >0 a F,, <0, nebo F,;, <0 a F,, > 0. Za pfedpokladu, Ze jeden
subdeterminant druhého fadu matice kuZelosecky je nenulovy, se podminka
na hodnost matice & =2 da nahradit ekvivalentni podminkou F = 0. TudiZz
plati nasledujici véta.

Véta 4.5.10. KuZelosetka @ dana v bazi # (viz vyse) rovnici (20) je dvojice
refilnych, resp. imaginirnich rovnob&Zek pravé tehdy, je-li F =0, Fqo = 0 a bud
Iy < 0,nebo Fyy <0, resp. F =0, Fog =0 a bud Fy; > 0, nebo F,, > 0.
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Ptriklad 6. Urete druh kuZelosecky dané v linearni soustavé soufadnic
rovnici

a) x? —dxy +y* —2x + 1 =0,

b) x* + 4xy + 4> —2x — 4y + 3 =0.

Reeni. Rovnici v obou pfipadech pfepiseme do homogennich soufadnic,
uréime matici F kuZelosecky. Dale vypotitime determinant F matice F, dopln€k Fyo
a ptipadné dalsi hodnoty. Z téchto udaji zjistime druh kuZelosecky.

a) x% — 4x,%, + X5 — 2x(Xo + X5 = 0,

1, -1, O
F=|-1, 1, =2},
0, -2, 1

F = —4,F,, = —5 — kuZelosetka je hyperbola.

b) x? + 4x,x, + 4x3 — 2x,x4 — 4x,% + 3x2 =0,

3, —1, =2
F=1-1 1, 2]
-2, 2, 4

F=0,Fy =0, F,, =8(F,,=2) — kuZelosetka je dvojice imaginarnich rovno-
bézek.

Podobn& jako jsme roztfidili kuzelosetky v roviné podle jejich signatury
a podle signatury jejich priniku s nevlastni nadrovinou (tj. nevlasini pfimkou),
rozttidime i kvadriky v trojrozm&rném afinnim prostoru. Vysledkem je piehled
zpracovany opét ve formé tabulky (str. 192). PouZivame p¥itom oznaleni, které
jsme zavedli pfed rozttidénim viech kuZelosecek.

Nazorny vyznam uvedenych kvadrik byl probran v kapitole 3 v [G]. U kvadrik
slozenych z rovin (realnych nebo imaginarnich) se rozkladem jejich rovnice mOZeme
presvédiit, ze ke kazdé rovnici patti pfislu§né slovni oznadeni. Pfitom postupujeme
stejné jako u rovnic kuZeloseCek.

Prehled viech kvadrik uvedeny v tabulce na str. 192 ve srovnani s kapitolou 3
v [G] ptinasi dva nové poznatky. Za prvé je z jeho konstrukce zfejmé, Ze je
plny, tj. e 7adna dalsi kvadrika jiz neexistuje. Za druhé byl tento pfehled
sestrojen tak, Ze jednotlivé nazvy odpovidaji tfidam kvadrik, na které se rozpadne
mno¥ina viech kvadrik v AS, kdyz provedeme afinni klasifikaci kvadrik. Tento
poznatek jsme nemohli ziskat v euklidovském prostoru. Tam jsme se museli
spokojit s tim, Ze stejnym nazvem jsou oznaleny kvadriky, které stejné vypadaji,
aniz bychom tento sviij dojem byli schopni upiesnit. Napt. nemuselo byt jasneé,
pro¢ je kulova plocha elipsoid atd.
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Klasifikace kvadrik v AS

[p. 4] r., 4,] Nazev (popis) kvadriky Rovnice v &, resp. %,
[4, 0] [3,0] imaginarni elipsoid X+ yr+z224+1=0
[3, 1] [3,0] elipsoid P4+ +22-1=0
[3,1] 21 dvojdilny hyperboloid P4yt —224+1=0
[3, 1] [2,0] elipticky paraboloid x4+ P +22=0

[2 2] [2,1] jednodilny hyperboloid 4yl =22 ~1=0
[2 2] [1,1] hyperbolicky paraboloid 2x+y —22=0
[3,0] [3,0] imaginarni kuzel 2+ +22=0

[3 0] [2, 0] imaginarni vélec x2+y2+1=0

[2,1] [2, 1] kuzel 2+t —22=0
[2,1] [2,0] elipticky valec x2+y2—1=0

[2, 1] [1,1] hyperbolicky valec x2—y2—-1=0

[2,1] [1,0] parabolicky valec 2x+y2 =0

[2,0] [2,0] imaginarni riznob&zné roviny 2 +y* =0

[2,0] {1,0] imaginarni rovnob&zné roviny x2+1=0

(L1 [1,1] redlné riiznobézné roviny x2—-y?=0

[1,1] [1,0] realné rovnob&zné roviny x*—-1=0

[1,1] [0,0] nevlastni rovina a vlastni rovina XoXy = 0 {
[1,0] [1,0] jedna vlastni rovina x2=0 PRI o
[1,0] [0, 0] nevlastni rovina x3=0 v ol
Cviteni

Zadani viech cviCeni jsou v roving A§ v dané linearni soustavé soufadnic.
1. Ur&ete mnozinu M viech stfedt kuzZelosetky
a) —x?+2xy +3y2 —2x +4y+ 1 =0,
b) x* + 6xy + 9y* —dx 41 =0,
¢) x? +4xy +4y? —4x -8y + 3 =0.
2. Napiste rovnice asymptot kuzelosedky
a) 3x2 —dxy + y? —2x + 2 =0,
b) 2x* + xy — 3y +5y — 2 = 0.
Urcete druh kuZeloseCek ze cviCeni 1 a 2.
Uréete druh kuZelosecky
a) x2+2xy + 292 =2y +2 =0,
b) x* + xy + y?> — x 4+ 2y =0,
) 4x? — 12xy + 9y? + 4x — 6y + 2 = 0,
d) 4x% + 4xy + 2y — 8x + 2y + 13 = 0.
5. Napite rovnici kuZeloseky, je-li dano:
a) S = [1, 0] je stfed, y = 1 je te¢na s bodem dotyku T = [0, 1], 4 = [0, —3]
je bod kuZeloseky.
b) x — y =0 je asymptota, osa x je priimér sdruZeny se smérem uréenym
vektorem u = (1,2} a body A = [1, —1], B = [—1, 2] jsou konjugované.

oW
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4.6 Metrické vlastnosti kvadrik

V tomto odstavci budeme pracovat v euklidovském prostoru E, . Jeho zaméfeni
budeme oznacovat V, a skalarni soucin dvou vektord u, ve V, budeme znadit u . v.
Protoze euklidovsky prostor je vlastng zvlastni ptipad afinniho prostoru (pfesnéji
feCeno struktura euklidovského prostoru zahrnuje jako svou ¢&ast i strukturu
afinniho prostoru), miZeme utvotit prostor EC — komplexni roziiteni euklidov-
ského prostoru, i prostor EC — projektivni rozsifeni prostoru ES. Skalarni sougin
je bilinearni forma na prostoru V,. Proto ho miZeme roziifit i na vektorovy
prostor VS. Pro dva vektory u,ve VS, u=u, +iu,, v=v, + iv, (u,, u,, v,,
v, € V,) pak bude platit (viz véta 4.1.2):

1 uv=(u +iu,)v, +iv))=u,.vy, —u,.v, +ilu;.v, + u,.v,)

V prostoru EC budeme opét zkoumat kvadriky. Budeme pfedpokladat, ze @
je kvadrika v prostoru E¢ dana rovnici f,(x) = 0. Ponechame i dal§i ozna&eni,
ktera jsme zavedli v prostoru AY. Napf. nevlastni nadrovinu budeme znagit v,
WE, | bude aritmeticky zaklad prostoru ES atd.

Nejdiive budeme definovat tzv. hlavni sméry kvadratické formy na prostoru V,,.
JestliZe budeme hledat hlavni sméry kvadratické formy f, a @ bude stfedova
kuZzelosetka v ES, ukaze se, e hlavni sméry budou sméry jejich os. U paraboly to
viak bude smér osy a smér vrcholové tetny. Proto také volime novy termin —
hlavni sméry. Smér je pfitom tak jako dfive jednorozmérny podprostor prostoru
V¢ — nevlastni bod prostoru ET.

Definice 4.6.1. Smér U €ES generovany vektorem ue VS nazgvame hlavni
smér kvadratické formy f,, resp. hlavni smér kvadriky @, je-li konjugovany
s kazdym smérem na né&j kolmym.

Ukazeme si vypocéet hlavnich smért kvadratické formy. K tomu, aby U byl
hlavni smér, je nutné a stadi, aby byla splnéna pro kazdy vektor x € V¢ podminka
2) u.x=0= fluux)=0
(to plyne pfimo z definice 4.6.1). Bereme-li ve vztahu (2) vektor u pevnég, jsou
vyrazy u.x a f(u, x) linearni formy proménného vektoru x. Z anulovani jedné
linearni formy vyplyva anulovani druhé. To plati pravé tehdy, je-li druhd linearni

forma nasobkem prvni linearni formy. Vektor u tudiz uréuje hlavni smér pravé
tehdy, existuje-li ¢islo c e R tak, Ze

(3) flu, x) = cu.x

pro kazdy vektor x € VE Nyni zvolime ortonormalni bazi {v,, ..., v,) prostoru V,,.
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V této bazi miZeme rovnost (3) rozepsat a upravit

n n
Z fiiXj = ¢ Z uX;
Q=1 j=1

n

n n
2 (XY S x; = Y cu;. X
j=1 i=1 j=1

ProtoZze tato rovnost ma platit pro-kazdy vektor x, tj. pro kaZdou n-tici
(x,, ..., x,), musi platit

@ Z fiji = cuj, j=1 .., n
i=1

Vidime, Ze hledani hlavnich sméri vede v ortonormalni bazi na vypoclet
charakteristickych (vlastnich) smérd matice. ReSeni provadime obvyklym zpisobem.

Soustavu (4) pfepiSeme do tvaru

IIM:

(5) (fu 65{) u; = 0

a hledime ¢ tak, aby determinant matice soustavy (5) byl nulovy. Re§ime tedy
rovnici

6y = 0.

Reseni rovnice (6) dosadime do soustavy (5) a jejim vyfeSenim ziskame alespoii
jeden hlavni smér. Rovnice (6) je algebraicka rovnice a v oboru komplexnich
tisel ma vidy feSeni. Vlastnosti hlavnich sméri a kofend rovnice (6) udavaji
véty 4.6.1 —4.6.4.

Véta 4.6.1. Viechny kofeny rovnice (6) jsou realné.

Dtikaz. Necht ce € je kofen rovnice (6) a necht vektor ue VS urluje hlavni
smér, ktery &islu ¢ odpovida (soufadnice vektoru u jsou feSenim soustavy (5)).

Pro kazdé x,ye VS, x = (x;, ..., x,), y = (b1, ..., ,) plati

foy) = Z Jixid-

iLj=1
Protoze Lisla f;; jsou realna, dostaneme pfechodem k €islim komplexné sdruzenym,
7c

Sx,y) = f(X,y).

Pfitom Cislo, resp. vektor oznafeny pruhem znamena Cislo komplexné sdruZené,
resp. vektor komplexné sdruZeny s pivodnim ¢islem, resp. vektorem. Pro &islo ¢
a vektor u tedy plati rovnost (3). Odtud vyplyva, Ze plati i

7N fla, x)y=ca.x

pro kazdy vektor x. Do rovnosti (3) dosadime x = @ a do rovnosti (7) x = u.
Obdrzime

f(u,u) = cu.aq,
f@uy=cd.u

ProtoZe bilinearni forma f je symetricka a skalarni soudin také, odettenim obou
rovnic dostaneme

c— du.a=0.
MbuizZeme psat u = u; + iu,, kde u;,u,eV,. Potom
u.d=uj + u3.
TudiZz u.deR a u.d> 0 (vektor u je nenulovy). Proto ¢ — ¢ =0 a d&islo ¢
je realné.
Véta 4.6.2. Dva hlavni sméry kvadriky @ odpovidajici riznym kofendm
rovnice (6) jsou kolmé.

Ditkaz. Necht zmin€né hlavni sméry jsou ureny vektory u, u’, které odpovidaji
¢islim ¢, ¢’. Potom ze vztahu (3) vyplyva, Ze

flu, vy =cu.u,
fu,u)=cu .u
Odtud plyne rovnost

(c —c)u.a=0.

Protoze ¢ # ¢, musi platitu . u’ = 0.

Véta 4.6.3. Ke kazdé kvadrice @ existuje ortonormalni baze {u,,...,u,) tak,
Ze vsechny vektory u,, ..., u, uruji hlavni sméry kvadriky @.

Diikaz. Dokazujeme uplnou indukci podle n (dimenze vektorového prostoru V,).
Pro n=1 je tvrzeni zfejmé, kazdy jednotkovy vektor tvofi hledanou bazi.
Piedpokladejme tedy, Ze tvrzeni plati pro &islo n — 1. Ve vektorovém prostoru V,,
najdeme jeden hlavni smér U, = [{u,}]. Vektor u, volime jednotkovy. Sestrojime
vektorovy prostor Ui totalné kolmy na U, (mnoZina viech vektord xeV,
ortogonalnich k u,). Zfejm& U ma dimenzi n — 1. Pro kvadratickou formu
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f»| Ui najdeme ortonorméalni bazi {u,,...,u,> podle induk&niho ptedpokladu
a {uy,...,u,) je zfejme hledana baze prostoru V,.

Véta 4.6.4. Necht V' je mnoZina viech vektor(i generujicich hlavni sméry
kvadriky @ odpovidajici kofenu ¢’ rovnice (6). Necht v bazi {u,, ..., u,) sestrojené
podle véty 4.6.3 odpovidaji kofenu ¢ pravé vektory u,,...,u,. Potom V' je
podprostor prostoru V, a {u,, ..., u, > je jeho baze.

Diikaz. MnoZina V'’ je podprostor prostoru V,, protoZe je to mnoZina viech
feSeni soustavy (5), v niZ jsme polozili ¢ = ¢. Zfejmé [{u,,...,u,}] = V. Kdyby
dimenze podprostoru V' byla vétsi neZ k, byl by vektorovy podprostor V" =
= [{ugs1,-..,4,}] "V neprazdny. Vektor weV”, w # o by pak byl podle
véty 4.6.2 ortogonalni ke viem vektorim u,,,,...,u,, coZ neni moZné. Proto
dimenze podprostoru V' je kaproto [{u,, ..., u,}] = V"

Pozndmka. Dokonce lze dokazat, Ze dimenze podprostoru V' je rovna nasob-
nosti kofenu c. Toto tvrzeni je ziejmé v bazi {u,, ..., u,> zvolené podle véty 4.6.3.
Tvrzeni v bazi (v, ..., v, by se dokazalo tak, Ze pomoci transformace soufadnic by
se ukazalo, Ze rovnice (6) nezavisi na volb€ ortonormalni baze. Podrobny
dikaz tohoto tvrzeni provadét nebudeme.

Jestlize vektor u’ generuje hlavni smér U’ odpovidajici kofenu ¢ rovnice (6),
snadno uréime hodnotu f,(u’). Dosadime-li do rovnice (3) misto vektoru x
vektor u’, dostaneme

fz(u/) — c/u;z'
Zvolime-li vektor ' tak, aby byl jednotkovy, bude platit .

(8) fHLw)=-c.

Odtud vyplyva, ze U’ € @ pravé tehdy, je-li ¢ = 0. Navic z rovnosti (3) vyplyva, Ze
¢ = 0 pravé tehdy, je-li bod U’ konjugovan s kazdym nevlastnim bodem, coz
plati pravé tehdy, jestlize U’ je bud singularni bod kvadriky @, nebo bod

dotyku nevlastni nadroviny. Jestlize ¢’ # 0, neni smér U’ konjugovan sam se sebou.
Jeho polarni nadrovina je proto vlastni.

Definice 4.6.2. Polarni nadrovina hlavniho sméru kvadriky @, ktery neni
bodem kvadriky @, se nazyva osovd nadrovina kvadriky @. Osova nadrovina
hlavniho sméru kuZelosetky se nazyva osa kuzelosecky.

Jestlize osova nadrovina ¢ je polarni nadrovina hlavniho sméru U, je ziejmé
na tento smér kolma (plyne piimo z definice 4.6.1 a z definice 4.6.2).
Vypocet hlavnich smérti provedeme zvlast pro n = 2. Soustava (5) ma potom tvar

9) (fis — Quy + fiu, =0,
faruy + (fz2 = Quy, =0.
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Rovnice (6) ma tvar

fii—c iz
f21’ fzz —C

t). (protoze Si2 =fay)

(10) ¢ —fy, t 2 + fiifor — f3, =0
Diskriminant této kvadratické rovnice pro c je
D=(fi, + f2,)* - Hfi1haz = f1)

Provedeme-li naznadené operace, dokdZeme, ze
D=(fi, — f1)* + 4f1,.

Zr?mé1 {) 2 0. Odt'ud také vyplyva, ze koteny rovnice (10) Jjsou realné.
- est 1ze D > 0, je bud £, # £,,, nebo J12 # 0. Pro kaZdy koten rovnice (10)
pro o’matice soustavy (9) hodnost 1 a za ¥eSeni ma jediny smér. Existuji ted
dva hlaym smery a podle véty 4.6.2 jsou kolmé. ’
“ (;I.es'thzz Dk=f), musi plati.t Ji1 = f2; a fi, = 0. Rovnice (10) ma potom jeden
( kjnvz;s? nyv orevn Sfir- MaEICC soustavy (9) je potom nulov4 a fefenim soustavy (9)
f(e k a;z yvsmer. Vsechr.ly sméry ve V, jsou tedy v tomto pfipad& hlavni. Rovnice
uzeloseCky @ v aritmetické bazj {1, PLv,v,>, kde PcE av j

ortonormalni vektory, ma tvar ’ vt o

=0’

(11 Suxi + i X5 + 2f01x0x1 + 2f02X0%, + foox§ = 0.

\{yl?uéime-li k}liel(’)seéky obsahujici nevlastni pfimku, bude platit fi1 # 0. MGZeme
prey} k? kartézské soustavé soufadnic urené v ES repérem % = (P;uy,u,>
Vydélenim f,, 'a pfechodem ke kartézskym soufadnicim bodu X (piée;ne; ’X 2—-.
= [x, y]) upravime rovnici (11) na tvar -

(12) X* + y* 4+ 2px + 2qy + r = 0,

kde p = 71, /f =
- vp' jlo(l/flvl 4= Jfo2/f11s T = foo/f11- KuZelosetka o této TOVNICi Se nazyva
uzmice. Kruznice takto definovana se ponékud li§i od kruZnice definované

pomoci vzdalenosti. Shodu pojmi bychom dostali i
tali, kdyb i ili i A
nost nulovou nebo ryze imaginarni. oyeliom pripustili { vadile-

krulijtll(.azeme si Jeste’ )113?’/ zpUsob, jak chara-lkterizovat kruznici. Uréime praseiky

.1‘ce s rllevlastm ptimkou — do rovnice (11) dosadime x, = 0. Dostaneme
[r)o:;mcIl (plati f, 1 #0) x} + x3 = 0. Refenim této rovnice ziské?ne dva priiseciky
,'Z(:, tilo ic; (Ot,) 1(,11), 'Iz = (0,01, :1). Tyt? l,)ody se 'naZ)’Ivaji izotropické body. Protoie,

PICke body jsou priisetiky kazdé kruZnice s nevlastni pfimkou, nezavisi
tyt:) body na volbé kartézské soustavy soufadnic. Obracend dokaZeme P kazda
kuZelosetka prochazejici izotropickymi body je kruznice. e
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Mgjme kuzelosecku @, ktera v aritmetické bazi {(1, P), u;, u,> ma rovnici
f1iX3 + 2f12X1X5 + f22%3 + 2f01%X0%; + 2f02%0X2 + fooxs = 0.
Z podminky I, € @ vyplyva, Ze
fi1 + 2f121 — f2, = 0.

Protoze viechny koeficienty f;;,1,j = 0, 1, 2 jsou realné (v celé kapitole se omezujeme
na studium kvadrik uréenych realnou kvadratickou formou), musi platit f;, = f3,
a f,, = 0. Pokud tedy kuzeloset¢ka @ neobsahuje nevlastni pfimku, je to kruZnice.

UkaZeme si, Ze¢ pomoci izotropickych bodd mizZeme popsat podobnosti
v roving ES. Zkoumejme afinni transformace roviny ES, které dvojici izotropickych
bodt zobrazi na sebe. Zfejmé pro kazdou takovou afinni transformaci ¢, mohou
nastat dva pfipady

a) o, (I,) =1, a @,(I,) =1I,;
b) (Pp(I1) =1, a (Pp(Iz) =1I.

Necht asociovany homomorfismus ¢ k afinni transformaci ¢ roviny E§ (¢, je
projektivni rozsiteni transformace ¢) je v bazi {v,v,» din rovnicemi

X1 = 11Xy + @y3%;,

13
( ) x/z = a21x1 + azzxz.

Aritmetickym zastupcem bodu I, = (0,1,i) je vektor i; =1.v, +i.v,. Jeho
obraz ziskdme z rovnic (13)
@liy) = (ay, +iay,, ay; +iay,)

a) Nechf ¢ (I,) =1, a ¢,(I,) = I,. Vektor @(i,) je aritmeticky zistupce bodu I,
pravé tehdy, je-li dvojice jeho soufadnic nasobkem dvojice (1,1i), coz plati,
pravé kdyz

Ay + 16y, = ilay, + ia,,).
Tato rovnice je ekvivalentni rovnicim
(14) a3 = —Adiz, 411 = 433

Stejné rovnice bychom dostali z rovnosti ¢,(I,) = I,. Rovnice (14) jsou vSak
ckvivalentni s faktem, Ze transformace ¢ je pfima podobnost (viz odstavec 2.8).

b) Z podminky ¢,(I;) = I, nebo ¢,(I,) = I, ziskame stejnym postupem jako
v ptipad€ a) rovnice

dy1 = dy3, U113 = —dz2,

co plati pravé tehdy, je-li transformace ¢ nepfiméa podobnost.
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Podobné, jako jsme provadéli afinni klasifikaci kvadrik, miiZeme provést
i metrickou klasifikaci kvadrik v prostoru EY, tj. klasifikaci kvadrik vzhledem
ke grupé viech shodnosti na prostoru ES. (Kazda shodnost v prostoru E,, je afinni
transformace a miiZeme ji tedy rozsifit na transformaci prostoru EC — shodnost
prostoru ES)) Uloha se fesi, tak jako v prostoru AS, nalezenim vhodné kanonické
bdaze ((1, P),u,,...,u,>. Aby automorfismus prostoru W,,, pievadé&jici jednu
kanonickou bazi do druhé kanonické baze uréoval shodnost prostoru ES, budeme
vektory u,, ..., u, volit tak, aby byly ortonormalni. Nejdfive najdeme kanonickou
bazi pro regularni kuZelosecky v roving ES.

Pro sifedovou kuzelosetku @ zvolime kanonickou bazi #' = ((1, S), u;, u,>
tak, ze § je stfed kuzeloseCky @ a {u,, u, ) je takova ortonormalni baze prostoru V,,
Ze vektory uy, u, ur€uji hlavni sméry. Jestlize hlavni smér U,; odpovida ¢&islu ¢,
dostaneme podle (8) f,(u;) =c¢;, i =1,2. ProtoZe u; a u, jsou ortogonalni
vektory, je f(u,,u,) = 0. Rovnice kuZelosetky @ v bazi % tedy bude

(15) FooXd + ¢1x? + ¢x7 =0,
kde f50 = f5((1, S)) a xj, x7, x5 jsou homogenni soufadnice bodu X € ES v bazi 4.

Jestlize mame kuZelose¢ku @ danu rovnici v jiné aritmetické bazi %, mlZeme
urcit €islo f, podle vzorce (25) z odstavce 4.5.

Sestrojime kanonickou bAzi pro nestfedové kuZeloseCky v E5 — paraboly.
Parabola @ se dotyka nevlastni pfimky, bod dotyku oznacime U,. Zfejmé€ U,
je hlavni smér a odpovida ¢islu ¢; = 0. Smér U, na n€j kolmy je také hlavni a od-
povidajici &islo ¢, # 0. Proto U, ¢ @. Polara bodu U, je vlastni pfimka a protina
kvadriku @ v bodé U, a v dal8im vlastnim bodé& A. Zvolime jednotkové vektory
u;, u, (vektor u; generuje smér U,). Vektory u,, u, jsou pak ortonormalni.

Poloime #° = ({1, A), u;, u,». Necht rovnice kuzelose¢ky @ v této bazi je

¢

2
(16) Y fixix;=0.

i,j=0
ProtoZe body U,, U, jsou konjugované, je f}, = f(u,, u,) = 0. Podobn& dosta-

neme fo0 =0, f1; =0, f, = 0. Ze vztahu (8) vyplyva, Ze [, = ¢,. Rovnice (16)
ma tedy tvar

(17) 2f01Xoxy + x5 =0,
kde f4; = f((1, A),u,). Necht Pe E,. Oznaéme
w=(1,4)—(1,P)
Ziejméw = A — Pe V,. Potom

UL A) uy) = f((1, P),uy) = flw,u,).
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Protoze U, je konjugovan s kazdym neviastnim bodem, je f(w,u;) = 0, a proto

(18) S, A),uy) = f((A, P),uy)

pro kazdy bod P ¢ E,. Pomoci vzorce (18) mizZeme pii vhodné volb€ bodu P snaze
uréit koeficient f5;. Postup nalezeni kanonické baze a ureni rovnice kuZelosecky
v kanonické bazi si ozfejmime na pfikladech.

Pfiklad 1. V kartézské soustavé soufadnic & dané repérem # = (P;v,,v,)
v roviné ES je dana kuZelosetka @ rovnici

a) 2x* +4xy + 5y2 —2x + 2y + 2 =0,

b) x2 + 6xy + 9y* + 2y — 1 =0.
Urg&ete kanonickou bazi kuzelosetky @ a napiste rovnici kuZelosetky @ v této
bézi.

Regeni. NapiSeme rovnici kuZelosetky @ v homogennich soufadnicich v bazi
(1, P),v,,v,> a urtime matici F kuZelosecky.

a) 2x2 + 4x,x, + 5x% — 2x¢x; + 2xoX; + 2x3 =0

2, —1, 1
F=1]-1, 2,2
I, 2,5

Determinant z matice F je F = 1. Tudiz kuZelosecka @ je regularni. Dale Foo = 6,
tudiz kuzelosetka je stiedova (Fo # 0) a je to elipsa (Foo > 0). Jeji stfed je
S = (Foo, Fo1» Foz) = (6, 7, —4). V kartézské soustavé soufadnic & je § =
= [7/6, —4/6]. Rovnice (6) ma tvar

2 —c 2

2, S5—c¢ =0

ij.
2 —Tc+6=0.
Kofeny této rovnice jsou ¢; = 1, ¢, = 6. Vektory u}, u} uréujici hlavni sméry
odpovidajici nalezenym kofeniim ¢,, ¢, dostaneme jako FeSent soustavy (9). Pro ¢,
ma soustava (9) tvar:
u, +2u, =0
2u, +du, =0

Jejim fesenim je vektor w) = (2, —1). Podobné u, = (1,2). Kanonickd baze
kuzelosegky @ je <(1,8),uy,u,), kde u; = (1/||u;|) . u; pro i=1, 2, a tedy
u, = 15 —1/3/3), up = (1//5, 2/y/5). Rovnici kuZelosetky @ v kanonické bazi
dostaneme z rovnice (15) (viz vzorec (25) z odstavce 4.5)

(1/6) x& + x2 + 6x5 =0,

kuZelosc&ka je imaginarni elipsa.
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b) xZ + 6x,x, + 9xZ + 2xox, — x5 =0

-1, 0, 1
F= 0, 1,3
1, 39
Plati F = —1, Fo, = 0. KuZeloseCka je paraboia. Rovnice (6) ma tvar
¢ —10c = 0;

Jejim kofenim c¢; =0, ¢, = 10 odpovidaji hlavni sméry urené vektory u) =
= (3, — 1), uy = (1, 3). Polara bodu U, (osa paraboly) ma rovnici

(0, 17 3) F(XOs x] ] xz)T = 0’
tj.

3x + 10x; + 30x, = 0.
Najdeme priseCik této osy a paraboly. Osu urlime dvéma body — bodem
U, =(0,3, —1) a napf. bodem B = (10,0, —1). Parametrické vyjadieni osy je

x = ruy + sb,
kde b = (10, 0, —1). Dosadime do rovnice f;(x) = 0. Dostaneme
fruy + sb, ruy + sb) = 0.
Po upravé (viz napf. pfiklad 3 z odstavece 4.4) obdrzime
(19) r’f(u) + 2rsf(u}, b) + s%fy(b) = 0.

Ziejmé f,(u7) = 0 (plati U] € Q). Pomoci maticového zapisu uréime &isla f(u), b)
a f, (b). Dostaneme f,(b) = —111, flu;, b) = —10. Cislo f(u,, b) jsme mohli téz
dostat pomoci vzorce (18). Z rovnice (19) dostavame dvé feSeni, ktera jsou az
na nasobek urfena jednoznatné: r;, =1, s, =0 a r, = 111, s, = —20. Prvni
feSeni urcuje bod U,, druhé fefeni dava hledany prasefik A paraboly s osou:
a = 111(0, 3, — 1) — 20(10, 0, — 1) = (—200, 333, —91). V linearni soustavé sou-
fadnic &£ je A = [—333/200,91/200]. Kanonicka baze je {(1, 4), u, u,>, kde
u, = (3/,/10, —1//10), u, = (1/\/10, 3/4/10). Napiseme rovnici paraboly v kano-
nické bazi (rovnice (17)). Koeficient [, uréime pomoci vzorce (18) — bod P
je potatek soustavy soufadnic. Dostaneme

fo1 = (1,0,0) F(0, 3/\/10, —1/,/10) = —1/,/10.
Rovnice paraboly je
—~(2/3/10) Xpx, + 10x7 = 0.

Piejdeme-li k soufadnicim v kartézské soustavé soufadnic £’ urlené repérem
R = {A;u,,u,), dostaneme rovnici paraboly ve tvaru

~(2//10)x + 10y = 0.
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Mohli bychom téZ fe§it piiklady na napsani rovnice kuZelosetky z danych
prvki, pfiCemZ by mimo jiné byla dana osa kuZelosecky (osa je zvlastni piipad
praméru kuZeloseCky). Tyto piiklady v8ak byly feSeny v odstavci 4.5. Jejich
feSeni je proto ponechano do cvideni.

ProtoZe kanonicka baze je jednoznaén& urena regularni kuZeloseCkou (kromé
kruznice), budou dvé kuzZelose¢ky shodné pravé tehdy, jsou-li jejich rovnice
v odpovidajicich kanonickych bazich az na nenulovy nasobek stejné (tvrzeni
zfejmé plati i pro kruZnici). Tim jsme vlastné provedli metrickou klasifikaci
kuzelosetek. Mame-li rovnici kuzeloseCky v jeji kanonické bazi, mizeme ziskat
jeji rovnici v pfislusné kartézské soustavé soufadnic (jako v piikladu 1b). Z této
rovnice je jiz snadné uréit u stiedovych kuzZeloseCek velikosti poloos a u paraboly
parametr (viz téZ kapitola 3 v [G]). V§imnéme si je¥t§, Ze k tomu, abychom
nalezli rovnici kuZelosecky v kanonické bazi, tuto kanonickou bazi nepotiebujeme
urCovat. Nalezeni velikosti poloos, resp. parametru je pak podstatné krat§i, nez
kdyz se to provadi transformaci soustavy soufadnic jako v kapitole 3 v [G].

Metrickou klasifikaci kvadrik v prostoru EY podrobné provadét nebudeme,
pouze naznadime postup. Opét budeme hledat kanonickou bazi kvadriky. Je-li @
sttedova kvadrika, vezmeme bazi {(1, S), u,, ..., u,>, kde S je stted a {u,,...,u,>
je ortonormalni baze prostoru V,, pfi¢emZ vektor u; generuje hlavni smér pro
i=1,...,n (viz véta 4.6.3). Kanonickych bazi kvadriky mfZe byt oviem vice.
Je nutno ukazat, ze jsou-li (1, S),u,,...,u,»> a {(1,8), uy,...,u,> dvé takové
bAze, ma v nich kvadrika @ stejnou rovnici. Snadno se zjisti, Ze vektorw = § — §' =

=(1,S) — (1,8) urduje singularni bod kvadriky. Odtud dostaneme rovnost

121, 8)) = f,((1, §)). Nyni jiz v obou kanonickych bazich ma kvadrika stejnou
rovnici podle véty 4.6.4. 2

Necht kvadrika @ je nestfedovd a regularni. Zjistime, Ze vSechny osové
nadroviny se protinaji ve vlastni pfimce — ose kvadriky. Za kanonickou bazi
vezmeme bazi {(1, A), u,, ..., u,», kde A je vlastni prisecik osy kvadriky s kvadrikou
auy,...,Uu, jsou ortonormalni vektory urcujici hlavni sméry.

Zbyva ptipad, kdy @ je nestiedova a singularni kvadrika. Bud P’ jeji vrchol a V'
aritmeticky zaklad podprostoru P'. Ziejm€ P’ < v (v je nevlastni nadrovina).
Necht P” je podprostor prostoru ES, jehoZ zaméteni je V'* (vektorovy prostor
totalné kolmy na V’). Potom kvadrika @ nP” je regularni a nestfedova (viz
véta 4.4.6 a postup pouzity v dikazu véty 4.5.4). Nyni vezmeme kanonickou
bazi kvadriky @ n P” a doplnime ji ortonormalni bazi prostoru V'. Dostaneme
kanonickou bazi kvadriky Q.

Pro nestfedové kvadriky bychom opét méli dokazat, ze ve dvou rdznych
kanonickych bazich mé kvadrika stejnou rovnici. Toto tvrzeni bychom dokazovali
podobnt jako v pFipad¥ stfedovych kvadrik.

202

Dalsi metrické vlastnosti kvadrik a specialng kuzelosedek byly jiz probrany
v kapitole 3 v [G]. Proto na zavér odstavce dokaZeme jen jedno tvrzeni, majici
konstrukéni vyuziti. Formulaci tohoto tvrzeni i jeho dikaz budeme sledovat na
obr. 48a, b.

Py

Obr. 48a Obr. 48b

Mé&jme pro stfedovou kuZelosetku @ dany sdruzené praméry p,, p,. Jejich
prisetik S je stfed kuzelosetky. Dale méjme danu te¢nu t s bodem dotyku R.
Necht Ré¢p; a R¢p,. Snadno zjistime, %¢ v pripads, Ze tetna t je rovnobézna
s n€kterym z pramérd p, , p, nebo prochazi bodem S, je kuZelosecka @ singularni.
Necht tedy nenastava 7adna z uvedenych moznosti. Sestrojime body T, = t n p,,
i =1,2. Dale sestrojime body R;ep;, i = 1,2 tak, aby RR.||p, a RR;||p,.
Snadno lze dokazat, Ze jsou-li polopfimky 5Ty a SR, k sobg opatné, plati

—_

SR, = ST, (obr. 48b). Jsou tedy pravé tyto dvé mo¥nosti:

a) SR, = ST, a SR, = ST;,
nebo

b) SR, = ST; a SR, # ST, nebo

SR, # 8T, a SR, = ST,

Témto moZnostem odpovida situace na obr. 48a,b. Necht u; je jednotkovy
vektor ze zaméfeni pfimky p,,i =1, 2. NapiSeme rovnici kuZelosetky @ v bazi
% = (1, S),u;,u,). Tato baze je ziejms polarni baze kuZelosetky @. Rovnice
kuZelosetky @ ma tedy tvar

(20) foox3 + fuxi2 + f22x§ =0

a v linearnich soufadnicich (linearni soustava soufadnic % je uréena repérem
R = <S;uy,u,))

@21 Joo + fiix? + foy* =0.
Necht R = [ry, r,] v linearni soustavé soufadnic %, a tedy R = (1,r,,7,) v bazi 4.

Protoze R € Q, musi platit

Joo + fnr%'*' f22r3 = 0. ‘/‘
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TecCna t je polara bodu R. Jeji rovnice tedy je

JooXo + fiaXiry + fazxor, =0,
resp.

Joo + fuixry + frayr, = 0.

Protoze t}{p, a t}fp,, plati fi; #0 a f,, # 0. Protoze S¢t, plati fy, # O.
KuzZeloseCka @ je tedy regularni. Snadno spocitame priseciky te€ny ¢ se soufadnico-
vymi osami. Dostaneme T; = [ —foo/(f1:71), 0], T, = [0, — foo/(f2272)]. Ziejme
R, = [r,0], R, = [0,r,]. Dale SR, = ST, pravé tehdy, maji-li &isla — foo/(f1174)
a ry stejnou signaturu, tj. plati-li —fyo/f;; > 0. Podobné SR, = ST, pravé tehdy,
je-li —fo0/f22 > 0. Zvolime rovnici kuZeloseky tak, aby f,, < 0. Potom plati
v piipad¢ a) f;; > 0, f,, > 0 a kuZelosetka @ je elipsa a v piipadé b) bud
Ji1>0a f,, <0, nebo f;; <0 a f,, >0 a kuZelosetka je hyperbola. Snadno
uréime praseCiky ptimek p; a p, s kuZeloseCkou @. Nechf p,n @ = {4;, 4},
i=1,2. Napf. body 4,, A7 dostaneme feSenim rovnice (21) s rovnici y =0
(rovnice pfimky p, ). Jﬁ'li Ji1>0,bude 4, = [\/_foo/fuao]a Ay = [/ fo0//11,0]
(pro fi; < 0 neexistuji realné priseciky pfimky p s kuZelosetkou @). Protoze
””1 “ =1, je ‘SA1 | = \/"foo/fll, ISR1 | = |V1 STy | = |foo/(f11"1)]' Odtud
vyplyva, Ze

B

(22) |SA1l2=|SR1|'|ST1"

Samoziejmé | SA; | = | SA4, |. Podobné bychom uréili i vzdalenost | S4, | v piipadg,
Z¢ f5, > 0. Na sdruzenych primérech elipsy timto zpisobem najdeme jejich
priseciky s elipsou.

Necht nyni kuZeloseCka @ je hyperbola a necht napf. f;; >0, f,, <0
(stale predpokladame f,, < 0). Popsanym zpisobem urlime body A4,, 4. Dale
sestrojime body B,, B, € p, tak, aby B, # B, a

(3) |5B,|* = | 5B,

ProtoZe | SR, | =|r,|,| ST, | = | fool(f22r2) ], je |SB,| =|SB;| = VI Joolf22|. Body
A;, A}, resp. B,, B, vedeme rovnobezky s pfimkou p,, resp. p;. Dokazeme, Ze
ihlopfi¢ky rovnobézniku, ktery timto zpisobem vznikne, jsou asymptoty hyper-
boly @ (obr. 49). Vrcholy popsaného rovnob&zniku jsou body K = [|SA4, |, | SB, {1,
L= [‘lSA1 ,|SBZI],M = [“iSAlk» ‘"lSBz LN = USA1|’ _‘San- Uhlo-

Mo

pFi¢ky rovnobézniku KLMN jsou piimky SK a SL o rovnicich

2=|SR2HST2|

| SBy|x — |54,y =0, |SB,|x+|S4,|y=0,

\/ Joolfz2|x — \/".foo/fny =0,
Vool S22 x + /= foolfi1y = 0.

204

{.

+

Po zkraceni rovnic &islem /| fo, | dostaneme

X __ Y __o X Ly
\//|f22‘ \/fn ’ \/lf22| \/lfu
Najdeme asymptoty hyperboly @. Nevlastni body hyperboly urime z rovnice (20)
(dosazenim x, = 0). Dostaneme rovnici

fux% + f22x§ = 0.

ProtoZe f,; > 0 a f,, < 0, upravime tuto rovnici na tvar

(\/Exl + mxz)(\/—f;;xl - \/mx» = 0.

Nevlastni body hyperboly tedy lezi na pfimkach

25) Vi + faalx, =0,
\/le - \/I_fz—z—]xz = 0.

ProtoZe na t&chto pfimkach leZi zfejmé i bod S, jsou rovmice (25) rovnicemi
asymptot. Po pfechodu k linearnim soufadnicim zfejmé dostaneme rovnice (24).
Tim je tvrzeni dokazano.

0.

(24)

UkazZeme si konstrukéni vyuziti pravé vyloZené teorie.

Piiklad 2. Na obr. 50 je dana elipsa sdruZenymi priiméry p,, p, a tenou ¢
s bodem dotyku R. Urcete prisetiky primérd p,, p, s elipsou.

Reseni. Hledané prﬁseéil:y A, Ay, A;, A, uréime pomoci Euklidovy véty
ze vzorce (22). Postup konstrukce viz obr. 51. /
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Ptiklad 3. Na obr. 52 je dana hyperbola sdruZenymi primeéry p,, p, a te¢nou ¢
s bodem dotyku R. Urgete hlavni osu hyperboly, jeji priseCiky s hyperbolou
a asymptoty hyperboly.

- / Py
P2

/

Obr. 52 Obr. 53,

ReSeni. Postup sledujeme na obr. 53. Pomoci Euklidovy véty najdeme body
A, A\ €p, a B,, B, €p, tak, aby platily vztahy (22), (23) (z divodu pFehlednosti
obrazku neni tato konstrukce vyznaena). Sestrojime rovnob&znik KLMN (viz
obr. 49). Jeho uhlopti€ky jsou asymptoty hyperboly. Osy o,, o, uhld, které
asymptoty sviraji, jsou osy hyperboly. Z polohy teény t a bodu dotyku R
je ztcjmé, kterh z 0s 0y, 0, protini hyperbolu — je to osa o, . Jeji prisediky A4, , 4}
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s hyperbolou uréime podle vzorce (22) z bodi R, a T, (konstrukce je na obr. 53

skute¢né provedena). Tim je piiklad vyfeSen.
Cvifeni

1. Pro danou kuZelosetku @ zjistéte, zda je regularni nebo singularni. Je-li
kuzelosetka @ singularni, urdete primky, které ji tvoii. Jestlize kuzeloseCka @
je regularni, urlete jeji stted S (je-li @ stfedova kuzelosetka), resp. vrchol V
(je-li @ parabola), vektory u,, u, tvofici ortonormalni bazi a uréujici hlavni
sméry a napiSte rovnici kuzelosetky @ v kartézske soustave soufadnic &
uréené repérem ¢S; u,, u,, resp. {V; u,, u,». KuZelosecka @ je pfitom dana
nasledujici rovnici

a) 2x2 +4xy + 52 —2x + 4y +3 =0,
b) 2x* + 3xy =22+ x + Ty — 3 =0,
c) =3x% +6xy+ 52 —4x —1=0,
d) 4x? + dxy + 2y* +4x — 2y + 5 =0,
e) x2 — 4xy + 4y* + 6x — 12y + 9 =0,
f) x2 +2xy+y> —2x+4y—1=0,
g) 5x% + 12xy + 10y? —4y + 2 =0,
h) x24+2xy+y> +4x + 4y +5=0.

2. Napiste rovnici kuZelosetky, je-li v dané kartézské soustave soufadnic dano:
a) x+y+2=0 je osa, u=(1,0) urCuje smér asymptoty, x = 1 je teCna
s bodem dotyku T = [1, 0].
b) x + 2y = 0 je osa, kuZeloseCka je parabola a soufadnicova osa x je te¢na
s bodem dotyku T = [1,0].

4.7 Svazky kvadrik

V kapitole 1 v [G] jsme zkoumali svazky nadrovin. Pfitom jsme kazdou
nadrovinu méli uréenou linearni funkci (vlastné rovnici). Svazek nadrovin byla

_ mnoZina viech nadrovin piifazenych nenulovym linearnim funkcim z dvoj-

rozmérného vektorového podprostoru prostoru viech linearnich funkci. U kvadrik

v prostoru AT je situace obdobna: VSechny kvadratické formy na vektorovém

prostoru W, , tvofi vektorovy prostor s obvyklymi operacemi (s¢itani kvadratic-
kych forem a nasobeni kvadratické formy &islem z C). KaZdé nenulové kvadratické
formé& je pfitazena kvadrika v prostoru AT, Pritom dvéma kvadratickym formam
jsou piifazeny stejné kvadriky pravé tehdy, je-li jedna z t&chto forem nasobkem
druhé kvadratické formy. MiZzeme tedy definovat svazky kvadrik temet stejné
jako jsme definovali svazky nadrovin. Pravé tak miizeme na svazky kvadrik
pfevést nékterd tvrzeni i silﬁkazy.
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Definice 4.7.1. MnoZina S kvadrik v prostoru Al prifazenych nenulovym
kvadratickym formam z dvojrozmérného prostoru kvadratickych forem na vekto-
rovém prostoru W, , | se nazyva svazek kvadrik.

ProtoZe dvé linearn& nezavislé kvadratické formy urduji pravé jeden dvoj-
rozmérny vektorovy prostor kvadratickych forem, plati nasledujici tvrzeni:

Véta 4.7.1. Ke kazdym dvéma riznym kvadrikdm prostoru AT existuje pravé
jeden svazek kvadrik, ktery je obsahuje.

Necht dvé rizné kvadriky @', @* v prostoru AT jsou urtené po fads
kvadratickymi formami f}, f3. Oznatme S svazek kvadrik obsahujici kvadriky
@', @2 ProtoZe plati véta 4.7.1, tikame, e svazek S je uréen kvadrikami @! a @2
Je-li @ e S kvadrika uréena kvadratickou formou f,, zfejmé existuji &isla k,, k,e C

tak, Ze

(L fr=kif; + Kk f3.
Rovnice kvadriky @ je pak
2 ky f2(%) + ko f3(x) = 0.

Véta 4.7.2. Necht kvadriky @', @2 = AU urduji svazek kvadrik S. Jestlise
bod Ae AT lezi na obou kvadrikaich @! a @2, potom lezi na kazdé kvadrice
svazku S. Jestlize bod A4 nelezi alespoii na jedné z kvadrik @', @2, potom
existuje pravé jedna kvadrika Qe S tak, 7e 4 € @.

Ditkaz. Véta je zfejma, dosadime-li aritmetického zistupce a@ bodu A do
rovnice (2) kvadriky @. (Viz té% analogicka véta pro svazky nadrovin —
véta 1.5.10 v [G]).

Obr. 54a Obr. 54b

Déle se omezime na specialni ptipad svazkid kvadrik — na svazky kuZeloseCek
v roving A%, Pro daldi praci bude vhodné, abychom pozménili pojem te¢na
kuZelosetky. Tetna kuZelosetky @ bude kazda piimka p, pro kterou plati bud
p = @, nebo mnoZina p N @ je jednobodova. Kazdy bod Aep n @ pak nazyvime
bod dotyku ptimky p. Proti dfiv&jiku tedy bereme za teCny i pfimky protinajici
kuZelosetku pravé jen v singularnim bod& a tento bod povaZujeme za bod
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dotyku. Singularni kuZelosetky v roving AS jsou bud dvé rtzné primky, nebo

_ jedna pfimka. V prvnim pfipadé je vrcholem kuZeloseCky prasecik téchto pfimek,

v druhém piipadé je celd pfimka tvotici kuZeloseCku také jeji vrchol. Pfiklady
netypickych teCen kuZeloseCky @ vidime na obr. 54a,b. TeCna je oznafena t
a jeji bod dotyku T

Véta 4.7.3. MnoZina viech kuZelosetek v rovingé AY, které obsahuji &tyfi

dané riizné body A, B, C, D nelezici na jedné pfimce, je svazek.

Ditkaz. Zvolime aritmetickou bazi u,, u,, u, tak, aby tfi body nelezici na ptimce
byly soufadnicové. Necht napt. A = U,, B=U,;, C=U, a D =(d,, dy, dj),
pti¢emZ alespoii dvé z Cisel d,, d,, d, jsou nenulova. KuZeloseCka @ o rovnici

4) zn: Sixix; =0
i,j=0
obsahuje body Uy, U,, U,, pravé kdyZ fo, = f11 = f,, = 0. Jeji rovnice tedy je
) JorxoXy + foaXoXs + fi2X1%, = 0.
Aby platilo D € @, must platit
(6) fordody + fordod; + fi2d1d; = 0.

Alespon jedno z &isel dod , dod, , d1d, je nenulové. Proto viechna teSeni (fo1, fo2, f12)
rovnice (6) tvoff vektorovy prostor dimenze 2. JestliZe trojice (fi;, foz, f12)
a(f3,, f%,, f3,) tvoii bazi prostoru feseni, existuji ke kazdému fedeni (fo1, fos, f12)
Cisla ky, k, € C tak, Ze

(fors fozs f12) = ki(f &1, b2, f12) + ko[ 31, [32, f12)-

Dosadime-li za &isla. fy,, fo2, f12 do rovnice (5), vidime, Ze plati: KuZelosecka @
prochazi body 4, B, C, D pravé tehdy, jestlize existuji &isla k,, k, € € tak, Ze
jeji rovnice je
(M ki(f61X0%1 + fo2%0X2 + f12%1%5) +
+ ky(fo1x0%1 + [Eax0X2 + f12X1%3) = 0.

PoloZime-li proi = 1, 2
5%) = fh1x0X; + fo2X0X2 + f12%1X2,
dostaneme rovnici (2) kvadriky svazku. Tim je véta dokazana.

Daldi dvé véty se jak tvrzenim, tak dikazem pfili§ nelisi od pravé dokazané
véty. Proto jejich diikaz podstatné zestrunime.

Véta 4.7.4. M&me v rovin& A5 dany t¥i rizné body 4, B, C a takovou piimku ¢4,
ze Aet, a alespoii jeden zbodl B, C neleZi na pfimce t,. Potom mnoZina viech
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kuzelosetek, které obsahuji body B, C a pro n&Z je pfimka f, teéna s bodem
dotyku A, je svazek kuzelosecek.

Diikaz. Necht napt. B¢ t,. Zvolime aritmetickou bazi ug, u,, u, tak, ze U, = A4,
U, =B,U,et,. Necht C = (¢, ¢y, ¢5). ProtoZze A # C # B,neplatianic, = ¢, =
=, ani ¢, = ¢, = 0. KuZelosetka @ o rovnici (4) obsahuje body U,, U, pravé
tehdy, kdyz fo0 = fi1 =0, a pfimka t, je teCna pravé tehdy, kdyz body U,, U,
jsou konjugované, tj. plati f,, = 0. Jeji rovnice tedy je

(®) 2fo1X0Xy + 2f12x1x; + f22x§ =0
Aby platilo C € @, musi platit
2fo1€0€1 + 2f120 s + fazc5 = 0.

Ziejm& alespofi jedno z &isel cocy, ¢ic,, ¢3 je nenulové. Tvrzeni jiz dokazeme
stejnym postupem jako v predeslé véte.

Véta 4.7.5. M&jme v roviné AS dany dva rtizné body A, B a dvé riizné piimky ¢,
ly tak, Ze Aet,, Bety. Potom mnoZina viech kuZelosetek, pro n&Z ptimka t,
je tecna s bodem dotyku A a pfimka ¢y je te¢na s bodem dotyku B, je svazek
kuZelosecek.

Ditkaz. Zfejm& bud t, # AB, nebo ty # AB. Nechf napt. t, # AB. Zvolime
aritmetickou bazi jako v prededlé vété. Zvolme Cety tak, aby C # B. Potom
C = (¢cg,¢1,Cy), ptiCemz alespoii jedno z Eisel ¢q, ¢, je nenulové. KuZelosetka @
obsahujici bod B a majici te¢nu t, s bodem dotyku A mé& rovnici (8). Pfidame
podminku, Ze body B, C jsou konjugované. Body X = (x4, x;, x3)a Y = (yg, ¥1,V2)
jsou konjugované, pravé kdyz

JorXoyy + forX1Vo + f12X1y2 + f12X2y1 + f22%2y2 = 0.
Podminka konjugovanosti bodd B = (0,1,0) a C = (¢cq, ¢y, ;) tedy je

Jo1€o + frac2 = 0.
Dale postupujeme jiz stejné jako pfi dikazu véty 4.7.3.

Samozfejmé ne kazdy svazek kuZelosedek v roviné AY je jeden ze svazki,
které jsme popsali ve vétach 4.7.3, 474 a 4.7.5. Dalo by se ukazat, Z¢ krom&
svazkl popsanych v té€chto vétach existuji jeSté daldi dva typy svazki. K jejich
popisu bychom vSak potiebovali dalsi sloZitéjsi aparat, a proto tyto typy svazki
nebudeme zkoumat.

Pokud uréujeme svazek kuZelosetek dvéma kuZzeloseCkami @!, @2, byva
nejvyhodngjii, je-li to mozné, zvolit za @' a @? singularni kuZelosetky. U singular-
nich kuZelosetek se totiz nejsnaze ur¢i jejich rovnice. Jestlize je singularni
kuZelosetka @ tvoFena pFimkami p, ¢ a pfimka p, resp. g je uréena lineArni
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formou h,, resp. h,, je kuZeloset¢ka @ urCena kvadratickou formou f, = h,. hg, tj.
rovnice kuZelosetky @ je h,(x).h(x) = 0. Je-li kuZelosetka @ tvorena jedinou
ptimkou p, je urena kvadratickou formou f, = h, . h,, tj. rovnice kuZelosecky @
je (h,(x))* = 0.

Obr. 55a Obr. 55¢

UkéZeme si, 7e svazky kuZelosedek popsané ve vétach 4.7.3, 474 a 4.7.5
miZeme urdit pomoci singularnich kuZelosetek @', @2, Je-li svazek urlen
podle v&ty 4.7.3 &tyfmi riznymi body A, B, C, D, miZeme napf. poloZit Q' =
= ABUCD (zde jde o sjednoceni pfimek, nikoli o jejich spojeni) a @* =
= AC u BD (obr. 55a). Svazek urleny tetnou t, s bodem dotyku A4 a dalSimi
dvéma body B, C (véta 4.7.4) uréime kuZelosetkami @' =1, UBC a @ =
= AB'U AC (obr. 55b). Nakonec svazek ureny te¢nou t, s bodem dotyku A4
a tenou t, s bodem dotyku B (véta 4.7.5) urCime kuZeloseCkami @' = t, Uty
a @2 = 4B (obr. 55¢).

Jako ptiklad svazkii kuZelosetek si ukazeme svazky kruZnic v rovin€ ES.
Predpokladejme, ze # = (P;u;,u,> je repér v euklidovské rovin® urCujici
kartézskou soustavu soufadnic % (ij. vektory u,, u, jsou ortonormalni). Necht S
je svazek kuzelosetek v roviné obsahujici dvé rizné kruznice K', K2 Potom
rovnici kruznice K mtZzeme pro i = 1,2 psat v aritmetické bazi {(1, P), u;, u,)
ve tvaru (viz odstavec 4.6 vzorce (11), (12))

(9) x2 + x2 + 2p'xoxy + 29'xox, + r'xy = 0.

Ptitom symbol ,,i v této rovnici je index, nikoli exponent. Kvadratickou formu
na levé strang rovnice (9) ozname f5(x). Rovnici kazdé kuZzeloseCky svazku S
vyjadiime ve tvaru (2). Vidime, Ze pro k, + k, # 0 dostavame opét rovnici kruZnice.
Pro k, + k, = 0 dostaneme z rovnice (2) po jednoduché Gpravé rovnici

2Ap' — pY)xoxy + 2g" — gP) xoxa + (! — 1) x§ = 0.
To je rovnice kuZelosetky @, sloZené z nevlastni piimky a z pfimky p o rovnici

Ap' = pHx, + 2g" — ¢H) xy + (' =) x = 0.
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Pokud je pfimka p vlastni, nazyva se chordala kruznic K!, K2. Snadno se lze
pfesvédCit, Zze kazdé dvé kruZnice svazku maji pak stejnou chordalu p. Chordalu
dvou kruznic v E, Ize definovat pomoci tzv. mocnosti bodu ke kruznici —
chordala kruznic K', K? je mnoZina vech bodd z E,, které maji k ob&ma
kruznicim stejnou mocnost (viz kapitola 3 v [G]). V ptipadé, Ze p je nevlastni pfimka,
musi platit p' =p? a q' = ¢* a snadno se presvddtime, 7e kazda kruZnice
svazku S ma stfed S = [—p!, —¢'] (soufadnice bereme samoziejmé v kartézské
soustavé soufadnic .%).

Lze dokazat, Ze kazdy svazek kruZnic je jeden ze svazkd kuZelose&ek popsanych
ve vétach 4.7.3, 4.7.4 a 4.7.5. Predeviim vime, 7e kazda kruZnice obsahuje dva
izotropické body I,, I, roviny E5. Je-li S svazek soustfednych kruZnic o stiedu S
(j. pfimka p je nevlastni), jsou pfimky SI, a SI, teSny kazdé kruZnice o stfedu S
a body I, resp. I, jsou body dotyku téchto teden (viz odstavec 4.6). Svazek S
Jje tedy svazek kuZeloseSek popsany ve vété 4.7.5. Je-li pfimka p vlastni, zjistime, Ze
mohou nastat tyto moZnosti (podrobngj§i provedeni dikazu tohoto tvrzeni po-
nechavame jako cviCeni):

a) Existuji dva re4lné body A, Bep tak, Ze pro kruznici K plati Ke S pravé
tehdy, je-li A, Be K.

b) Existuji dva imaginarni komplexn& sdruZené body A, Bep tak, e pro
kruznici K plati K € S pravé tehdy, je-li A, Be K.

c) Existuje realny bod Aep tak, 7e pro kruznici K plati Ke€S pravé tehdy,
je-li ptimka p te¢na kruZnice K s bodem dotyku A.

—

e
9

Obr. 56
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Ktera z téchto moZnosti nastava, zjistime snadno — sta¢i prozkoumat vzajemnou
polohu pfimky p a jedné kruZnice svazku S. Piiklady svazkl odpovidajicich
moZnostem a, b, ¢ jsou na obr. 56 (vZdy je nakresleno nékolik kruznic svazku
a pf¥imka p).

Budeme pokradovat ve vySetfovani svazki kuZelosetek v roving AS. Pomoci
svazkt kuZeloseCek dokaZeme jednu dileZitou vétu pro regularni kuzelosecky.
Bud tedy @ regularni kuZelosetka. Dohodneme se, Ze pro body A, Be @, pro
které plati 4 = B, oznalujeme symbolem AB tetnu kuZelosetky @ v bodé A.
Necht 4, B, C, De @ jsou body, z nichz 7adné tfi nesplyvaji. JestliZe A = B
a A+# C# D # A, nazyvame svazkem kuZeloseéek urCenym body A, B, C, D
svazek viech kuZeloselek, které prochazeji body C, D a maji te¢nu AB s bodem
dotyku A. Jestlize 4 = B a C = D, nazyvame svazkem kuZelosetek urfenym
body A, B, C, D svazek viech kuZelosetek, které maji te¢nu AB s bodem dotyku 4
a tetnu CD s bodem dotyku C. Svazek kuZelosetek uréeny &étyfmi riznymi
body 4, B, C, De @ je svazek viech kuzeloseCek obsahujicich body A4, B, C, D.
Je zfejmeé, Ze ve v8ech probranych piipadech patii kuzelosecka @ svazku kuZzelosegek
ur¢enému zvolenymi body 4, B, C, De Q.

Véta 4.7.6. Pascalova véta. Mé&jme na regularni kuZeloseCce @ dany body
Ry,...,Rg. Necht R; # R;, jestlie i # j a neuspofadand dvojice indext [i, /]
neni rovna Za4dné z dvojic [1,2], [2,3], [3,4], [4,5], [5,6], [6,1]. Potom
existuje pfimka p tak, ¢ body K = R,R, nR,Rs, L = RR;nR,Ry, M =
= R3R, n R R, lezi na p¥imce p.

Diikaz. Pro riznou polohu bodi R,, ..., Ry na kuZelosecce @ budeme
sledovat diikaz véty na obr. 57a, b, ¢. Nechf kuZeloseCka @ je urfena kvadratickou
formou f,. Pfedpokladejme jesté, Ze h;; je linearni forma urlujici pfimku R;R;
pro i,j=1,...,6. Bud S svazek kuZelosetek urCeny body R,, R,, Rj3, R,.
Svazek S uréime dvéma singularnimi kuZelosetkami @' = R,R, U R;R,, @? =
= R,R; U R R, Rovnice kuZelosetky @, resp. @2 je hy,(x). hau(x) = 0, resp.
hys(x). hy4(x) = 0. Je ziejmé, Ze kuzelosetky @! a @2 jsou skutetn& riizné.
ProtoZze @ € S, existuji &isla a, be C tak, Ze

10 Sa(x) = ahy5(x) . hya(x) + bhys(x) . hy4(x).

- OznaGime-li § svazek kuZeloseek urfeny body R,, Rs;, Rg, R;, dostaneme

analogickym postupem, Ze existuji ¢isla ¢, d e C tak, 7e

(11) fz(x) = Ch45(x) . h16(x) + dh56(x) . h14(x).
Odeétenim rovnic (10) a (11) a jednoduchou tpravou obdrZzime rovnici
(12) ahq,(x). hsi(") — Chys(X) . hyo(X) = hy4(x) (dhse(x) — bhys(x)).

e
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Obr. 57b

Obr. 57¢

Bud p pfimka dana rovnici

dhse(x) — bhyz(x) = 0.

Ziejmé Le p. Protoze K€ R,R,, Ke R R, a K ¢ R,R, (kdyby platilo K € R,R,,
muselo by platit K = R,, a proto bud R, = R, nebo R, = R,, coZ neni mozné),
pro aritmetického zastupce k bodu K plati h,,(k) =0, h s(k) = 0 a h; (k) # 0.
Dosadime-li vektor k do rovnosti (12), snadno dokazeme, ze K € p. Analogicky se
dokaze i vztah M € p. Tim je véta doké&zana.

Jestlize povazujeme body R,, ..., Rg za vrcholy Sestithelniku a pfimky
spojujici dva sousedni vrcholy za strany tohoto Sestithelniku (vrcholy R; a R
jsou téZ sousedni), mizeme zformulovat Pascalovu v&tu téZ takto: U SestiGhelniku
vepsaného kuzeloseCce lezi prasefiky protilehlych stran na jedné piimce. (Tato
piimka se nazyva Pascalova pFimka.) Pfitom oviem musime pfedpokladat, Ze
vrcholy Sestithelniku, které nejsou sousedni, jsou ruzné. Také se musime oprostit
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od predstavy, e Sestithelnik vepsany kuZeloseéce lezi uvnité kuZeloseCky —
srovngj napf. obr. 57a a c. PouzZiti Pascalovy véty pro konstrukéni feSeni uloh si
ukiZeme na nasledujicich pfikladech.

Ptfiklad 1. Na obr. 58 jséu dany body A4, B, C, D, E a pfimka q tak, aby Aeq.
Necht @ je kuzelosetka obsahujici body A4, B, C, D, E. Sestrojte teCnu t kuZeloseCky @
v bod& B a urdete druhy prisetik pfimky g s kuZeloseCkou @ (jeden prisecik

je bod A).

Reseni. Nejdtive sestroji;ge te¢nu kuZeloseC¢ky @ v bodé B. Postup sledujeme
ny obr. 59. Za tim G&elem oznadime napt. B=R, =R,;, C=R,, D=R,,
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oL Obr. 61

E = Rs, A = Rq. Sestrojime Pascalovu ptimku p jako spojnici bodi L = R,R; N
NRsRg, M = R3R, N ReR,. Na této pfimce musi lezet i bod K = R,R, n R R;.
Proto K = p n R Ry a hledana te¢na je R;R, = BK.

Konstrukei druhého priisediku pfimky g s kuZelosetkou @ sledujeme na obr. 60.
Dan¢ body opét pfeznacime. Tentokrat polozime napt. A = R,, B = Rs, C =R,,
D = R¢, E = R; a R, bude hledany priisetik. Pascalovu ptimku p sestrojime jako
spojnici bodii K = R,R, " R,Ry’'a M = R,R, n R,R, (bod R, sice nezname, ale
pfimku R;R, ano, je to ptimka g). Na ni musi lezet bod L = R,R; n R;R,. Aviak
musi platit také L = p n R;R,. Protoze LR; = R,R;, plati R, = LR, N q.

Ptiklad 2. Pro kuZelosetku @ z piikladu 1 ur&ete hlavni osu s vyznadenymi
priseciky s kuzeloseCkou (vrcholy kuzelosetky) a asymptoty. (Ze zadani je ziejmeé,
Ze kuzelosetka je hyperbola.)
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Reseni. Postup je znazornén na obr. 61. Pomocné konstrukce nejsou na obrazku
vakresleny (obrazek by byl nepfehledny). Nejdiive sestrojime pomoci Pascalovy
vBtly teCny t4, tp, tp vV bodech A, B, D (feSeni viz priklad 1). Podle ptikladu 5
7. odstavce 4.5 sestrojime primér p, sdruZeny s nevlastnim bodem pfimky AB
n pramér p’ sdruzeny s nevlastnim bodem pfimky BD. Stfed kuZeloseCky @
je bod § =p, np. Bodem S vedeme piimku p, rovnob&Znou s piimkou AB.
Priméry p,, p, jsou sdruZené priméry kuZeloseCky @ a kuZelosetka @ je
opravdu hyperbola, coZz vyplyva napf. z polohy teny ¢z k primérdm p,, p,.
Nyni jiZ fe¥eni dokondime podle ptikladu 3 z odstavce 4.6 a najdeme asymptoty r, s
a hlavni osu p s body P,, P, kuzeloseCky @ (vrcholy kuzelosecky).

Kdybychom v pfikladu 2 zménili zadani, nadli bychom stejnym zplisobem
priaméry p,, p’. Kdyby tyto priméry byly rovnob&iné, byla by kuzelosetka @
parabola, a protoZe kazdy primér paraboly urCuje smér osy paraboly, sestrojili
bychom jiz snadno ze dvou teten s body dotyku ohnisko paraboly a Fidici
piimku paraboly. Kdyby priméry p,, p’ byly rtiznobézné, ale kuZelosecka @
by byla elipsa, uréili bychom ji podle pfikladu 2 z odstavce 4.6 sdruzenymi
priméry.

Je zfejmé, Ze pomoci Pascalovy véty miZeme sestrojit kuZeloseCku i v tom
ptipadé, Ze mame dany &tyfi jeji body a v jednom z nich teénu, nebo dvé teény
s body dotyku a dal§i bod. Postupujeme stejn€ jako v pfikladu 2 s tim rozdilem, Ze
mame uSetfenou konstrukci jedné nebo dvou teen kuzelosecky.
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KAPITOLA 5

AXIOMATIKA GEOMETRIE
5.1 Uvod

V prvni kapitole Geometrie I (viz definice 1.1.1) jsme definovali afinni n-roz-
mérny prostor jako trojici (A, V,, f), kde V, je n-rozmérny vektorovy prostor
nad télesem realnych &isel, A neprazdnid mnoZina a f zobrazeni mnoziny A x A
do V, takové, ze plati:

l. Prokazdé X, Y, ZeAje f(X, V) + fIY. Z) = [(X, Z).

2. Existuje Pe A tak, Ze zobrazeni f, mnoZiny A do prostoru V, pfifazujici
kazdému X € A vektor f(P, X) je vzajemné jednoznacné.

Euklidovskym n-rozmérnym prostorem jsme nazvali n-rozmérny afinni prostor,
na némz bylo definovano skalarni nasobeni.

Mohli jsme se -v prib&hu studia téchto prostoru pfesvédéit, ze v piipadé
dvourozmérném a tiirozmérném euklidovsky prostor odpovida nasim piedstavam,
ziskanym na stfedni $kole. Zejména jsme vidéli, Ze po zavedeni soustavy soufadnic
je body mozno popsat pomoci uspotadanych dvojic, pfip. trojic realnych &isel,
roviny a primky lze vyjadiit pomoci soustav linearnich rovnic. Je v8ak patrné, Ze
definice euklidovského prostoru, které jsme pouZili, vyuZila hlubokych znalosti
o0 rovinné a prostorové geometrii, zejména pokud se tyka vektor. Nasi definici
byl zachycen v jistétm smyslu konetny stav naSich znalosti o geometrii, ziskany
pfedchozi vyukou ve §kole. Neméli jsme moZnost sledovat, jak se tento stav
na zakladé dedukce z elementarnich geometrickych poznatki vytvori. Chceme-li
projit touto cestou, musime se k témto elementim geometrie vratit, vymezit
z nich urgitd fakta jako vychodisko a pak deduktivnim postupem pfijit ke
struktufe, kterou jsme nazvali afinnim & euklidovskym prostorem, piip. afinni
¢i euklidovskou rovinou.

Vytvorit z geometrickych poznatkd deduktivni systém vedlo jiz ve starém Recku
k fadé pozoruhodnych pojednani, z nichz nejznaméjsi se stalo Euklidovo dilo
Zdklady z konce &tvrtého stoleti pfed na8im letopoctem.

SouGasna axiomatika geometrie se vét§inou opird o knihu D. Hilberta Zcklady
geometrie z roku 1899. Aniz bychom zabihali do formalnich detaildi, pfipomefime,
v ¢em spociva axiomaticka metoda. Je vybrana jista mnoZina vyrokd, obsahujici
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tvrzeni o predem zadanych pojmech. Na zaklade logickych pravidel odvozujeme
7 (&chto vyrokt daldi vyroky. Viechna takto ziskana tvrzeni tvofi axiomatickou
(corii generovanou vychozimi vyroky, tzv. axidmy teorie. Ditlezitym pozadavkem,
hladenym na soustavu axiomi, je bezespornost, to znamend, e mezi ziskanymi
{vrzenimi neni soucasné vyrok A a vyrok non A. Obvykle se spokojujeme
/ji%ténim, %e bezespornost nasi soustavy plyne z bezespornosti jiné, jiz dfive
vybudované axiomatické teorie, napi. z aritmetiky pfirozenych Cisel. Ne&kdy
formulujeme axiémy piimo v néjaké teorii, napf. v teorii mnozin.

V odstavcich 2— 11 vybudujeme pojem realné afinni roviny na zakladé axiomd,
které jsou modifikaci Hilbertova axiomatického systému. Tato modifikace ptislusi
sejména H. Lenzovi. V odstavcich 12—14 jsou stru¢n&ji a Casto bez dikazl
uvedena zakladni fakta z absolutni geometrie a geometrie Lobadevského roviny.
Odstavec 15 je vénovan axiémiim trojrozmérné geometrie.

Zakladni pojmy v Hilbertové axiomatickém systému pro dvojrozmérnou,
pFip. trojrozmérnou geometrii jsou:

a) bod,

b) pfimka,

¢) rovina (pro trojrozmérnou geometrii),

d) lezeti na (pouZiva se té% ,prochazeti* apod.; v ptipadé, Ze zékladni pojmy
Jbod®, pFimka®, ,rovina* jsou mnoziny, je pojem ,leZeti na™ vyjadfen mnoZinovou
inkluzi a relaci ,,byti prvkem®),

¢) lezeti mezi (ve smyslu ,bod A leZi mezi body B a C),

f) byt shodny (ve smyslu ,,shodné usecky” a ,,shodné uhly*).

Casto se dava prednost shodnosti jako transformaci roviny, piip. prostoru,
misto relace byt shodny™.

Axiomy se pak d&li zpravidla do nasledujicich péti skupin.

{. Axiomy incidence
. Axidmy uspotfadani
. Axidémy shodnosti
. Axidém (&i axiémy) Gplnosti
Axiom o rovnobézkach

Zndni axiom je uvadéno postupnd v nasledujicich odstavcich. Napftiklad
#xiém o rovnob&zkach je axiom A 3 z odstavce 5.2.

Skupina prvni a pata se tyka zakladnich pojmi a) —d), druha skupina a)—e)
i (Feti a &tvrta skupina a) —f).

Pokud nam jde o vystavbu euklidovské geometrie, da se ukazat, ze pouziti
Axiomu o rovnobdzkich umoZni pomérné rychly postup. Pro dvourozmérny
pripad je to ukazano v odstaveich 5.2—5.11.

Axiomatika geometric ma v8ak i jiné poslani, nejen vystavbu euklidovske
peonietric. Zabyva se systematickou analyzou mezi vybranymi geometrickymi
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pojmy a vyroky o nich. Od Euklidovy doby byla jednou z hlavnich otazek
otazka, zda axiém o rovnobé&zkach je logickym dusledkem axiémi skupin 1—4.
Na zaklad® mnoha vysledkd geometrd minulého stoleti bylo dokézano, Ze tomu
tak neni. Existuje geometrie, v niz plati axiomy prvnich ¢tyf skupin a neplati
axiéom o rovnob&zkach. Z tohoto diivodu je prospéiné nejprve vybudovat geo-
metrii spliiujici axiémy skupin 1—4 (tzv. absolutni geometrii) a teprve potom
pridat axidém o rovnob&zkach (a ziskat tak geometrii euklidovskou) & jeho
negaci (a vytvofit geometrii Lobaevského). Pfitom se budeme nejprve zabyvat
absolutni rovinou a potom prostorem.

Nakonec chceme znovu upozornit na tvorbu modeld axiomatické teorie.
Jiz vime, Ze zadkladni pojmy a axiémy byvaji &asto povazovany za urlené
objekty a vyroky o téchto objektech v né&jaké jiz vybudované matematické
teorii a Ze pro nas takovou teorii bude zejména teorie mnoZin, pfip. teorie
realnych &sel. Rada geometrickych modeldt je soudasti jakoby uZ vybudované
euklidovské roviny &1 prostoru. Vzdy v8ak se jedna o modely, které prostfednictvim
analytické geometrie dovedeme pfevést na modely v mnoZiné realnych &isel.

5.2 Afinni rovina

Definice 5.2.1. Afinni rovina je mnoZina M, v niZ je vybran systém & jistych
podmnoZin. Prvky z M se nazyvaji body, prvky z 2 pfimky. Existuje-li pro
dané tfi body A, B, CeM pfimka pe? takova, Z¢ A, B, Cep, nazyvame
body A4, B, C kolinedrnimi. V opaéném piipadé je nazyvame nekolinearni.

Budeme ptedpokladat, Ze pro nami studovanou dvojici (M, &) jsou splnény
tyto axiomy A1, A2 A3:
A1. Je-li A, Be M, A # B, pak existuje jedina pfimka (oznadujeme ji AB) pro niz
A€ 4B, Be AB.
A 2. Existuji tfi rizné body, které jsou nekolinearni.
A 3. Ke kazdé piimce ae # a ke kazdému bodu A, ktery na ni neleZi, existuje
pravé jedna pfimka be 2 takova, 7e Aebaanb=4.

Nékdy nepoZadujeme platnost A 3, ale misto toho plati nasledujici axiom A 3':
A 3. Na kazdé pfimce leZi aspofi dva body.
Potom se M nazyva incidencni rovina.

Obr. 62
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Ptiklad. a) Euklidovska rovina. .
b) Necht M se sklada ze Ctyf bodi, # ze viech dvouprvkovych podmnoZin v M.

Potom M je afinni rovina (obr. 62). '

Budi v dal§im vykladu dana jista afinni rovina M.

Definice 5.2.2. Dvé piimky a, b se nazyvaji rovnobéiné (rovnob&zky), je-li
a = bnebo a b = @. Pieme potom a || b.

Pozndmka. V piipads, Ze pro dvé piimky p a g plati png = {A}, budeme
psatp N g = A.
Véta 5.2.1. Vztah || je ekvivalence na #.

Ditkaz. Reflexivita: a = a
symetric:anb=0=bna ,,
tranzitivita plyne z A 3: i

. Necht a|b, b|lc. Jelianb=@ bnc=0adeanc,je podle A 3 (aplikované

na pfimku b a bod A4) a = ¢, §j. al|c. PHipady a=b,b=ca=b bnc=40
anb =8, b= _c davaji zftejmé a|| c.

Véta 5.2.2. Necht De M. Potom existuji dva body E a F takové, ze D. E, Fi
jsou nekolinearni. Ke kazdé piimce existuje bod, ktery na ni nelezi.

Ditkaz. Necht A, B, C jsou body spliiujici axiom A 2. Potom alespont jedna
z trojic 4, B, D; A, C, D a B, C, D nelezi v pfimce (kdyby to tak nebylo, pak
viechny trojice by leZely v jedné piimce a tedy i body 4, B, C by leZely
v pkimce, &mZ jsme dospéli ke sporu). Existence bodu neleZiciho na dané pfimce
je pfimy diisledek axiomu A 2.

Véta 5.2.3. Kazda piimka obsahuje alespoii dva body.

Ditkaz. Pripustme, 7e @ € . Necht 4, B, C je trojice bodi spliiujicich axiom A 2
Potom AB a AC jsou riizné piimky jdouci bodem A a maji s @ prazdny prinik,
to znamena AB||#a AC || 8. To je spor s axiémem A 3. Tedy ¢ o

Ptipustme nyni, Zze {D}€. Necht E, F jsou body, o kterych se jedna
ve vété 5.2.2. Necht p je rovnobézka s DE jdouci bodem F. Potci_rrL {D}ynp=
— DEnp =@, tedy bodem D by 8ly dvé riizné rovnob&zky {D} a DE s ptimkou
p, a to je spor s axiomem A3. {D} a DE by byly razné ptimky, protoZe {Dj}
obsahuje jediny bod, DE alespoii dva body D, E.

Cviceni
1. Necht M mé devét bodd a pimky jsou podmnoziny {1, 5, 9}, {1, 4, 8}, {3, 6, 8},
{2,4,7},{3,5,7},{2, 6,9}, {1.6, 7}, {2, 5, 8},{3,4,9}, {1, 2,3},{4,5,6}, {7, 8,9}

UkaZte, ¢ M je afinnf rovina. .
2. Necht m je ptirozené &islo. Zkonstruujte incidenéni rovinu s m body.
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KAPITOLA 6

NASTIN HISTORICKEHO VYVOJE GEOMETRIE

V jednotlivych kapitolach této ucebnice je vyloZeno nékolik useki geometrie
z dneSniho hlediska, tj. pomoci pojmt a metod, jez jsou vlastni soudobé mate-
matice 20. stoleti. Je vSak ucelné (zejména pro budouciho ucitele) znat také
zakladni fakta o vyvoji geometrie, jez usnadiiuji pochopeni latky i jejiho didaktic-
kého ztvarnéni v udebnicich. Historické poznamky zafazené v udebnicich pro
zakladni a stfedni Skoly mohou vyvolavat dotazy Zaki, proto je Zadouci, aby
ucitel znal o néco vice, umél Zakiim odpovédst a zaujmout je, motivovat,

Geometrie je soudasti matematiky jako celku, proto pfi vykladu vyvoje geo-
metrie nelze pominout jeji vazby k aritmetice, algebte atd. Syntetizujici pohled
na vyvoj vztahu matematiky a filozofie poskytne aZ v 5. roéniku uéitelského studia
zafazeny pfedmét Sv€tonazorové problémy matematiky, ktery z téchto hledisek
doplni néstin vyvoje geometrie v této kapitole.

6.1 Nejstar3i etapa vyvoje geometrickych znalosti lidi

Pfiroda poskytovala pravékym lidem pfedméty, které mély riizné tvary; jejich
porovnavanim a napodobovanim (pfi vyrob& nastrojii, nadob) ziskavali lidé pred-
stavy o geometrickych tvarech. Ornamentalni vyzdoba nadob spoCivala v opako-
vani geometrickych tvard (nejéastéji v pasech) uz v 5. tisicileti pfed n. . RozvrZeni
Sraf, vlnitych ¢&i lomenych &ar, ale i trojuhelniké a rovnobéznika »kolem nadoby*
vyZadovalo praktické piiblizné déleni kruZznice na shodné &asti a bylo podnétem
pro vytvafeni pfedstav o shodnosti, soumérnosti itvar@ i o rovnob&nosti &ar.
Geometricky stylizovany byly i postavy lidi a zvifat.

Lid¢ sledovali pohyb Slunce, poznali jeho souvislosti se zm&nami dennich
i rotnich dob a dosli k zakladnim predstavam o svétovych stranach. Dokladem
jsou ritualné motivovani zaméfeni staveb ve vychodozapadnim & severojiznim
sméru (zde se asi upevnila pfedstava o pravém uhlu a o pravouhelnicich), at uz §lo
0 ,kamenné kalendafe“ v anglickém Stonehenge &i o egyptské chramy a pyramidy.
Padorysy budov byly vytyéovany uz ve 3. tisicileti pted n.l; zachovaly se také

.jejich zmenSené nalrtky vytvofené metodou Etvercovych siti. Kresby zachované
v Egypt€ dokladaji, Ze pFi tesini sfing pouZivali Femeslnici kolmé priméty za-
kreslované do &tvercovych siti, pracovali s olovnicemi apod.
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Nejstar§i staty vznikaly v dzemich kolem velkych fek (tzv. ficni civilizace),
kde bylo hustsi osidleni zemédélského obyvatelstva. Pokra€ujici délba prace vedla
k vytvafeni spoleéenskych vrstev femeslnikd, vojakil, knézi, ufednikl, obchodniki,
a také k tfidni organizaci spolenosti zegjména ve formé€ otrokafskych méstskych
stat, z nichZ se (zpravidla nasilnym) sjednocovanim rodily velké fiSe, otrokarskeé
despocie. Zatimco obchodnickd praxe a agenda spojena s dédickymi zaleZitostmi
byla zdrojem pfedevS§im pro rozvijeni aritmetické slozky matematiky, stavitelska
¢innost (zavodiiovaci sit, opevnéni, chramy), sestavovani kalendafe, doprava po
mofi ¢i pfes pousté a obdobné &innosti pfispivaly i k rozvijeni geometrickych
znalosti. SpoleCenska praxe pfitom vyZadovala zejména rozvoj vypocetni geometrie
zaloZené na méfeni délek a vypocltech vymér poli a objem@ vodnich nadrzi, hradeb,
sypek apod.

Je jisté, Ze stavba obrovskych pyramid v Egypté kolem r. 2900 pfed n. 1. nebyla
mozn& bez znatnych geometrickych znalosti; ale nejstar§i pisemné pamatky se
dochovaly az z 19. stoleti pted n. L. Pyramid se v nich tykaji jen vypocty sklonu
stén a objemu komolého ¢tyfbokého jehlanu; na numerickém ptikladu je pied-

veden postup jakoby podle vzorce V= %(a2 + ab + b?). Bohatsi jsou vypodty

vymér poli, jeZ maji tvar trojohelniku, ¢tyfGhelniku & kruhu; vesmés numerické
piiklady pfedvadéji kromé pfesnych postupl i jen pfiblizné vypoéty, napf. obsah
Ctyfahelniku se urluje vynasobenim primérnych délek protilehlych stran, obsah
kruhu se pocita jakoby s hodnotou © = 256 : 81 atd. Dogmatickému razu ideologie
v otrokéatské despocii odpovidalo i pojeti téchto nejstarSich ucebnic jako sbirek
navodut bez zdliivodiiovani postupu.

Mezopotamska matematika se podle dochovanych vypalenych hlinénych desek
(nejstarsi jsou z 21. stoleti pfed n. 1) jevi jako silné rozvinuta v oblasti obchodnich
pocti, feSeni rovnic a astronomickych vypoétl. V geometrickych ulohach se uz
tehdy dimyslné€ aplikovala tzv. Pythagorova véta, feSily se Glohy vyvolané dédic-
kymi problémy (rozdéleni poli na ¢asti o stejné vymeéfe), stavbou vodnich nadrzi
na svazich (objemy stupiiovitych t&les), budovanim naspd, kanalt apod. Pro naroéné
vypocty vytvareli Sumerové i pozd&jsi Babylofiané zasoby tabulek s hodnotami
prevracenych ¢isel, druhych a tf¥etich mocnin atd.

Kultury, které vznikly v povodich velkych &inskych a indickych fek, vytvately
také dila, jejichz stavba vyZadovala rozvijeni geometrickych znalosti. Cinské
legendy z doby kolem r. 2200 pted n. 1. uvadéji jméno muze, ktery ,zkrotil feky
pomoci kruZitka a pravitka“. Také v Indii byla nalezena kruZitka, pravitka
a méfitka ze 3. tisicileti pfed n. 1, ale pisemné pamatky se zachovaly az z pocatku
1. tisicileti, napf. tzv. Pravidla provazce (Salva-sutra). Ta popisuji konstrukce
s provazy, jez vyuZivaji téZ Pythagorovu vétu a bez vahani pfiblizn& ¥edi i kon-
strukci Ctverce, ktery ma obsah rovnajici se obsahu kruhu (pozd&jii tizivy problém
kvadratury kruhu neexistoval).
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Ve statech fi¢nich kultur vytvofila tedy uréita vrstva spoleCnosti (statni, méststi
¢i chramovi ufednici, obchodnici a stavitelé, vojensti velitelé, kn&Zi apod.) pomérné
bohaty souhrn praxi ovéfenych postupd, jak fesit ulohy, které se pozdg&ji staly
soudastmi geometrie. Tyto postupy byly pfedavany mladé generaci, a to na ukaz-
kach, jak se co konstruuje, resp. po¢ita, 8lo tedy o pfedavani femeslnych doved-
nosti. Prvotni podoba geometrie odpovidala tomu, co se pozdgji nazyvalo prakticka
geometrie pro femeslniky a Ofedniky.

6.2 Vznik geometrie jako teoretické discipliny

Recké kmeny, jez v priibshu 16. — 10. stoleti pred n. 1. osidlily v n&kolika vinach
ostrovy v Egejském mofi a okolni pevninu, pfisly do styku s krétskou civilizaci,
ktera byla srovnatelnd s egyptskou (palac v Knossu a stupiiovité amfiteatry
dokladaji vysoké stavebni uméni a geometrické znalosti). Mé&stské a ostrovni staty
Feck¢ho obyvatelstva navéazaly kontakty s Egyptem; styk s Mezopotamii zprvu
zprostiedkovavali Foini¢ané. V 8.—6. stoleti zahajili Rekové kolonizaci severniho
pobtezi Stfedozemniho mofte a ¢asti pobiezi Cerného mote, napodobili tak Foini-
tuny. To v8e ukazuje, 7ze do té doby si urita vrstva feckého obyvatelstva uz
osvojila nejvyspélejsi praktickou matematiku minulych epoch,

Pfechody od aristokratickych vlad k otrokafskym demokraciim v prib&hu
7.—5. stoleti pfed n.l vytvofily v feckych mé&stskych statech vhodné podminky
pro rozvoj rétoriky a dialektiky (uméni feCnit a vést rozhovor), z niZ se pozdé&ji
vyvinula logika. Protoze v Recku (na rozdil od otrokakskych despocii) zadna
ustfedni moc neprosazovala jednotny nabozensky vyklad svéta, mohly vzniknout
rizné filozofické nazory, které spolu soupefily. Tendence objevit jednotny princip
kosmu napomahala rozvoji abstraktniho mys§leni, tvorb& novych obecnych pojmi,
pfedtim neznamych (arché = pocatek vSeho, apeiron = pralatka, atomos = ne-
délitelny aj.), ale vedla také k vytvafeni systémi tvrzeni, jeZ Ize rozumové vyvodit
2 principt (zakladnich tvrzeni).

Neni nahodou, Ze prvni fecky filozof, obchodnik Thales z Milétu, v 6. stoleti
pfed n. 1. ziskal v Egypté a Mezopotamii znalosti shromazdéné tam v podob&
recepttt pro praktickou ¢innost a na tomto zakladé prohlasil vodu za arché
u rozvinul disledky tohoto principu, polozil zaklady materialisticky zamé&fené
pFirodni filozofie. Uspotadal v8ak také nékteré geometrické poznatky o kruZnicich
a trojuhelnicich a naznatil moZnost odvozovat dal§i tvrzeni rozumovou tGvahou.
Agkoliv se nedochoval zadny Thaletiiv spis, jeho impuls pro teoretické rozvijeni
geometrie ocefioval Proklos je§tg po tisici letech slovy: ,,... mnohé objevil sam
o pro mnohé jiné véci dal ziklad t€m, kteti zili po ném. Nékdy zkoumal otazku
pongkud obecngji, jindy se vice opiral o ndzornost.”

Dalgi vyrazny krok k vytvofeni teorctické matematiky vykonal mladsi Thalettv
soutasnik Pythagoras z¢ Samu (6. stol. pFed n, 1), ktery rovnéZ poznaval orientalni
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matematiku pfimo na svych cestach; ale pfetavil ziskané poznatky do filozofické
polohy. ZkuSenost, ze jevy maji svou kvantitativni stranku, jednostranné zabsoluti-
zoval a prohlasil &islo za podstatu vieho. Tento idealisticky nazor vyrazné spojil
matematiku s filozofii, podstatné zvysil abstraktnost pojmu &islo a vedl ke studiu
vlastnosti pfirozenych &isel (sudost, lichost, délitelnost, prvocisla, sptatelena Cisla,
dokonala &isla apod.), jeZ nemély Zadny vyznam pro praktickou matematiku, ale
staly se podkladem pro spekulativni vyklady svéta.

Vazby pythagorejské iselné filozofie ke geometrii byly dany tim, Ze geometrické
obrazce oziejmovaly uvahy o pfirozenych &islech. Cisla byla znazorfiovana sesku-
penimi kaménkd tvarovanymi do obdélniki, trojuhelnikd, étvercd a pravidelnych
mnohouhelnika i téles, promény téchto obrazchi mnohdy poskytovaly zdivodnént
poucek. Z¥ejmé i timto zplisobem se v pythagorejské $kole néjak podafilo zdivodnit
tzv. Pythagorovu vétu (neni spolehlivé znAmo jak). Pythagorejci orientovali zajem
matematickych filozoft k pravidelnym télestim (i kdyZ patrné je$t& neznali viech pét)
a ke koulim jako k dokonalym télestim.

Proklos ve svém Katalogu geometrt fika, Ze ,,Pythagoras pfetvofil tuto nauku
do podoby svobodného tvofeni. Studoval ji tak, Ze vychazel z jejich prvopocatki
a usiloval o ziskavani vét pomoci Cisté logického mysleni, mimo dosah konkrétnich
predstav. Tendence davat pfednost rozumovému poznavani svéta pfed smyslovym
byla spolefensky podloZena tim, Ze viichni filozofové byli svobodni, a tedy ne-
pracujici &lenové otrokafské spoleénosti. Smyslové poznavani, nezbytné pro ma-
nualni prace, povazovali za niZsi zpisob poznavani, vhodny pro otroky a femeslniky,
ne pro svobodné obc&any.

- Od doby Thaleta a Pythagora se vytvaii vedle praktické matematiky, jejiz
znalost si nadale pfedavali femeslnici, obchodnici, stavitelé a zem&méfifi, také
teoretickd matematika. Geometrie v jejim ramci uZ neni méfi€ské umeéni, ale véda
o tvarech, ktera pfispiva k vykladu o stavb& vesmiru, studuje pojmy a objevuje
poudky platné pro cely vesmir (ani bohové je nemohli zménit). Ovéfovani téchto
poudek uZ neprobihi ve vyrobni & obchodni praxi, ale dokazovanim na arovni
slovnich formulaci a pravidel pro usuzovani. Pfi této &innosti se uplatiiuji slovni
definice a poucky, rlizné metody dikazi (véetné dikazu sporem) a riizné metody
zkoumani (napfiklad analyza ulohy). Kresby a schémata maji v geometrii jen
pomocnou roli, nejsou prostiedkem ovéfovani poudek.

Pravé naznadeny piistup k pfedmétu a metodim geometrie plati dodnes, jeho
prvni uplatiiovani v 6.—35. stoleti pfed n. L. se v8ak projevilo tak nahle a v tak
promyslené podobé, Ze se n&kdy hovoii o ,fFeckém zazraku®. Tato pfekvapivost
je oviem zptisobena nedostatkem prament z pfechodného obdobi, stejné plsobi
i relativni dokonalost Euklidovych Zakladd.
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6.3 Hlavni vysledky antické fecké geometrie

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat nejprve teoretickou geometrii feckych
udenchi v 6.—4. stoleti pfed n. 1, protoZe o praktické geometrii t¢ doby se ne-
zachovaly pisemné materialy, dokladem jeji existence a urovn€ jsou viak stavby
vytvofené v feckych méstech, n€které z nich se fadily mezi ,divy svéta“ (vedle
egyptskych pyramid a visutych zahrad v Ninive).

Pythagorejska $kola v jihoitalském Krotonu pfenesla do fecké teoretické mate-
matiky krizi své filozofické koncepce ,,v8e se da vyjadfit poméry pfirozenych &isel”
(tzn. v na8i terminologii kladnymi racionalnimi ¢&isly). Nékdy v 5. stoleti pted n. L.
prokazani nesouméfitelnost thlopficky Ctverce a jeho strany ukazala, Ze i tak
cenéné pravidelné utvary ,,se vzpiraji nadvladé (racionalnich) ¢isel“. Po nelspésné
aritmetizaci matematiky a filozofie se fecka antick4 véda dala cestou geometrizace
matematiky — viechny uvahy, jeZz se tykaly veli¢in, se zaaly disledné vyjadfovat
geometricky:

,Usetka“ predstavovala nafe realné &islo pojaté jako délka, §itka &i vyska
Utvaru, ,pravouhelnik“ byl termin vyjadfujici sou€in délky s Sitkou &i vyskou,
{j. obsah obrazce, ,&tverec” ptedstavoval druhou mocninu délky, ,krychle” tfeti
mocninu. Pokud byla dana ,krychle, pak jeji tfeti odmocnina se nazyvala ,,hrana®
apod. V tomto jazyce vyslovovali viichni antifti teoreticti matematici poucky
o operacich s veli¢inami (realnymr &isly), tj. algebraické poucky.

Ptiklady poucek z Euklidovych Zakladu: "

a) KdyZ se tsecka libovolné rozdé&li, pravouhelniky seviené celou a obéma tsec-
kami rovnaji se ¢tverci z celé.

(Kdyza = b + ¢, pak ab + ac = a*)

b) KdyZ se usetka libovolnd rozdgli, &tverec z celé rovna se Ctvercim z useCek

a dvojnasobnému pravouthelniku Gseckami sevienému.

(Kdy?a = b + ¢, pak a® = b* + ¢? + 2bc.)

b ¢ b

Obr. 92

b c C

Teorie, kterd v geometrickém jazyce (a na zakladé geometrickych pfedstav — viz
obr. 92) vyjadfovala algebraické poutky, byla pozdéji nazvana geometrickad algebra.
Tento zplisob vyjadiovani se v teoretické matematice udrzel po 2000 let (!!),
jest& Kepler, Galilei, Torricelli, Pascal a Huygens v 17. stoleti n. 1. psali sva po-
jedndni v tomto geometrickém jazyce.
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Po celou sledovanou dobu, tj. od §estého stoleti pied n. 1, vznikalo souborné
dilo fecké teoretické matematiky — Zéaklady. Sv&dectvi o tom podal opét Proklos
v 5. stol. n. 1, jenZ vyjmenoval 18 vyznaénych matematikd nasledujicich po Pythago-
rovi, ktefi pfispéli novymi pouckami, celymi teoriemi nebo formulacemi do koneg-
ného znéni Zakladd, jeZ uspofadal Euklides v alexandrijském Museiu kolem
r. 300 pfed n. l. Tato konetna verze Zakladi se sklada ze 13 knih, jeZ shrnuji
vétSinou jiz uzaviené teorie — planimetrii, stereometrii, pythagorovskou aritmetiku,
geometrickou algebru, teorii iracionalit a teorii proporci, beze zminky ziistaly jest&
oteviené problematiky trisekce Ghlu, kvadratury kruhu, kuZelosedek, drah planet
apod. (Charakteristice Zaklad vyhradime samostatny ¢&l. 4, dfive v8ak probereme
dalsi problematiku doby, kterou se zabyvame.)

Tri klasické problémy Fecké teoretické geometrie byly zformulovany uZ v 5. stoleti
pfed n. 1 — trisekce Ghlu, kvadratura kruhu a duplikace krychle. Slo skutedné
jen o teoretické problémy, protoZze v praxi byly znamy pfiblizné konstrukce
(pokud se k takovym uloham viibec doslo).

B — A
/ /
/
. _71_
// 7
- — Y — ]
/I /// - ]
A
///////
c T D
Obr. 93

Trisekce (tj. treténi) uhli se vyskytla pfi sestrojovani pravidelnych n-uhelnikd,
kde n bylo nasobkem deviti. Velky pocet Feckych (teoretickych) geometrit se
s ni vyrovnal pomoci kfivek, které mohly jimi sestavené mechanismy rysovat,
napf. Nikomedova konchoida nebo ,trisectrix“ — kfivka Hippiase z Elidy
(kol. r. 425 pfed n.l). Na obr.93 vidime oblouk BT ktivky, jez zahrnuje
vSechny body, ve kterych se kfizi dv& pohybujici se Gsecky: usetka BA se
rovnomérné posouva do polohy CD, tsetka CB se rovnomérné otadi kolem
bodu C do polohy CD, oba pohyby zalinaji ve stejném okamziku a pozdgji
t¢Z konCi v témZ okamZiku. Je ziejmé, Ze tfeténi thlu se touto k¥ivkou snadno
ptevedlo na tfeténi UseCky. Jinou uspd§nou k¥ivkou, jeZ slouZila k tfetdni uhla,
byla o 200 let pozd€ji Archimédova spirala. Problémem (nefeSitelnym a piitom
marné feSenym) se trisekce uhli riznych od pravého a pfimého thlu stala po
omezeni konstrukénich prostfedki na kruZitko a nravitko.

Ruvadratura krithu, 1§, sosteojent soany Jtverce. Miery wnd wejn obs b jako
dany kruh, vychizela -celr poaosene ¢ O30 o prome ach obrasch, 127 vyj. dfovaly
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geometricky zaklad tehdejsi algebry (viz obr. 92). Pt proménach obrazcii se bézng
uplatitovala Thaletova véta, Pythagorova véta, stejnolehlost Gise&ek, podobnost
trojahelniki, a tedy i tzv. Euklidovy véty. V 5. stoleti pred n.l. se je§té bez
diikazu pouzivala véta, ze obsahy podobnych utvarii jsou v poméru &tverch
sestrojenych nad odpovidajicimi si useC¢kami, na zaklad& toho Hippokrates z Chiu
(kol. r. 450 pfed n. L) nagel pfipady lunet (m&si¢ka), jejichz kvadraturu bylo mozné
provést pravitkem a kruZitkem. Deinostratos vyuZil (kolem r. 350 pfed n.1)
ke kvadratufe kruhu kfivku z obr. 93, kdyz dokazal, Ze use¢ka CT je k CD
v témZ poméru jako primér pualkruZnice k jeji délce (dnes bychom zapsali
CT:CD =2:m). Bod T je ,limitnim“ bodem (,prisetikem* splyvajicich usecek),
proto uvahy o ném vyzadovaly novy teoreticky aparat; stala se jim tzv. exhaustivni
metoda (,vyCerpavaci“ ve smyslu vySerpavani viech t¥i logickych moZnosti).
Deinostratos vyjadfil (v geometrickém jazyce) tyto t¥i moZnosti:
CT:CD<2:m CT:CD=2:n CT:CD>2:m

pak ob& krajni moZnosti vyvratil tim, 7e z nich vyvodil nepravdivé disledky.
Je zfejmé, Ze pravothelnik se stranami CD, CT ma tyz obsah jako putlkruh
$ polomérem CT; to umoZiuje kvadraturu libovolného kruhu. Jiz zminéna
Archimédova spirala byla téz kiivkou vhodnou k FeSeni kvadratury kruhu
(vyuZije se privodi¢ bodu ziskaného po &tvrting, poloving &i celé otodce rotaéniho
pohybu). Kazdou kfivku umoziiujici kvadraturu kruhu by bylo moZno nazvat
kvadratrix (= kvadratorka), tento nizev viak uplatnil az Leibniz pro ktivku
na obr. 93 (jde o afinni obraz oblouku tangentoidy).

Duplikace (zdvojeni) krychle spogivala v sestrojeni hrany krychle, ktera ma
dvojnasobny objem neZ dana krychle. Jeji motivace byla mytologicka, snad i proto
jeji ,,pfesné feSeni* hledali teoretiGti geometfi s mimofadnym tsilim. Jde o kon-
strukci use¢ky o velikosti \3/5 = 1,25, ale neproveditelnou kruZitkem a pravitkem
(jak je zndmo od r. 1837). Hippokrates z Chiu zapsal (kolem r. 450 pfed n. 1)
slozenou iméru a :x = x:y = y:2a, z niZ vychazi x> :4® = 2:1, ale nenasel jeji
konstrukéni vyjadieni. Menaichmos (bratr Deinostrata) je hledal pomoci dil¢ich
Umer a:x =x:y, x:y=y:b, a:x = y:b; dosel sice ke kuZelosetkam (dneni
matematik ,vidi“ hned rovnice parabol ay = x%, bx = y? a hyperboly xy = ab),
ale v pravém smyslu slova — hledal je v prostoru, konstrukci fezii kuZelovych
ploch rovinou. Archytas z Tarentu (kolem r. 400 pied n.l) navrhl prostorové
feSeni pomoci priniku rotaéni valcové, kuZelové a kulové plochy, v Platéonové
Akademii bylo vypracovano fefeni pomoci tzv. mezolabia (pfistroje s posuvnym
pravym uhlem, ktery bylo nutno vhodn& nastavit), Diokles ve 2. stoleti pfed n. 1.
navrh! kfivku 3. stupné€ zvanou kissoida atd. atd.

Vidime, Ze teoreti¢ti fedti geometti zprvu nevahali sestrojovat mechanismy k ry-
sovani kfivek, jez mohly vést k FeSeni Gloh nezvladnutelnych kruZitkem a pravitkem.
Postupng viak se vzdavali téchto kiivek a omezovali se na konstrukce jen kruzitkem
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a pravitkem, které dnes nazyvdme euklidovské konstrukce. Tento zarazejici vyvoj
ma filozofické diivody, o nichZ se stru¢né zminime.

Teoretickou matematiku pythagorejei vytvofili jako nastroj k vykladu svéta.
VSechny dal§i sméry fecké filozofie postupovaly obdobné: Eleaté se vepsali
do dg&jin Zéndénovymi aporiemi, jez se tykaly pfedstav o kone¢ném, resp. ne-
koneéném déleni usedky; atomisté pracovali s bodovymi atomy, z nichz skiadali
usecky i tenké vrstvicky v télesech (podle Démokrita byla kruznice mnohotuhelnikem,
jehoZ kaZdou stranu tvoii dva sousedni atomy, tato strana urcovala zirovei
tednu kruznice). Vlivem spoleGenskych podminek (Gpadku demokracii v letech
400—350 pied n. L) se prosadila Platonova objektivné idealisticka filozofie, jez
zneuzila matematiku zviast dimysiné. Platon (427 — 347) sice ptisoudil matematic-
kym pojmiéim nanejvy$ ,Cestné misto” mezi hmotnym svétem a svétem ideji, ale
z toho vyvozoval, Ze matematika ma zkoumat jen to, co je dokonalé, pravidelné,
nepodléhd zméné apod. (tj. to, co pfiblizuje matematické pojmy véénym idejim
a vzdaluje je od hmotnych v&ci). Proto se v jeho Akademii (zaloZené v r. 387 pfed n. 1)
péstovala matematika, ale v naznadeném zaméfeni; z geometrické tematiky to byly
pravidelné atvary v roviné a v prostoru, kulové plochy a kruZnice, roviny
a pfimky. Z konstruk¢nich mechanism@ vzali platonici ,na milost” jen pravitka
a kruZzitka, protoZe se jimi pofizuji Gtvary pfipominajici idealni pfimku a idealni
kruznici; a ty jsou idedlni proto, Ze jsou nekoneéné¢ mnoha zplisoby soumérné
a Ze jsou schopné pohybovat se samy v sobé (tj. neménit se pfi pohybu). Ostatni
kiivky vytvafené pomoci mechanismi zavrhli jako pfili§ ,,poskvrnéné hmotou®.

Protoze Platénova stanoviska respektovala vét§ina (teoretickych) matematik
jeho doby, projevilo se umélé omezovani konstruk&nich prostfedki ve 4. stoleti
pted n. l. velmi vyrazné, a to i v Euklidovych Zakladech, jeZ ziskaly ohromnou
autoritu. Termin ,,euklidovska konstrukce“ pak navidy nabyl vyznamu , konstrukce
kruzitkem a pravitkem*.

6.4 Euklidovy Zaklady

Jak jsme uz uvedli, nejde o dilo jediného autora; knihovnik Euklides alexandrij-
ského Museia dokongil kolem r. 300 pted n. 1. soubor knih, které tvofilo aspoil deset
generaci matematikl Zijicich pfed nim. Prvni &tyfi knihy byly asi hotové uz
v 5. stoleti pfed n.l, pfipisuji se Hippokratovi z Chiu; patou a dvanictou
knihu zpracoval patrn& Eudoxos z Knidu, osmou Archytas z Tarentu, sedmou
a devatou pythagorejci, desatou a tfinactou Theaitétos z Athén. Rozstépeni
fecké matematiky na aritmetiku a geometrii se v Zakladech projevuje tim, Ze se
urdité ,,algebraické useky probiraji dvakrat — pro Cisla a pro veliCiny (asecky).

Celkovou koncepci dilo respektuje dobovy ideal védy, ktery vyjadiil Aristoteles
(384 —322). Ve svych spisech Aristoteles rozvinul nauku o definovani a dokazovani
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v deduktivnich v&dach, zdlvodnil, Ze nutné musi existovat ,pofatky“ kazdé
vidy, tj. '
- soubor zdkladnich pojmi, které se nedefinuji,

— soubor zakladnich tvrzeni, ktera se nedokazuji.

. Kromé specifickych zakladnich pojmt a vét kazdé védy ptipousté]l Aristoteles
i obecné pojmy a véty spoletné pro vice vé€d. Ve svych spisech pouzival pfiklady
2 matematiky, ale ZAdné matematické dilo sam nenapsal.

O obsahu Euklidovych Zakladl se jen stru¢né zminime, protoZe jde o0 objemnou
publikaci (Ceské vydani z r. 1907 ma 312 stran), nejvice se zamé&fime na proble-
matiku rovnobé&Znych pfimek.

Kniha I pojedniava o tusefkach, trojihelnicich a rovnobéZnicich, jeji Gvod
viak tvofi 23 definic, 5 postulatd a 9 axiomi, jez se vztahuji k celému spisu.
Zg 48 tislovanych odstavci je 14 vénovano zakladnim konstrucim a 34 dikazim
Vet

Tzv. definice jsou z&asti jen popisy predstav, které si ma ¢tenaf vybavit:

Bod je, co nema zadny dil.

Cara je délka bez 3irky.

Hranicemi ¢ary jsou body.

Pfima jest ¢ara, ktera svymi body tahne se rovné.

Plocha jest, co ma jen délku a §ifku.

Hranicemi plochy jsou ¢ary.

Rovina jest plocha, ktera pfimkami na ni jsoucimi prostird se rovngé.

Rovinny pak thel je vzajemny sklon dvou €ar v roving se stykajicich a neleZicich
k sobé v pfimce.

(Z t&chto definic se nic nevyvozuje, v dlikazech se neuplatiiuji. Pfimka se chape

juko Gsegka (= pfimka omezend), proto se mluvi o jejim neomezeném prodluzovani
na obé strany.)

w -

x N A

Postulaty

. Od kteréhokoliv bodu ke kterémukoliv bodu lze vésti pfimku.

2. P¥imku omezenou nepfetrZité lze rovné prodlouZit,

3. Z jakéhokoliv sttedu a jakymkoliv polomérem lze narysovat kruZnici.

4. Viechny pravé uhly jsou si rovny.

5. Kdy% pfimka protind dvé pfimky a tvofi na téze strang vnitfni uhly mensi nez
dva pravé, pak ty dvé ptimky prodlouZené do nekoneéna sbihaji se na té strané
kde jsou uhly men§i neZ dva pravé. ' ,

(Postulaty 1—3 &astetné vymezuji ,konstrukéni prosttedky* — idealni pravitko

neomezené dlouhé a idealni kruZitko s libovolné velkym rozevienim, Paty postulat

zaruduje existenci pruseéiku dvou pfimek, i kdyZ se ho nepodafi sestrojit v malé

&asti roviny, kde pracuieme. Dvirma (hly s¢ rozumi soudet dvou nhld)
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Axidmy

Veliginy témuZ rovné jsou si navzajem rovne.

Kdyz se ptidaji veli¢iny rovné k rovnym, i celky jsou si rovny.
Odejmou-li se od rovnych rovné, zbyvajici gasti jsou si rovny.
Kdy? se ptidaji k nerovnym rovne, celky si nejsou rovny.
Dvojnasobky téhoZ jsou si navzajem rovny.

Poloviny téhoZ jsou si navzajem rovny.

Co se navzajem Kryje, je si navzajem rovno.

. Celek je vétsi nez dil.

(9. Dv& ptimky neomezuji misto.)

0 N oL RN

(Axiomy 1—6 se vztahuji na velifiny, tj. &ary, obrazce a t&lesa, tvofi tedy zaklad
geometrické algebry. Axiém 7 je jediny, v némZ se hovoH o ,kryti“, v dal§im
textu kap. I jde pak o kryti bodi po premisténi, ale zejména o kryti usetek
a uhlo pti dikazech v&t o shodnosti trojihelnikt. Posledni axiém byl ziejmé
ptipsan pozdgji.)

Bezprostiedni komentafe k definicim, postulatim a axiomim dopliime jesté
zminkou o 5. postulatu, ktery vzbuzoval pozornost nejen délkou sv€ho textu
(trojnasobnou ve srovnani s ostatnimi), ale zejména svym obsahem. O rovnobézkach
se v ném p¥imo nehovofi, a& je zvykem povaZovat ho za pilif teorie rovnobéznosti.
Problematika rovnobéinosti primek byla mezi antickymi filozofy — matematiky
asi dosti ozehava, Euklides uvedl definici rovnob&zek aZ jako posiedni, 23. definici:
,Rovnobézky jsou ptimky, které jsouce v téze roviné a prodlouZeny jsouce do
nekonetna, nikde se nesbihaji.“ Namitky filozofi se tykaly nepouZitelnosti takové
definice k rozhodnuti o rovnob&znosti pfimek (nelze kontrolovat ,,do nekonetna®),
Aristoteles ziejmé reagoval na po&inani matematikii ve své dobg, kdyz sviyj vyklad
o ditkazu kruhem ilustroval tvahou téch, ktefi z rovnosti Gthla (st¥idavych) vy-
vozovali rovnob&nost pkimek. Soudil, Ze rovnob&znost pfimek se musi pfed-
pokladat, protoZe ji nelze ovefit.

Euklides patrné &elil této namitce pfipojenim dalkiho postulatu (k dosud
obvyklym &tyfem), ktery obsahuje zavér o vlastnostech nekone¢ného prodlouzeni
piimek vyvozeny ze zjiSt€ného souctu Ghla v dostupné &asti roviny. Ke studiu
rovnobézek pristoupil az v 27. odstavei knihy I, kde vyslovil vétu ,KdyZ ptimka
protinajic dv& jiné tvofi stfidave whly navzijem stejné, budou ty piimky navzajem
rovnob&zné.« Ditkaz podal sporem, ktery ziskal pomoci jiz dokazané vety o vnéjSim
tthlu trojihelniku. Teprve potom, ve 28. odstavei, vyslovil a dokazal vétu, ktera je
stylizovana obdobné jako 5. postulat, ale mluvi o souctu vnitfnich hld rovném
dvéma pravym a vyvozuje z toho rovnobgznost primek. Euklidiv postup byl
po vysloveni 5. postulatu logicky spravny, ale tim spiSe se staval sam postulat
predmétem zkoumdni; snahy o jeho odvozeni z n&akych ziejm&jsich tvrzeni se
objevovaly uz v antice. (Jak vime, s kone¢nou platnosti az v 19. stoleti n.L
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prokazali N. 1. Lobacevskij a J. Bolyai, Zze 5. postulat nelze vyvodit z ostatnich
vychozich tezi Zakladi.)

Kniha II obsahuje jen 14 odstavci a je vénovana geometrické algebfe (z ni
jsme citovali dvé poucky v odstavci 3).

Knihy III a IV jsou vénovany studiu kruZnic, kruhti, vzijemné polohy pfimek
o kruznic, obvodovych 0hld v kruZnicich, mocnosti bodu ke kruZnici (bez
uvedenych terminti), dale pravidelnych n-uhelnikd kruZnici opsanych a vepsanych
pron = 3,4,5, 6 a 15 (Omezeni konstrukénich prostfedkd na pravitko a kruzitko
4 pohrdani p¥ibliznymi konstrukcemi omezilo vybér hodnot n.)

Kniha V uvadi naro¢né téma o proporcich, které zpracoval Eudoxos z Knidu
(408 — 355) a jeZ pfedstavovalo geometrickou podobu teorie reilnych &isel a limit-
nich procesti. Pou¢ky této knihy bychom dnes snadno vyjadfili pomoci proménnych
4 amér.

Kniha VI aplikuje latku knihy V v planimetrii, logicky pfesné odvozuje
poznatky pfijimané jinde na zaklad€ nazoru, napfiklad o podobnostech s libovolnym
koeficientem (nejen racionalnim), o zlatém fezu Gsecky apod. Odstavec 27 je vénovan
jednomu z prvnich probléml v fecké matematice poZadujicich uréeni maxima;
jde o vysledek, ze vyraz x(a — x) nabyva maxima pro x = 0,5¢ (v na$i symbolice,
Euklides se vyjadfoval geometricky — mluvil o rovnob&Znicich).

Knihy VII, VIII a IX se zabyvaji aritmetikou, od jednoduché teorie délitelnosti
plirozenych Cisel (véetngé Euklidova algoritmu) k praci s mocninami, k s¢itani
konetnych geometrickych posloupnosti apod. Kromé€ ditkazu existence neko-
nedné mnoha prvocisel je podan i obdivuhodny dtikaz véty o dokonalych Cislech
(je-li 2" — 1 prvoéislo, pak 2"7!. (2" — 1) je dokonalé &islo, tj. rovné soudtu viech
svych délitelt mensich neZ je samo).

Kniha X zabira Ctvrtinu rozsahu Zakladd, ve 111 odstavcich podava slozitou
teorii iracionalit podle Theaitéta, samozfejmé v geometrickém jazyce. Nékteré véty
ptipravuji podkiady pro Gvahy o pravidelnych télesech.

Knihy XI, XII a XIII jsou vénovany stereometrii, zprvu rovnob&Znosti a kolmosti
pfimek, rovin, pak b&nym télesim a jejich objemim, poslednim tématem jsou
pravidelné mnohostény.

Rozboru Zakladd by bylo mozné vénovat desitky stran; dilo ziskalo velkou
autoritu, stalo se na dvé tisicileti vzorem deduktivni vystavby, kterd se zalala
nazyvat ,geometricky zpisob®“, Zmifime se vSak také o kritickém hodnoceni jeho
slabin: V kritice 19. stoleti neobstal vybér vychozich pojmt a tvrzeni, ktery je
nelplny. Vlastnosti uspofadani bodid jsou brany pouze z nazoru, netyka se jich
#hdny postulat ani axiom. Obezfetnd se autor vyhnul i viem pfileZitostem mluvit
o nekonednych souhrnech bodh & utvard, protoZe to bylo ,tabu” fecké filozofie
po potladeni atomismu; Aristoteles souhlasil jen s uvahami o nekone¢nych
procesech (tzv. potenciilnim nekonenu), proto Euklides nevyslovil vyrok , Existuje
nekonedn® mnoho prvotisel“, ale .Prvodisel je vice neZ jakykoliv dany pocet”
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a v dikazu popsal zplsob, jak Ize kazdému poctu prvocisel sestrojit dalsi
prvocislo. '

Dopliime je§té zminku o existenci tzv. 14. a 15. knihy Zakladd, které jsou
pozdg&jsi a do prehledd Euklidova dila se nezafazuji. UZ v antice se opisy
Zakladd pongkud lisily, pokus o sjednocujici redakci podnikl kolem r. 370 n. L
Theon z Alexandrie, otec znamé Hypatie. Arabské pfeklady Zakladd vSak vychazely
z jinych rukopist. Nejstar$i dochovany opis Zakladt pochazi aZ ze 7. stoleti n. 1.

6.5 Zaméreni geometrie od Euklida do Descarta

Toto obdobi takika 2 000 let ma spoleéné rysy, které si ukazeme. Autorita Zakladd
v ném zdstavala neotfesena, ale uz v antice se objevila dila, jez ziskala rovnéz
véhlas v uréitych oborech. Alexandrijské fecké védecké centrum v orientalnim
prostiedi poskytlo brzy prace, jez piedstavovaly plodnou syntézu vyspelé teoreticke
matematiky a praktické matematiky.

Archimédes ze Syrakus (287 —212) studoval v Alexandrii a dopisoval si s tamnimi
uCenci, napf. s Eratosthenem. Zabyval se problemy mechaniky a vypocetni
geometrie, nerespektoval platonské omezeni studia matematiky na ,dokonalé
kfivky“, zkoumal spiraly, a zejména kuZelosetky (v€etné Usedi jimi ohraniCenych
oblasti a t&les vzniklych rotaci t&chto useti). K objevu ,vzorci® nevahal pouZit
i mechanické prostfedky (zejména vaZeni a uvahy o pakach), ale dikaz ,vzorci“
podaval exhaustivni metodou (viz 3. €lanek). Pracoval se soudty nekone€nych
geometrickych fad, ale i s pfedstavou uzkych paskd a tenkych vrstvi¢ek v atvarech,
kratinkych usetek lomenych &ar vepsanych do obloukd kiivek, proto se pravem
povaZuje za prﬁkophika infinitezimdlnich metod v matematice. PTi uplatfiovani
exhaustivni metody pracoval de facto s pojmem limity posloupnosti. Vyjadioval
se v jazyce geometrické algebry, proto davame slovo ,vzorec“ do uvozovek, 3lo
o slovni vyjadfeni, napft.:

Kazdy kruh se rovna pravouhlému trojihelniku, pfitom polomér kruhu se
rovnd jedné ze stran pfiléhajicich k pravému uhlu a obvod je zakladnou
trojahelniku.

Pfi vypoétech znamé aproximace &isla m pouzil Archimédes metody vyspélé
babylonské aritmetiky, kterou mistrn& ovladal. Je to patrné i z jeho prace
Piskovy podet (t& Potitani pisku), kde ukazoval moZnosti rozsifovat iselny
systém. Pro stereometrii jsou vyznamné Archimédovy polopravideine mnohostény
(snad i projev uréitého vzdoru k Platonové zasadé dokonalosti). Archimédovu
dilu se dostalo velkého ocenéni v 16. a 17. stoleti od prikopniki infinitezi-
malniho poctu.
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V teorii kuZeloseCek se Archimédes uplatnil svym studiem ,,symptomii“ (= charak-
teristickych vlastnosti) bod kuZeloseCek. Znamy uZ vztah charakterizujici body X
kruZnice (obr. 94), Ze x; : y = y : x,, zobecnil na charakteristiky (v dne$nim zapise):

yVi=c.xila—x)), y*=c.xa, y?=cxya+ xy)

Pfitom a je velikost hlavni osy elipsy & hyperboly, y je vzdalenost bodu X
od pfimky obsahujici hlavni osu, x, je velikost tsecky na této pfimce. (Neflo
samoziejme o analytické vyjadfeni, Archimédes hovofil o GiseCkach, pravothelnicich,
¢tvercich apod.).

Obr. 94
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Apollénios z Pergy (262—200) pokroCil ve studiu kuZeloseCek je§té dale
a ptiblizil se (v jazyku geometrické algebry) na dosah metody soufadnic. Studoval
fezy kruhovych kuZelovych ploch rovinou, uplatioval priméry kuZeloseéek
{(u elips a hyperbol sdruzené priméry); na zakladé vyjadfeni (obr. 95 pro ¢ = 1)

y =px; —exi,  y?=pxg, y? = px; + exi
ubytek pfirovnani nadbytek
(elipsis) (parabolé) (hyperbolé)

vytvotil nazvy tf druhd kuZelosecek. V dile KuZelosecky shrnul v osmi knihach
antické znalosti o tématu, pojednal i o tenach, polech a polarach, projektivnim
vytvofeni kuZeloseGek pomoci dvou svazkid pfimek, ohniskovych vlastnostech
(jen sttedovych kuZelosedek), o prisedicich kuzelose€ek, normalach a subtangentach,
evolutach kuZeloseCek, o podobnosti kuZelosecek; fesil velmi mnoho naroénych
konstrukénich aloh o kuZeloseCkach. V knize O dotycich pojednal o konstrukcich
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kruZnic, jez se dotykaji danych ti Gtvard (bodd, pfimek, kruZnic), znamych
dodnes jako Apolloniovy Glohy. Dilo se nedochovalo, zname jen jeho charakteristiku;
Apollénios pry pozadoval konstrukce jen kruzitkem a pravitkem, ale znal asi
kruhovou inverzi a stejnolehlost. Také tato dila vyvolala v 16. a 17. stoleti
mimotadny zajem, napi. Keplerovi pomohla pfi formulaci zakond o ob&hu planet,
Fermatovi a Descartovi k ilustraci analytické metody.

Ostatni autofi helenistického obdobi antické matematiky doséhli znacnych
Gspéch v rozvijeni matematiky, jeZ souvisela s geodézii, optikou a astronomii
té doby. Babylonské astronomické tabulky obsahovaly Udaje o velikostech tétiv
v kruZnicich, znama byla i tzv. kosinova v&ta (obsaZzena i v Zakladech) v ryze
geometrickém vyjadfeni. Aristarchos ze Samu (310—230) napsal kolem r. 260
pted n. 1. spis O vzdalenostech Slunce a Mg&sice, ktery mél zasadni vyznam
svym heliocentrismem; pro trigonometrii byl diileZity jako motivacni spis, protoZe
Aristarchos zvladal Gvahy o velikostech uhlt a useéek velmi sloZité.

Eratosthenes (276 —195) provedl vypodet délky zemského poledniku na zaklade
podobnosti trojthelnik, ale i on uréoval velikost uhlu zlomkem obvodu kruhu.
A% Hipparchos z Nikaje (180—125) oznafovany za ,otce trigonometrie pfenesl
z Babylénie stupfiovou miru a prvni tabulky velikosti tétiv v kruZnicich. P¥ipisuje
se mu také objev stereografické projekce kulové plochy na rovinu.

Héron (v 1. stoleti pted n. 1.) zpracoval pfehledy postupti ve vypocetni geometrii,
doplioval vsak teoretickd zdivodnéni; tim zahajil éru syntézy téchto dvou
,vistev" matematiky. Vylozil znovu i vysledky Archimédovy (napf. znaAmy vzorec
o obsahu trojuhelniku) v&etn& jeho metod uplatiiujicich pozdéjsi Cavalieriho
princip, komentoval Euklidovy prace a ptimymi ditkazy nahrazoval jeho diikazy
sporem. Dimyslné aproximagni metody feSeni rovnic ukazuji na orientalni tradice,
jeZz byly v Alexandrii zfejmé dost silné; Héron se také velmi pfiblizil metodé
soufadnic, tak¥ka vyjadfil linearni rovnici pfimky.

Rozvoj trigonometrie (spise sférické neZ rovinné) pokrafoval v Alexandrii
i v daldich stoletich. Menelaos (kol. r. 100 n.1) napsal spis Sphaerica, kde
dokazoval véty o rovinnych trojuhelnicich (véetné véty nazyvané jeho jménem),
ale zejména zavedl pojem sféricky trojuhelnik a vybudoval jeho teorii analogicky
jako Euklides pro rovinné trojuhelniky. Sinus thlu chépal jako polovinu tétivy
dvojnasobného uhlu v kruZnici (na obr. 96 je sina =|AP|), coz vyhovovalo
jazyku geometrické algebry, ale ¢inilo hodnoty sinu zavislé na velikosti priméru

kruznice.
A

Obr. 96
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Ptolemaios (85— 165) shrnul v objemném dile Velka skladba (Megalé syntaxis,
v arabsting al-madZisti, v latin® zpétné€ Almagest) trigonometrii rovinnou i sfé-
rickou, s podrobnymi dikazy v&t o sin(x + B), cos(x + f) apod., s tabulkami
sind (= tétiv) pro kruZnici s polomérem 60, viechna &isla uvadél v Sedesatkové
soustavé. Opiral se pfitom o v&tu (nazyvanou jeho jménem) o t&tivovém &tyfuhelniku
v kruZnici, resp. o Menelaovu vétu. Vyuzival ortografickou i stereografickou projekci
kulové plochy. Vratil se viak ke geocentrické hypotéze, kterou ovlivnil kosmologii
az do vystoupeni Kopernika a Galileiho. Také trigonometrické vysledky Ptole-
maiovy byly pfekonany v Evropé aZ v 15. stoleti (Regiomontanus).

Upadek antické kultury v fimské fi§i uZz neptinesl podstatng nové vysledky
v geometrii, ale v algebfe a teorii &isel se zaskvélo dilo Diofanta (3. stoleti n. 1),
ktery polozil zaklady algebraické symboliky (pismeno oznadujici neznimou).
V éte tzv. komentatorti (3.—6. stol.) se objevovaly piehledy vysledka dfivéjsich
ucencii s cennymi komentafi, protoze vétsinou jde o jediné zpravy o ztracenych
spisech (citovali jsme napf. Prokla v odstavci 2). Pappos (kolem r. 300) sepsal
Sbirku, v osmi knihach sebral cenné vysledky 30 autort antiky, podal historické
udaje, obtizné problémy a popsal metody jejich fefeni. Na jeden z jeho problémi
navazal Descartes pFi vykladu své analytické metody.

PreruSme nyni souvisly vyklad vyvoje geometrie v antice zapo&aty v ¢lanku 2
a vzijme se do situace zemi, v nichZ Zadna teoretickd matematika nevznikla ani
se do nich nepfenesla. Byla to Cina, Indie, ale i Meczopotamie oviadana Persany,
kde byla silna tradice numerické kultury a astronomie. V téchto zemich se v tisicileti
mezi 1. 500 pfed n.1 a 500 n.l. vytvotily feudalni spoletenské vztahy se zbytky
otroctvi. Centralni tizeni statl potfebovalo Gfedniky ovladajici praktickou mate-
matiku, proto se pfedepisovaly zkou¥ky pro uchazede o fifad a psaly se pro né
ucebnice, stale v podobé sbirek feSenych uloh. Mezi nimi byly i vypocetni
geometrické ulohy, ale pfevaha Gloh o vykonech, pohybech, smé&né apod. Fesenych
pfesnymi i pfibliznymi postupy. ,,Smiflivost” k pEibliZnym numerickym vysledkim
se projevovala v geometrii tim, Ze se b&Zné& pouzivaly p¥iblizné konstrukéni
postupy pro kvadraturu kruhu, cirkulaturu &tverce apod. Nikdy se neomezovaly
konstrukéni prostfedky umélymi zakazy, nevznikly tiZivé problémy s iracionalitami,
rovnobézkami apod. jako v Recku.

V Indii panovala dlouha tradice desitkovych systéma numerace, z niZ se kolem
r. 500 n. 1. (vlivem pocitani na deskach) vyvinula poziéni soustava, brzy opatfena
nulou a zapornymi Cisly. Indickd matematika byla spolu s mezopotdmskou tradici
a dédictvim alexandrijské Skoly zdrojem rozvoje matematiky v isldmskych zemich,
zejména v kulturnich centrech nové fise vytvofené arabskymi vyboji (Bagdad, Kahira,
stfedoasijska mésta). Uz na konci 8. stoleti n. 1. se do arabstiny piekladaly
spisy indické a fecké, kolem r. 820 al-Chorezmi doporudil indicky zptsob
pocitani a napsal uebnici o feSeni rovnic (ale geometrickym jazykem), v r. 833
bylo piclozeno dilo Ptolemaiovo. Ve stylu a obsahu islamské matematiky se
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projevila alexandrijskd& matematika v celé Skale (od teoretickych otazek pfes
astronomii aZ po ryze praktické navody).

Isldmskd geometrie ve své teoretické sloZce zahrnovala studium problému rovno-
bézek, konstrukce kruZitkem s konstantnim rozevienim a pravitkem apod. Jejt
prakticka slozka se silnym teoretickym zakladem zahrnovala napf. konstrukce
uzite€né pro femeslniky, ale i trigonometrické recepty, al-Farabi napsal Dodatek
k Almagestu. Stale rozsahlejsi tabulky hodnot sinG sestavovali islam3ti uenci
po né&kolik staleti, al-Chaba¥ (770—8707) zaved! tabulky tangent, al-Kasi (4 1436)
vytvofil pro vladce Ulug-bega tabulky v $edesatkové soustavé s hodnotami, jez
odpovidaji 17mistnym tabulkam v desitkové soustavé. Jako celek dosahla islamska
geometrie drobnych zdokonaleni a doplnéni pfevzatého dédictvi, ale nepfinesla
prevratné ideje, protoze zlstavala v ramci stejné spoleCenské situace po tisic let.

Evropskd stredovékd matematika zaGinala v 6.—9. stoleti opét jen na Urovni
praktické matematiky nezbytn& nutné k hospodaiskému Zivotu, v geometrii
na urovni Femeslnickych praktik. V klasternich $kolach se vyucovalo trivium
a kvadrivium se zaklady matematiky, ale tradice vy$8i antické vzdélanosti se ozi-
vovala jen zvolna, nejprve v italskych méstech, jez obchodovala s islamskymi
zemémi. Ve §panélskych a portugalskych méstech a na Sicilii se od 11. stoleti
piekladaly i matematické spisy z arabstiny do latiny, tak vznikla literatura pro
pfednasky na nové zakladanych univerzitach. PfeloZzeny byly Euklidovy Zaklady
i drobné&j’i prace z aritmetiky a trigonometrie. Leonardo z Pisy, zvany Fibonacci,
vydal v r. 1202 Knihu o abaku, v r. 1220 spis Praxe geometrie, v niZ ale fesil
geometrické ulohy algebraicky. Teoretickou matematiku rozvinuli ve svych dilech
angliti a francouziti scholastikové, napf. Nicole Oresme ve 14. stoleti graficky
znazoriioval pohyby rovinnymi obrazci (zhkladna udavala interval Casu, svislé
ase¢ky velikost rychlosti v jednotlivych okamZicich, obrazec vyjadfoval svym
obsahem uraZenou drahu).

Rozmahajici se mofeplavba kladla naroky na znalost sférické trigonometrie;
mapovani a vyméfovani v terénu potfebovalo znalosti rovinné trigonometrie.
Tyto pozadavky spolu se zajmem o péstovani astronomie i astrologie vedly k tomu,
Ze trigonometrie byla pronim matematickym oborem, v némZ evropskd matematika
pFekonala ramec antické a isldmské matematiky. Na Groveit samostatné discipliny
ji pozdvihl Johannes Miiller-Regiomontanus (1436 — 1476), ktery na zakladé hlubo-
kych znalosti d& pfedchidcti vytvofil deduktivni systém rovinné a sférické
trigonometrie v praci O trojuhelnicich viech druhl (napsana r. 1464, tiskem
vySla r. 1533).

ObtiZnost v praxi potfebnych trigonometrickych vypoctl podnécovala k hledani
aspornych metod; v priab&hu 16. stoleti to byl zejména pfechod k pisemnému
poditani indicko-arabskymi Cislicemi a odvozovani vzorct typu

2cosa.cos f§ = cos (o + B} + cos(a — f),
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jez nahrazovaly nasobeni s¢itanim. (Tyto vzorce uvefejnil Frangois Viéte v 70. letech
16. stoleti.) Vyraznéjsi pokrok v8ak znamenaly az logaritmy vytvofené J. Napierem,
J. Biirgim a H. Briggsem v obdobi 1600—1620. Viéte a Napier objevili téz tzv,
Napierova pravidla pro pravouhlé sférické trojuheiniky.

V renesanéni Evropé se jako soucast femeslnych praktik malifa rozvijela
nauka o perspektivé; spisy o ni zprvu publikovali umélci (L. B. Alberti, P. de Fran-
ceschi, L. da Vinci, A. Diirer), az pozdé€ji matematici. Vynalez knihtisku a pfiliv
rukopist z Catihradu ohroZzovaného Turky podminil novou etapu pickladatelské
ginnosti; tiskem vy$ly Euklidovy Zaklady (1482, 1505, 1509), Ptolemaiiiv Almagest,
spisy Apollonia, Archiméda a Diofanta, jez vzbudily znalny ohlas a snahu
rozvijet jejich metody. Archiméduv spis O méfeni kruhu vyvolal po r. 1570
soutéZ ve vypodtu co nejvétsiho poétu desetinnych mist ¢isla 7t; jednim z Archimédo-
vych néaslednikd byl i Ludolf van Ceulen (1540 —1610), jehoz jméno dalo dobovy
nazev ¢islu © (= Ludolfovo ¢islo).

V 15. a 16. stoleti se zadaly mnozit také prace vénované klasickym problémim
antické geometrie, zejména trisekci uhlu a kvadratufe kruhu. Bez porozuméni
podstat® problémil se desitky lidi zabyvaly vynalézanim konstrukci kruzitkem
a pravitkem, jeZ davaly ptibliZna feSeni dloh, ale jejich autofi je prohladovali
za pfesna. Na konci 16. stoleti ,0Zily* také tzv. Apolldéniovy tlohy o dotycich
kruZnic, jejichZ feSeni se nedochovala z antiky; tyto ulohy byly pozdé&ji ,,prubiiskym
kamenem® v soutéZi syntetickych a analytickych metod v geometrii.

M. Kopernik (1473 —1543) zahajil novovékou polemiku o planetarnim systému,
ktera také podnécovala zajem o studium (nebeské) mechaniky a geometrie. Drahy
planet popsal J. Kepler (1571 —-1630) jako elipsy s ohnisky ve Slunci, G. Galilei
(1564 — 1642) nalezl parabolu jako drahu Sikmych vrha; pfirodovédci dochézeli
k nazoru, Ze ,pfiroda nedivid pfednost kruZnicim®, jak soudil kdysi Platon.
Tzv. mechanické kfivky se dostavaly do stfedu pozornosti, zac¢inalo napfiklad
intenzivni studium cykloid. Dosavadni geometricky jazyk algebry veli¢in piestaval
vyhovovat, vedl k pfili§ slozitému vyjadfovani zavislosti proménlivych veli¢in.

Pokroky v fe§eni rovnic se zatim dotykaly geometrie jen nepiimo, nezapomefime
v§ak na rozfeSeni rovnic 3. a 4. stupné italskymi uéenci (publikoval G. Cardano 1545),
na prvni vypolty s imaginarnimi &isly (Cardano 1545, Bombelli 1572), na tzv.
cossistickou algebru se symboly pro neznamou a jeji mocniny atd. V algebraicke
symbolice doslo na konci 16. stoleti k zasadnimu kroku — F. Viete (1540 —1603)
pouZil pismena k oznageni neznamych i k oznageni koeficientil v rovnicich (1591);
toto zdanlivé nepatrné vylepfeni symboliky mélo ohromny dosah tim, Ze umoznilo
vytvofeni kalkulu se symboly; Glohy bylo moZné fedit upravami vyrazii a rovnic.
Viéte sim ukazoval silu své metody na Diofantovych tlohach ze spisu Arithmetica,
ale zdaleka nevyuZil vcchny pfednosti metody; ty si pln€ uvédomili R. Descartes
a P, Fermat ve 30, letech 17, stoleti.
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6.6 Pocatky a rozvoj analytické geometrie v 17. a 18, stoleti

Evropsti matematici 17. stoleti se pii tvofivém rozvijeni dédictvi antické
matematiky zaméfili pfedev§im na Archiméda, Apollonia a Diofanta. Zasadni
vyznam pro jejich metodologické ivahy mél vak spis Pappiv (kolem r. 300 n. 1),
v némzZ popsal analytickou a syntetickou metodu:

.... pfi analyze pfedpokladame, Ze je dano to, co hledame, a vyvozujeme
z toho dusledky ... aZ dojdeme k néCemu jiZ znAmému, co je prvni v pofadi. ... Pfi
syntéze naopak pfedpokladdame, Ze je dano to, co jsme pii analyze objevili aZ

nakonec, uspofadame disledky v pfirozeném pofadi ... a nakonec sestrojime
hledany objekt.” (Pappos vyjmenoval 33 knih, které podle né¢ho tvotily ,,pokladnici
analyzy* — dila Euklidova, Apolléniova, Eratosthenova, Aristeiova aj.).

Aplikace této analyzy v antické geometrii vSak byvala ¢asto spojena s konstrukci
celé Fady pomocnych &ar v obrazcich, takze jeji objevitelskd hodnota byla
ztizena, ne-li zcela potlacena. René Descartes (1596 — 1650) diirazné€ poukazal na tuto
»dZungli* tradi¢niho analytického postupu v geometrii 2 rozhodl se vratit analytické
metodé jeji objevitelskou (heuristickou) hodnotu tim, Ze pfi ni uplatni algebraicky
kalkul postupnych uprav a zjednodu$ovani vyrazd. Hovofil o algebraické analyze
uloh, aby ji odligil od kritizované geometrické analyzy, ale jeho nasledovnici
uZ slovo ,,algebraickad“ vynechavali, analytickda metoda se chapala v matematice
v tomto smyslu, ,,analyticki geometrie“ se stala terminem pro geometrii studovanou
metodou algebraické analyzy.

Descartes napsal nejprve spisek Pravidla k fizeni rozumu, kde uz vyjadfil své
piesvédéeni o univerzalnosti analytické metody, o jeji vhodnosti pro feseni jakychkoli
problému tim, Ze se pfevedou na feSeni rovnic. Tento optimismus sdileli i dalsi
uenci; vedl k pfedstavaim o ,mathesis universalis“ — matematice jako zakladu
pro jednotny vyklad svéta. Uplngji vylozil Descartes své nazory v (anonymné
vydaném) spisu Rozprava o metodé (1637), kde dokonce datoval sviij objev
analytické metody na 10. 11. 1619 ,kdesi v Némecku“ — byl ve vojenském leZeni
jako udastnik tiicetileté valky. Toto dilo se vénuje geometrii jen ve svém tfetim
dodatku, tj. jako tfeti piiklad aplikace obecné metody, Descartes napsal:

»Chceme-li vyfesit n&jakou ulohu, mame ji nejprve povaZovat za vyfeSenou
a oznalit vSechny &ary, které se nidm jevi nezbytné pro jeji sestrojeni, pfitom
oznadujeme znamé i neznamé Cary. Potom, aniZ rozli§ujeme znamé a neznamé
¢ary, musime ... ukazat, jak zavisi jedna na druhych, a to do té doby, nez
najdeme ..., jak vyjadfit jednu a touz veli¢inu dvojim zpisobem. To je to, co se
nazyva rovnice. ... A je tfeba najit tolik rovnic, kolik bylo pfedloZeno neznamych
¢ar.” (Slovo ,Cara” zde znamena uGseCku, spiSe viak &islo udavajici jeji velikost.)

Silu své nové metody pfedvedl Descartes na feSeni Uloh, jeZ zaznamenal Pappos.
Slo o vysetfovani mnoZin bodd, napf. tloha o &tyfech ptimkach (obr. 97) poza-
dovala:
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Jsou dany &tyti libovolné piimky a, b, ¢, d a Ctyfi uhly a, §, y, 6. Hledame
geometrické misto bodid P, z nichZ lze vést k a, b, ¢, d use¢ky PA, PB, PC, PD
Sikmo pod danymi uhly o, 8, 7. d tak, ze plati PA. PB = PC.PD.

b c 4 Obr. 97

Pti svém Fe$eni Descartes zvolil bod O na pfimce a, pismeny x, y oznacil velikosti
UseSek OA, AP; velikosti PB, PC, PD vyjadiil linearnimi vyrazy a viechny
dosadil do PA.PB = PC.PD. Protoze ziskal jen kvadratickou rovnici, ukazal,
?e¢ geometrickym mistem bodd P je pfimka, kruZnice nebo jedna z kuZeloselek.
(Pappova poznamka, Ze ulohu kromé€ Appolonia nikdo z antickych geometrh
nevytesil, davala Descartové metodé€ ,,punc” vysoké hodnoty.)

Descartes vyfesil i fadu daldich geometrickych uloh algebraickym kalkulem,
ktery vylepsil vyhodngj§i symbolikou, neZ byla Victova. AZ na znaménka rovnosti
a nerovnosti pouzil zplsoby zapisu vyrazli a rovnic, které jsou dodnes b&iné.
Pokousel se vSak bez aspéchu vyfeSit Apolloniovu tlohu pro kruZnice (vede
k rovnici 8. stupné) a chybné fefil ulohy o kfivkach v prostoru (pracoval s jejich
pruméty do roviny a chyboval v tom, Ze priméty normal kiivek povaZoval
za kolmé k primétu kfivky). Normaly rovinnych k¥ivek urCoval algebraicky tak, Ze
hledal stfed vhodné kruZnice, kterd prochazi bodem kfivky; pfi vypoétu spole¢nych
bodi takové kruznice a k¥ivky dostaval rovnici s vicenasobnym kofenem. Teény
k¥ivek sestrojoval az jako kolmice k normalam. Descartes také ukazal, Ze zakladni
konstrukce kruZitkem a pravitkem vedou k feSeni rovnic 2. stupn&; na zakladg
toho vyslovil hypotézu, 7e t€mito konstrukénimi prostifedky nelze vyfesit Glohy,
jez po analytickém vyjadieni vedou k rovnicim liché¢ho stupng. (To neni piesna
formulace kritéria pro rozhodovani o fefitelnosti tloh kruZitkem a pravitkem.)

Jak jsme si v8imli na obr. 97, Descartes se neomezoval na soustavy soufadnic
s kolmymi osami, proto nazev kartézska soustava soufadnic nemé historické
opodstatnéni. Nelze hovofit ani o osach soutadnic, protoZe Descartes vyznacoval
jen jednu osu a na ni pocatek. Také Pierre de Fermat (1601 —1665) napsal:

»Jakmile v rovnici vystupuji dv€ neznamé veli¢iny (= proménné usecky),
existuje geometrické misto, koncovy bod jedné veli€iny opisuje pfimku & kiivku ....
Rovnice mlZeme znazornit, kdyZ ob& neznamé veli¢iny nanaime v néjakém
thlu (ktery vétSinou bereme jako pravy) a dame jedné polohu (tj. na pevné
piimee od zvoleného bodu) a druhé koncovy bod.*™
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Fermat pracoval s Viétovou symbolikou, v ni vyjadiil kanonické tvary rovnic
kuZelosecek, které dnes zapisujeme

2

xy=a% x*=ay, y*=ax, a® -x>=)% x*+a* =)

védome pfitom sledoval antické vzory, Archiméda a Apollonia. Fermat popsal
také transformace soutadnic posunutim i otoenim; jeho text z doby kolem r. 1635
viak koloval jen v opisech, tiskem vysel az v r. 1679, kdy se uZ ujala Descartova
symbolika. Fermat se vénoval teorii C&isel, algebfe a vypracoval algebraickou
metodu uréovani lokalnich extrémé proménnych velidin, vyjadiil prirtstek veli¢iny
a extrém hledal v bodg, kde pfiriistek veli¢iny je nulovy. Obdobn& se pfiblizil
pojmu derivace i pfi urovani teden ktivky. Do geometrie piispél také formulaci
afeSenim prostorové obdoby Apolloniovych tloh, tzv. Fermatovych tloh o kulovych
plochach.

Kdyz aplikoval algebru pfi feSeni geometrickych tloh, Descartes prekonal
1 dal§i bariéry, jeZ vytvotila teoreticka matematika v antickém Recku a je¥ si
dnes viibec neuvédomujeme. Byl to ptedné strohy zakaz (formulovany Aristotelem)
dokazovat geometrickou v&tu aritmetickymi, a tedy i algebraickymi postupy,
dale pak tzv. princip homogenity pfi studiu veli¢in. Ten byl dan geometrickou
algebrou — délky lze porovnavat s délkami, plochy s plochami, t&lesa s télesy;
dodrzoval ho i Viete, proto ziskaval jen algebraické vyrazy obsahujici ¢leny
stejného stupné:

A? — B?

3 2 2 3 _
A + A°B + 34B* + 4B°, y: =A—B

Descartes v&domé algebru zbavil t&chto pout a svij postup zdavodnil: ,, ... symboly
@ b* a jim podobnymi rozumim jen Gsedky, i kdyZz je nazyvam ¢&tverci nebo
krychlemi .... ... vSude, kde je pfili§ mnoho nebo piili§ malo rozmérd, lze
spatfovat jednotku, takze kdyZ je nutno uréit kubicky kofen z aabb — b, je tfeba si
predstavit, Ze veliGina aabb se dé&li jednotkou a druha veligina b je/jednotkou
dvakrat vynasobena.“ [To znamen4, ze Jaabb — b je tusetka, protoZe lze napsat

aabb — b = aalbb — b.1.1, coZ je ,krychle“ (rozdil &lend 3. stupné). ]

Pocatky analytické geometrie byly tedy projevem revolu¢niho zvratu v mate-
matice, ktery umoznil studovat geometrické objekty pomoci jejich analytického
vyjadieni a davat algebraickym vyrazim a rovnicim geometricky vyznam pomoci
proménnych use¢ek. Matematici ziskali moZnost studovat zmény, pohyby, hledat
optimalni feSeni problémi, jeZ pfind3ela mechanika, optika a dald obory. Bez -
analytické geometrie 17. stoleti by si neosvojili tolik zkuSenosti se studiem
kFivek, které jim (spolu s pfedstavou pohybu) umoznily polozit zaklady diferencial-
niho a integralniho poé&tu.

281




Seznamme se stru¢né s rozvojem analytické geometrie, ktera se v§ak v 17. stoleti
vilbec nevyClefiovala z matematiky jako samostatna disciplina (az v r. 1796
pouzil S. F. Lacroix tento nazev a aZz v r. 1808 vydal J. G. Garnier prvni
samostatnou ucebnici nazvanou Analyticka geometrie). Obdobné tomu bylo
$ vyvojem terminologie, bez niZ si dnes nedovedeme texty z analytické geometrie
pfedstavit.

Descartes ani Fermat nepouzivali termin soufadnice, ale jen ,veli¢ina® nebo
»useCka“. Latinsky termin ,abscissa“ pro tsefku na zvolené ose s pocatkem
pouzil G. W. Leibniz (1646 —1716) az v r. 1675, termin ,,ordinata® (= pofadnice)
se uzival v pfekladech Apolloniovych dél, ale az v r. 1692 zavedl Leibniz termin
~coordinata™ (= soufadnice). Slovo ,,axis“ (= osa) uZil I. Barrow v r. 1670, slovo
onitium*“ (= pocatek) J. de Witt v r. 1659, slovo ,origine” v témZz smyslu
zavedl F. Lahire v r. 1679. Terminologie nebyla jednotna az do poloviny 18. stoleti,
kdy se ponékud ustalila vlivem Eulerova dila.

Po vydani Descartovy Geometrie (1637) se objevila fada komentait s ukazkami
dalsich uloh zvladnutelnych jeho metodou, pfedeviim je psali jeho nizozemsti
ptatelé, u nichz Zil. V8ichni v8ak volili soufadnice tak, aby nemuseli pocitat se
zapornymi &isly, teprve v r. 1656 pouzil J. Wallis (1616 — 1703) i zaporné souiadnice.
I. Newton (1643 —1727) v r. 1676 provedl diikladnou klasifikaci k¥ivek 3. stupné
(udal 72 typl ze 78 existujicich), popsal také pfechod od pravouhlych soufadnic
k polarnim a zpét. J. Stirling v r. 1717 zadal disledn& kreslit ob& osy, ale osu y
povazoval za podruZnou.

Ve stereometrii se analytickd metoda prosazovala zprvu jen tak, ze se zkoumaly
rovinné fezy téles (rotatnich kuzell, ale i hyperboloidli aj.) a osy soufadnic se
volily v roving fezu. T¥i soufadnice pouzil F. Lahire (1679) v malo znamém
spise, prileZitostné i jini pfi studiu ploch, napiiklad A. Parent (1666—1716),
ktery odvodil rovnice kulové plochy v tvaru stfedovém (r. 1700). V r. 1715
se J. Bernoulli (1667—1748) v dopise Leibnizovi zminil o moZnosti urfovat
soufadnice x, y, z bodu prostoru pomoci kolmic na tfi navzajem kolmé roviny.

A. C. Clairaut (1713 —1765) vydal anonymné v r. 1731 knihu Vyzkum kiivek
s dvoji kfivosti, v niz pouzival rovnici roviny, odvozoval rovnice rotacnich
kvadrik, soustavou dvou rovnic vyjadfoval prostorové kiivky. L. Euler (1707 az
1783) napsal dvousvazkovy Uvod do analyzy ..., ve 2. svazku (1748) podal
velmi pfistupny systematicky vyklad analytické geometrie v roviné a v prostoru
$ uplnou diskusi geometrického vyznamu kvadratickych rovnic s dvéma a tfemi
proménnymi (poprvé popsal hyperbolicky paraboloid).

Pojem funkce vyrazn& uplatnil pfi parametrickém vyjadfovani k¥ivek v prostoru
pomoci x(t), y(t), z(t); rovnicemi popsal také rizna zobrazeni v prostoru, napf.
rotaci kolem osy, pouzil je téZ k upravé obecného tvaru rovnice kvadriky
v prostoru na kanonicky tvar.

Francouz§ti encyklopedisté vyjadfili v poloving 18, stoleti minéni své doby,
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kdyz studium pfimek a rovin ponechavali elementarni syntetické geometrii
(v Euklidové duchu), zatimco studium kvadrik zahrnovali do analytické geometrie.
(Tento nazor byl poplatny stavu algebry, kde jestd nevznikl vyhodny kalkul
linearni algebry.) Gaspard Monge (1746 —1818) tesil v jedné své prikopnické praci
z r. 1771 metrické Glohy o pfimkach a rovinach, vzdalenostech, velikostech
ahlii apod., v pozdéjsich ugebnicich pro porevoluéni $koly zamérné (z didaktickych
divodl) probiral analyticky nejprve linearni utvary, pak kvadratické. Kapitoly
vénované v uCebnicich analytické geometrii vychazely tehdy bez obrazkd, a to
zcela imysIng, protoZze se v nich predvadély algebraické vypocty; pro zobrazovani
Utvarh se pravé vytvafely metody deskriptivni geometrie. V udebnicich Mongeo-
vych, Lacroixovych a Garnierovych (vydanych kolem r. 1800) lze nalézt vsechny
tvary rovnic pfimek a rovin, v§echny vzorce pro velikosti apod., ale bez determi-
nantl, vektort a matic.

Po celé sledované obdobi se do analytického studia geometrie prolinaly infini-
tezimalni Gvahy, které dnes zafazujeme do diferencialni geometrie, a také Gvahy
o utvarech vyssich stupfiti. jez dnes patti do algebraické geometrie. O vysledcich
dosazenych v téchto smérech jsme zde nehovofili, i kdyz velmi pomohly kartografii,
mechanice, optice, astronomii apod. Geometrické problémy také vyznamné pod-
nécovaly rozvijeni teorie diferencialnich rovnic a variaéniho podtu.

6.7 Zaméreni syntetické geometrie v 17, — 19. stoleti

Strucnéji neZ o analytické geometrii mizeme hovofit o geometrii péstované
v klasickém duchu, bez soufadnic, které se pro odlifeni zatalo tikat synteticka
geometrie. Jeji hlavni prostfedky studia geometrickych Gtvarh se zprvu omezovaly
jen na shodnost a podobnost trojuhelnikd. stejnolehlost kruZnic. poméry tsegek,
nanejvy§ nékteré trigonometrické vztahy apod. Diky malifskym technikam a karto-
graijii pronikly vsak do ni pfedstavy o promitanich kulové plochy na rovinu,
roviny na rovinu a prostoru na rovinu.

Prace staviteli uz ve starovéku vyvolavala potfebu zobrazit prostorovy objekt
v rovin€; v piidé vyznacené zaklady stavby se svislymi sténami byly pfirozenym
»kolmym primétem* objektu do roviny. Skute¢nou pfedstavu o promitani vyuzivali
evropsti maliti od 13. stoleti n. l. p¥i zdivodfiovani pravidel perspektivy (nazev
pouZil polsky umélec Witello pfi ptepracovani Euklidova dila Optika). AZ v 16. stoleti
se ne€ktefi ital§ti matematici (E. Danti, F. Commandino, G. Benedetti) vénovali
teoretickému zdivodnéni praktik popisovanych v dilech malif: Guidubaldo
del Monte (1545—1607) napsal Sest knih o perspektivé (1600), kde zavedl pojem
»ubéznik“, a F. d’Aiguillon (1566—1617) Sest knih o optice (1613), kde kromeg
perspektivy zkoumal i stereograficko: projekei.

Vidwsky oengual Croband A o = (142-..50 1) popaal voro 1589 Lanstroka
mapy zemsktho povers . na vy vy ohrazeny oleanike juke rrwly visle
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A rovnob&zky jako useCky na vodorovnych pfimkach (povrch koule se promita
7e sttedu koule na valcovou plochu, jez se koule dotykd podél rovniku, valcova
plocha se pak rozvine do roviny). Pro mofskou navigaci to byly vyhodné mapy,
protoZe &ary stalého kursu se zobrazovaly useCkami, vzdalenosti mezi poledniky
byly stejné; vzorec pro vzdalenost rovnobéZek naSel uz v r. 1599 anglicky
navigator E. Wright.

JiZz vzpomenuté Kopernikovo dilo uvolnilo cestu hypotézam o drahach planet
a komet. Johannes Kepler se v dile Opticka astronomie (1604) zabyval kuzeloseCkami,
popsal spojity proces, kterym hyperbola pfechazi v parabolu, kdyZ se jedno jeji
ohnisko vzdaluje do nekoneéna. Pfedstavoval si v8ak jeho pohyb i ,dal®, kdy se
objevi ,na druhém konci“ osy a zaCne uréovat elipsy aZ do splynuti s pevhym
ohniskem, kdy vznikne kruZnice. Kepler zavedl pojem ,,ohnisko* (focus) a ,ne-
koneéné vzdaleny bod“, vyslovil téZ tzv. zakon spojitosti (lex continuitatis)
a jeho zkratkové znéni ,Pfiroda nedéla skoky“. Bez teoretickych zabran antiky
uplatioval Kepler ivahy o tenkych prouZcich, v kruhu je zkracoval v daném
poméru a vytvaftel tak elipsu (dnes hovofime o obrazu kruznice v osové afinité),
odvodil vzorec pro jeji obsah. Tak se az na podatku 17. stoleti v syntetické
geometrii vytvofila predstava o moZnosti definovat kuZelosetky pouze jako
rovinné kfivky, bez pomoci kuzell.

G'F'H A C D FPB
Obr. 98

V souvislosti s rozvojem inZenyrského Skolstvi ve Francii, Nizozemi a Anglii
vychiazelo mnoho uéebnic o perspektive, které kromé praktickych navodu obsahovaly
i teoretickou ¢ast. Nejpozoruhodnéjsi spisy publikoval Gérard Desargues (1593 az
1661), ktery kolem r. 1640 pifekvapoval svou ,botanickou“ terminologii (stvol,
vétev, kvét, pupen apod.), ale podal teoretickd zobecnéni zkuSenosti z promitaci
(= projektivni) geometrie. UZ v praci z r. 1636 byla obsaZena véta o perspektivnich
trojuhelnicich nazyvana nyni Desarguova (viz odstavec 5.6); v praci z r. 1639
studoval svazky ptimek (i s nevlastnim stfedem) a svazky rovin. Pomoci konstantnich
soutintt AB.AH = AC.AG = AD. AF (obr. 98) zavedl pojem involuce na piimce

jako zobrazeni pfitazujici B« H, C « G, D & F, klasifikoval involuce, sestrojoval

284

jejich samodruzné body a dokazal vétu o harmonické &tvefici tvofené dvéma
samodruznymi body a libovolnou dvojici vzoru a obrazu. Involuci pienésel
do svazkl pfimek a ukazoval, Ze involuce na pfimce se sttedovym promitanim
»prenasi” na obraz pfimky (obr. 98). Dokazal také v&tu o svazku kuZelosetek
prochazejicich ¢tyfmi danymi body a o involuci vytvofené svazkem na libovolné
pfimce v roving€. V souvislosti s tim promital involuci i na kuZelosetku; popsal
také konstrukéni vyuziti t&chto poznatkt pti hledani os primétu kuZelosetky.

Je obdivuhodné, co viechno Desargues znal; jeho ideu pievzal (16lety!) Blaise
Pascal (1623 —1662) a uz v r. 1640 publikoval struény spisek o kuzeloseckach,
kde dokazal vétu o Sestithelnicich vepsanych do kruZnice a projekci ji pienesl
na kuzelosecky. V ptipadg, kdy kuZelosetka je sloZzena ze dvou p¥imek, plati véta
také (viz odstavec 5.7); tuto jeji variantu oviem uvedl jiz Pappos kolem r. 300 n. L
(Na obr. 99a je znazornéna situace na kruznici — pruseciky dvojic pfimek AB, DE
a BC, EF a CD, FA le7i na jedné pfimce; na obr. 99b je téchto Sest bodi stfidavé
umisténo na dv€ pfimky.) Dalsim pokrafovatelem Desargua byl uZ citovany
F. de la Hire (t¢Z de Lahire), v dile Kuzelose¢ky v deviti knihach (1685) vysel
z polarnich vlastnosti kruZnice a promitanim je pfenasel na ostatni kuZelosecky.

Obr. 99a Obr. 99b

Projektivni geometrie se za€inala rozvijet dvakrat. Jeji prvni etapa, kterou jsme
sledovali, dozngla jesté v 17. stoleti. V prib&hu 18. stoleti se ménila spoleenska
objednavka zobrazovacich metod, diky technickému rozvoji se projevovala rostouci
potieba piesnych vykresd, z nichZ by bylo mozné odmé&fovat rozméry pfedméti.
Témto pozadavkim nevyhovovala uz perspektiva, ale kolma promitani na tfi
k sob& kolmé roviny. Gaspard Monge (1746 — 1818) vypracoval spis Deskriptivni
geometrie (1798), jimz dal jméno novému oboru syntetické geometrie. Skola Ecole
Polytechnique, kterou zfidila francouzski burZzoazie po upevnéni svého vitézstvi,
vzdélavala vojenské a civilni inZenyry; matematika tam byla rozdélena na analyzu
a deskriptivni geometrii. To ukazuje, Ze syntetické metody se pfisuzovaly deskrip-
tivni geometrii a ta Ze byla pojata zna¢né Siroce. N&ktefi Mongeovi spolupracovnici
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a zaci ptispéli velmi vyznamné k novému rozmachu syntetické geometrie a k znovu-
zrozeni projektivni geometrie.

Lazare Carnot (1753 — 1823) byl stoupencem syntetické metody natolik, Ze poZa-
doval ,osvobozeni geometrie od hieroglyfi analyzy“. V knize Geometrie polohy
(1803) vypracoval kalkul s orientovanymi use¢kami, pfedchidce pozdgjsi vektorové
algebry. Uvazoval AB = — BA, tfi kolinearni body A4, B, C charakterizoval rovnict
AB + BC 4+ CA = 0, vyjadtil jimi Menelaovu vétu, protoze snadno rozepsal délici
poméry atd.

Obdobny pristup rozvinul G. Bellavitis (1803 — 1880) ve své teorii ekvipolenci
(1835) a tzv. geometrickych rovnic; 8lo o svérazny geometricky kalkul, ktery
umoziioval feSeni obtiznych uloh.

Victor Poncelet (1788 —1867) se stal znovuzakladatelem projektivni geometrie
(1822), vyuzival stfedové promitani, poznal zasadni vyznam dvojpoméru jako jeho
invariantu, rozli§il projektivni a metrické vlastnosti utvart, rozsitil pfimku, rovinu
i prostor o nevlastni body, vyuzival polaritu a princip spojitosti. objevil princip
duality atd. J. D. Gergonne (1771 — 1859) soupefil s Ponceletem, uz v r. 1824
sapisoval dvojice dudlnich vet projektivni geometrie v sloupcich vedle sebe. Po
wele 19. stoleti se projektivni geometrie péstovala jako ,,nova geometrie” ¢&i ,,vy3si
geometrie”, zhruba do poloviny stoleti ptevazné synteticky.

V ramci dobového Usili o zptesnéni zdkladd matematiky (véetné geometrie) se
projektivni geometfi snazili vyrovnat s problémem, Ze projektivni pojmy, a¢ polo-
hové, se dosud vyjadiuji pomoci metrickych vztahi (velikosti Uiseéek a uhld vystu-
povaly i1 v definici dvojpoméru). Snahu odstranit ze zaklad projektivni geometrie
metrické vztahy dovedl k cili Christian von Staudt (1798 —1867) ve své praci
Geometrie polohy (1847). Vyslovil Cisté geometrickou definici harmonické Stvetice
bodii (pomoci tzv. uplného Etyfrohu) a definoval pomoci ni projektivni zobrazeni.
V r. 1857 podal i geometrickou konstrukci imaginarnich prvki.

Jukob Steiner (1796 —1863) byl patrné nejlspésngjsi synteticky geometr od dob
untiky, obohatil elementarni i vy$3i geometrii mnoha idejemi. Ve spise Systematicky
rozvoj vzajemné zéavislosti geometrickych tvart (1832) vylozil projektivni zobrazeni
juko slozeni promitani (perspektivnosti), vytvarel kfivky 2. stupné pomoci projek-
livnich svazk ptimek, kiivky 3. stupn€ pomoci svazkt pfimek a svazki kiivek
2. stupné atd. atd. Steiner se zabyval konstrukénimi lohami, vyfesil mnoho desitek
obtiZnych Gloh, ptitom dokazal sloZité a naro¢né véty. Zplisob feseni uloh pomoci
pravitka a jediné narysované kruZnice se nazyva ,steinerovska konstrukce®; ac jde
0 oslabeni konstrukénich prostiedkii ve srovnani s euklidovskymi konstrukcemi,
lze jimi vyFeSit tytéz ulohy. (Je zfejmé, Ze jedind narysovana kruZnice se ,,vtahuje
do hry* pomoci stejnolehlosti s kteroukoli jinou kruZnici.)

8. a 19. stoleti pfineslo i obohaceni syntetické geometrie novymi poznatky
o trojihelniku a kruZnici; jmenujme aspofi Eulerovu pfimku v trojiheluniku,
kruznict deviti bodit v trojibelniku (tey, “ewshachovi kruznwi), Brocardiy bod.
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Lemointiv bod v trojahelniku atd. L. Mascheroni (1750 — 1800) zkoumal konstrukce
pouhym kruzitkem, jeZ jsou rovnocenné s konstrukcemi euklidovskymi, K. F. Gauss
euklidovsky sestrojil v r. 1797 pravidelny 17(helnik vepsany do kruznice atd. atd.

Problematika syntetické geometrie v 18. a 19. stoleti zahrnovala i otazky
neeuklidovskych geometrii, geometrickych zobrazeni a koneéneho rozhodovani
o nefesitelnosti klasickych uloh (kvadratury kruhu, trisekce uhlu apod.). Tyto
zalezitosti probereme v dalsich odstavcich.

6.8 Vznik neeuklidovskych geometrii

V odstavci 6.4 jsme hovotili o namitkach vici 5. postulatu Euklidovych Zakladu,
které méli antidti teoretiéti matematici. NemoZnost rozhodnout o rovnobéznosti
piimek na zakladé jeji definice vedla Poseidonia uz v 1. stoleti pfed n. I. k vysloveni
jiné definice: Rovnobgzky jsou piimky, které jsou od sebe v kazdém misté stejné
vzdalené. S touz definici vystupovali Aganis a Simplikios v 6. stoleti n. 1; je vni
skryto tvrzeni, Ze ekvidistantou pfimky je pfimka, a to uz postati k diikkazu
5. postulatu (v jednom z pozd&jdich komentafli an-Najriziho je tento postulat
dokazan a7 jako 35. véta systému, takZe 34 zfejmEjSich vét maZe rovnéZz byt
vychodiskem k ,,ditkazu®).

Islamsti matematici u? v 9. stoleti samostatné meditovali nad problémem rovno-
bezek. Abbas al-Dauhari napsal dilo Zdokonaleni knihy Zaklady. kde pouzil jinou
Lziejmou* tezi, Ze kdyZ jedna piicka tvoii s dvéma piimkami shodné stfidavé uhly,
pak kazda piicka tvoii s nimi shodné stfidavé uhly. Z toho vyvodil, Ze stfedni
piicka trojuhelniku se rovna poloving tieti strany a 7¢ kazdym bodem leZicim
uvnitt Ghlu fze vost piimku protinajici ob€ ramena.

Thabit ibn Quarra (830 —901) rovnéz publikoval spisy, jeZ uz v nazvu ohlagovaly
dakaz 5. postulatu; v jednom se opfel o ,.zfejmost™ tvrzeni, Ze kdyz se dvé pfimky
na jedné strané pri¢ky vzdaluji, musi se na druhé strané pfiblizovat. Pak dokazal
existenci rovnobézniku (to je dalsi mozné vychodisko .dukazu™ 5. postulatu).

p T P \J

Obr. 100a Obr. 100b

Ibn al-Hajtham (965 —1039) rozvinul jinou ideu ibn Quarry — vyuZit predstavu
pohybu tsegky kolmé k piimce, jejiz pata se pohybuje po této pfimce. Z teze, Ze
draha volného konce usetky je piimka, ,,dokazal“ opét 5. postulat; pfitom podrobné
zkoumal &tyFahelnik s tfemi pravymi Ghly (obr. 100a) a exhaustni metodou doka-

287



soval, ze pak i ¢tvrty vrchol je pravy. Z jinych-jeho tvrzeni uvedme: ,kolmice
1 nckolmice k téZe pfimce se protnou®, ,,dvé riznob&zky nemohou byt rovnobéZné
y touz pfimkou* apod.

Umar Chajjam (1048 —1131) odmitl al-Hajthamovy avahy o pohybu jako od-
porujici Euklidovym zasadam vyhybat se v geometrii pohybu. Kromé uz zminénych
ZFcjmych vét“ uvadi, Ze dvé kolmice k téZe pfimce jsou ekvidistantni. Zkoumal
luké Ctyftbelnik s dvéma pravymi Ghly u zakladny a se shodnymi rameny
(obr. 100b), opét exhaustivni metodou ,.dokazal“, Z¢ je obdélnikem.

Nasir ad-Din at-Tist (1201 —1274) ptehledné shrnul vysledky ptedchizejicich
nutoru: jako své feSeni navrhl postup, kde uplatnil tezi: . Jestlize se dvé pFimky
(v roving) v jednom sméru sbihaji. pak se nemohou v tomto sméru rozbihat, leda
¢ by se protinaly.” Nové v jeho praci bylo poznani ekvivalenci vét o soudtu uhld
v trojuhelniku s hypotézami o tupém, ostrém a pravém uhiu v &tyfthelnicich
na obr. 100. Jedno z dél at-Tusiho vyslo v Rimé arabsky (1594) a latinsky (1657).

Problém 5. postulatu byl natolik teoreticky (tykal se logického uspofadani
systému vét a jeho vychozich tvrzeni), Ze nezajimal praktické geometry ve stfedo-
véké Evropé, i kdyz v pfekladech z arabstiny mohli nalézt o ném zminky. Jen
hebrejsky autor Lévi ben GerSun vypracoval v 1. polaving 14. stoleti komentaf
k problematice. AZ v 16. stoleti se ji vyrazn&ji zabyval Ch. Clavius (1537 —-1612),
ule hlavni podnét znamenal az pteklad dila at-Tusiho (1657).

John Wallis uz v 1. 1663 napsal praci O patém postulatu, kde zvolil vychoz
lezi, Ze ke kaZdému utvaru existuje podobny mu Gtvar; z ni uz lze postulat dokazat.
(Vratil se tak k ideji al-Dzauhariho.) Také ostatni badatelé tak & onak dospéli
k vychozim tezim, které uz byly v islamské matematice pouZity. Girolamo Saccheri
(1667 —1733) uvefejnil spis Euklides v§i poskvrny zbaveny (1733), jehoz t&Zisté
bylo ve studiu ¢tyfthelniku na obr. 100b, ktery byl pak v Evropé& nazvan ,Saccheriho
¢tytahelnik“. Vyznam prace spocival v dlouhé fadé poudek vychazejicich z negace
5. postulatu, kterou autor sestavil, aby mohl dospét ke sporu, Ze ,pfirozenosti
plimky* odporuje, aby se dvé rizné ptimky v nekoneénu ,protinaly“ pod nulovym
Uhlem. (To prozrazuje, Ze neuznaval limitni situaci dotyku rovnob&zek v nevlast-
nim bodé.)

Je zajimavé, Ze uz v r. 1763 shromazdil G. S. Kliigel ve své diserta¢ni praci
pfehled 30 ,,ddkazd“ 5. postulatu, které byly publikovany.

Johann H. Lambert (1728 —1777) rozvinul své uvahy v dile Teorie rovnob&zek
(1766, vydano 1786) tak, Ze vyuzil ¢tyfahelnik z obr. 100a. Opét vyvodil fadu
diisledk z neplatnosti 5. postulatu; spor spatfoval v tom dasledku, ktery tvrdil,
ye ckvidistantou pfimky néni pfimka. Mimofadnym vykonem byly trigonometrické
disledky neplatnosti 5. postulatu; Lambert vypracoval tzv. hyperbolickou trigono-
metrii, v niZ vystupuji funkce sinh x, cosh x a vzorce odpovidaji vzorcim sférické
lrigonometrie, zaméni-li se relny polomé&r r polom&rem r.i — imaginarnim polo-
mérem. Usilovnym dokazovatelem 5. postulatu byl A. M. Legendre (1752 — 1833),
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ktery vystiidal fadu vychozich tezi, jeZ jsme si pfipomnéli u islamskych matematik.
Problematika rovnobéZnosti se fedila koncem 18. stoleti a na pocatku 19. stoleti
na mnoha univerzitich; za svych studii ji promyslel K. F. Gauss a jeho pfitel
W. Bolyali, jejich uditel Bartels ji ptenesl do daleké Kazang, kde studoval N. 1. Lo-
bacevskij. Tak doslo k jevu, Ze se stejna problematika obdobng Fesila na odlehlych
mistech Evropy (Gauss v Gottingen, syn W. Bolyaie Janos v Sedmihradsku
a Lobacevskij v Kazani). :
Zrekapitulujeme-li po 2000 let se opakujici (byf sporadické) snahy dokazat
S. postulat, zjistime, Ze na pocatku 19. stoleti n. 1. byly znamy dvé skupiny vét:

A. Véty povaZované za ziejmé, z nichz B. Véty, které byly odvozovany z ne-
bylo moZno postulat dokazat, ale gace 5. postulatu a pouZivany jako
které z ného také vyplyvaly, tj. véty doklady neplatnych dasledk ne-
ekvivalentni s 5. postulatem. gace (pfi dikazech postulatu spo-

rem). :

Za této situace vystupovalo do popfedi kritérium pravdivosti matematické
poucky, na zakladé Ceho jedny véty pfijimame jako ziejmé a jiné odmitame jako
nemoZné, neptipustné. Tak se s ryze teoretickym problémem deduktivniho systému
spojila filozofickd problematika. Euklidovska geometric méla oporu v praxi, kde
se osvédCovala v malych rozmérech, s nimiZ lidé pracovali; nikdo nepfipoustél,
Z¢ by byla myslitelnd jind geometricka abstrakce ze svéta, ve kterém Zijeme.
Filozof 1. Kant (1724 — 1804) vyjadfil idealisticky nazor, Ze pfedstava o prostoru
je nam vrozena, %e pfedchazi i prvni zkugenosti ditéte s okolnim svétem, a urcuje
jeho nazirani na svét. To je teze o apriornosti piedstavy prostoru, ktera samoziejmé
byla ptedstavou zalozenou na euklidovské geometrii. Proto nebylo snadné ziskat
uznani pro geometrii prostoru, ktera se lifila od euklidovské a byla jen logicky
bezespornym systémem (v dosud zpracované &asti), a tedy geometrii, jejiz platnost
si 1ze pfedstavovat snad ve vesmirnych rozlohach.

Véty skupiny B asi spojil do uréitého systému Karl Friedrich Gauss (1777 —1853)
uZ na potatku 19. stoleti, ale nic nepublikoval z obavy, Ze by nemohl takovou
teorii obhajit. Nezavisle na ném se propracovavali k témuZ systému na pocatku
20. let Janos Bolyai (1802—1863) a Nikolaj Ivanovi¢ Lobaéevskij (1792 — 1856),
prvni zatal patrné o néco dfive, ale druhy diive zvefejnil své vysledky (1826)
a vydal celou fadu publikaci, zatimco Bolyai jen prosluly 26sirankovy Appendix
(= Dodatek) k jedné knize svého otce (1832). Oba mladi védci prozili velke zkla-
mani a stradani, protoZe zlstali nepochopeni po cely zbytek Zivota. Lobacevskij
se snaZil potvrdit svou geometrii m&fenim Ghli v trojuhelnicich uréenych stalicemi
v kosmu, ale vysledky byly v mezich pozorovacich chyb, tedy nepriikazné. Ukazoval
také, e pomoci trigonometrie, kterou vypracoval pro svou geometrii, 1ze sp&iné
pocitat urcité integraly, ale nic nebylo piesvédCujici. Bolyai zddraznil systém
poucek, které lze dokazat z ostatnich axiému bez pouZiti 5. postulatu nebo jeho
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negace, tzv. absolutni geometrii. Snazil se odvodit co nejvice jejich poucek, dale
pak porovnavat dvé jeji mozna roziifeni (po pfijeti 5. postulatu &i jeho negace).

IV odstavcich 513 a 5.14 jsou obsaZeny poulky, definice a ilustrace k vykladu
v absolutni geometrii a geometrii Lobalevského. Odstavce 5.1 —5.12 vSak nereprodu-
kuji vystavbu geometrie béznou v 19. stoleti, uplatiiuji pristup, ktery zdiraziuje
wlyebraické struktury a pochdzi az z 20. stoleti.

Vznik neeuklidovskych geometrii byl dramaticky, protoZze provazel dalsi ab-
strakéni zdvih ve vyvoji matematiky, ktery pfines! zrod riiznych geometrii a riiznych
algeber, riznych kalkuld apod. Pferod v mySleni matematiki vSak probéhl az
v 060. letech 19. stoleti, kdy se objevily prvni prace propagujici neeuklidovskou
geometrii, Plného vitézstvi dosahla az po vytvofeni nazornych modeli Lobacev-
ského roviny; Kleiniv model (1871) a Poincarého modely (1882) ukézaly, Ze
v cukleidovské rovingé lze nalézt objekty, které splituji pfi vhodné interpretaci
viechny axiomy Lobale: ského geometrie. Brzy se ukazalo, Zze naopak v Lobalev-
ského prostoru lze najit plochu (horosféru), na které jsou objekty. jez pti vhodné
interpretaci spliluji axiomy euklidovské geometrie v roving. LobaCevského geo-
metrie je tedy bezesporna pravé tehdy, kdyZ je bezesporna euklidovska geometrie.

Existence riiznych geometrii, jez jsou bezespornymi logickymi systémy, byla
vy/namnou porazkou Kantova apriorismu a potvrzenim dialektické podstaty
lidského poznavani svéta. Realny svét, v némZ Zijeme, je zdrojem riiznorodych
geometrickych abstrakei, které diléim zptisobem odrazeji n€které jeho stranky.

6.9 Obohaceni geometrie idejemi moderni algebry

Dostaivame se k tomu stupni historického vyvoje matematiky, ktery probéhl
7vIa%( intenzivn& po r. 1830 a pfinesl dal§i proménu jazyka geometrie od doby,
kdy vznikla analytick4 geometrie. Piispél také k tomu, Ze spojenymi silami moderni
algebry i teorie Cisel se dosahlo kone¢ného fedeni problému otevienych po 2 000 let.

Zadnéme aspon letmym piehledem vyvoje algebraické problematiky od konce
[8. stoleti. Algebra chapana dosud jako nauka o feSeni rovnic si zacala vytvafet
prosttedky k rozhodnuti, zda jsou pomoci &tyf racionalnich operaci a nejvySe
n-tych odmocnin fesitelné vechny rovnice n-té¢ho stupn€ o jedné nezname (v oboru
redlnych Cisel). Nejprve se podatilo zvladnout binomické rovnice x” — 1 =0, a to
vyhodn& v oboru komplexnich &isel (de Moivre, Euler). Geometrickou interpretaci
viech n-tych odmocnin z jedné jako vrcholi pravidelného n-Ghelniku vyuzil
K. ¥, Gauss (1795) k odvozeni nutné podminky pro n jako pocet stran mnoho-
uhelniku, ktery lze sestrojit kruZitkem a pravitkem; plati n=2*.p,.p, ... p,,
kde p, jsou prvotisla typu 2"+ 1 a m =2 k, r, s jsou cela neziporna Cisla.
Pravidelny sedmithelnik tedy neni euklidovsky sestrojiteiny, zatimco pravidelny
[7uhelnik ano (Gauss popsal konstrukei).

290

P. Ruffini (1799, nedokonale) a N. H. Abel (1826) definitivné dokazali nefeSitel-
nost obecné rovnice stupné n > 4 pomoci racionalnich operaci a nejvyse n-tych
odmocnin. E. Galois (1832) se zabyval obecnymi podminkami feSitelnosti rovnic
pomoci odmocnin, ale prace byla publikovana az v r. 1846. Piesto uZz v r. 1837
vypracoval J. Wantzel zaklady teorie, jeZ umoznila rozhodnout o tom, zda kofeny
rovnice 3. stupné lze vypoéitat z jejich koeficientd pomoci racionalnich operaci
a druhych odmocnin; na zakladé toho prokazal nefeSitelnost duplikace krychle
a trisekce uhlu pomoci kruZitka a pravitka. Na zakladé dikazu transcendentnosti
¢isla e (Liouville 1855) dokazal F. Lindemann (1882) transcendentnost Cisla m,
a tim nefeditelnost kvadratury kruhu pomoci kruZitka a pravitka.

Spole¢nym rysem viech téchto dikazi bylo vyjadfeni konstrukéni ulohy rovnici
(s jednou neznamou), jejiz koeficienty patfi do ur¢itého kone¢ného souboru &isel;
pak se popsaly operace, jeZ mame s prvky souboru provadét, a hledalo se kritérium,
jak o libovolném ¢&isle rozhodnout, zda patfi mezi vysledky dosazitelné koneénym
potem téchto operaci. V algebte 3lo o vytvareni (generovani) struktur, jez vedlo
predev§im ke studiu grup, okruht a t€les.

Zmifime se o jednom ,opainém pochodu“, kdy algebfe prospélo geometrické
znazornéni objektd, se kterymi pracovala uz 250 let. Byla to komplexni ¢isla, jeZ se
doCkala znazornéni v roving na podatku 19. stoleti. J. R. Argand (1806, 1813) je
popsal, ale teprve Gaussuv vyklad (1831) je natrvalo vtiskl do arzenalu matematiky.
W. R. Hamilton (1837) algebraicky piesné zavedl komplexni &isla x + yi jako
usporadané dvojice [x, y] realnych &isel; v r. 1843 vsak vytvofil kvaterniony
x + yi + uj + vk a vénoval se zejména jim, pro slozku x zavedl nazev skaldar
a pro r = yi + uj + vk nazev vektor. Tim uvedl do matematiky vektory jako
souéty realnych nasobkl jednotek; termin se v8ak v matematice ujal az daleko
pozdegji.

Dal§i problematikou algebry, ktera se ukazala jako velky pfinos pro geometrii,
bylo FeSeni soustav linedrnich rovnic. V 18. stoleti se obohatil algebraicky kalkul
o determinanty, jejichz dneSni zapis a bohata teorie se vyvinuly az v 19. stoleti
(A. L. Cauchy 1815, C. G. Jacobi 1827—1841, A. Cayley 18411843 aj.). Pfi
aplikaci determinantii se zcela pfirozend sjednocovaly postupy pfi analytickém
feseni geometrickych uloh v roving a v prostoru; pfitom algebra ,mohla jit dal®,
tj. Fesit i soustavy rovnic o &tyfech a vice neznamych, zatimco geometrie nikoli.
Prvnim narudenim meze 3 pro pocet soufadnic bodl byl tzv. barycentricky kalkul,
ktery vypracoval A. F. Mobius (1827) jako prvni soustavu soufadnic vhodnou
pro analytické vyjadieni projektivnich Gtvard (véetné nevlastnich elementd). Mimo-
tadné zasluhy o zavedeni homogennich soufadnic v projektivni geometrii mél
Julius Pliicker (1801 —1868) svymi Cetnymi pracemi publikovanymi od r. 1828.
Ten také piedvedl analytickd vyjadfeni svazkd pfimek, rovin, kvadrik pomoci
parametr@, vyjadieni kolineaci linearnimi rovnicemi a korelaci bilinearnimi rovni-
cemi; nafel analytické vyjadieni principu duality atd.
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Bohaté rozvinuta algebra forem n proménnych umozZnila Jacobimu (1834)
a Cayleymu (1843) ptedvést algebraické postupy, které odpovidaly feSenim riiznych
Gloh v rovin€ a v prostoru pii n = 2,3, ale byly zapsany pro n proménnych.
Proto Cayley dal své praci nazev Kapitoly o analytické geometrii n rozméra (1843),
ackoliv §lo o ryze algebraické postupy a n-rozmé€rny geometricky prostor se
neuvazoval. Ideu n-rozmérného prostoru popsal Hermann Grassmann (1809 —1877)
poprvé v r. 1844, 1épe v r. 1862, ale pomérné nesrozumitelnym jazykem, nazev
Hlinearni protaZzeni“ skryval orientované usetky a (volné) vektory; Grassmann
zkoumal jejich linearni kombinace, skalarni a vektorové soudiny, smisené souciny
apod. Dnes pouzivanou terminologii pro n-rozmérné prostory vytvofil E. Betti
(1871) a C. Jordan (1872).

Samostatnou zminku zasluhuje pfednaska, kterou v r. 1854 proslovil Bernhard
Riemann (1826 —1866) v Gottingen. Nazev O hypotézach, které tvoii zaklad
geometrie naznaCuje jeji programovy charakter; Riemann vyslovil nazor, ze lze
rozvijet rizné geometrie v prostorech, jeZ maji odli¥né vlastnosti (vyslovné uved]
zakfiveni prostoru vlivem rozloZzeni hmoty). Doporudil studovat ,n-nasobné roz-
lehlosti (dnes fikame variety) s danymi metrikami a tak vytvofil zaklad dnes
rozsahlé teorie riemannovskych prostort a variet. Uvdomme si Casovou osu —
Riemannova idea znamenala plnou rehabilitaci Lobaéevského geometrie, zatimco
euklidovskou geometrii ,,snasela z trinu” jako jeden z moZnych ptipadu.

V letech 1850 — 60 vytvorila linearni algebra daldi nastroj vyhodného kalkulu —
matice. Termin zavedl J. J. Sylvester (1850), nasobeni matic, invertovani matic
a maticovy zapis bilinearnich a kvadratickych forem popsal A. Cayley (1854),
ktery také v r. 1858 podal algebraickou charakteristiku okruhu matic. Dulezity

pojem hodnost matice zavedl az G. Frobenius (1879), ktery také dovrsil teorii

feSeni soustav linearnich rovnic. VSechny uvedené pojmy se brzy uplatnily v ana-
lytické geometrii a slouZi tam dodnes; navic se dnes b&Zné povazuji fadky &i sloupce
matic za vektory.

Termin ,,vektorovy prostor” se rodil ponékud slozité; matematici 2. poloviny
19. stoleti s nim nepracovali, vektory vice vyuZivali fyzici (Maxwell, Gibbs,
Heaviside). Heaviside je také autorem oznacovani vektord tuénymi pismeny (1891)
a jejich komponent stejnymi pismeny s indexy. Teprve v r. 1888 G. Peano vytvofil
axiomaticky zaklad ,linearniho systému®, ktery byl vlastné realnym vektorovym
prostorem. Terminu ,,vektor” se matematici nadale vyhybali, misto o ,,vektorovych
prostorech” hovofili radéji o modulech nad t€lesy, aZ Bourbakiho Algebra vydana
v r. 1947 zavedla tento termin do matematiky jako sjednocujici pojem.

Nazvy algebraickych struktur, které b&€zné€ pouzivame (grupa, okruh, téleso,
obor integrity aj.), byly zavedeny vé€t§inou ve 2. poloving 19. stoleti nebo ve
20. stoleti; pro geometrii ma mimofadny vyznam pojem grupa, o kterém se
zminime v dalS§im odstavci.
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6.10 Grupy transformaci jako pfedmét studia geometrie

Pojem grupa byl v 18. stoleti spojen s Gvahami o skladani permutaci kotfent
rovnic (Lagrange 1770), pouZil ho i Galois (1832). Cayley s¢ pokusil v r. 1854
o definici abstraktni grupy, Kronecker ji zformuloval (1870). V témzZe roce vysla
zavazna kniha Pojednani o substitucich, kicrou zpracoval C. Jordan (1838 —1922)
a zavedl v ni zakladni terminologii. Za studijniho pobytu u Jordana se s pojmem
grupa seznamil F. Klein a S. Lic; oba pak v€novali studiu grup velkou pozornost
a pfenesli tento pojem do geometrie.

Felix Klein (1849 — 1925) proslovil v r. 1872 na univerzit¢ v Erlangen nastupni
prednasku, ve které vyty&il program nového pojeti geometrie:

,Obecny pojem, ktery je nezbytny ..., je pojem grupy prostorovych transfor-

maci. ... (Dale Klein objastioval pojem grupy transformaci vzhledem ke skladani,

invariant grupy, geometricka vlastnost, grupa transformaci variety apod.) ...

Geometrické vlastnosti jsou charakteristické svou neménnosti vici transforma-

cim grupy. ... Jako zobecn&ni geometrie vznika dosti rozsahly problém: Je dana

varieta a na ni grupa transformaci; je tfeba vySetfit Gtvary, jeZ patfi do variety,

a to z hlediska vlastnosti, jeZ se nem&ni pfi transformacich z grupy. ... Je dana

varieta a na ni grupa transformaci. Je tfeba vypracovat teorii invariantl vici

té grupe.”

Klein nazna&il i vy&et grup transformaci, kterymi se zabyvala dosavadni geo-
metrie; odhlédneme-li od dobové terminologie, miZeme jeho feté€zec inkluzi grup
zapsat takto:

grupa shodnosti — grupa podobnosti — grupa kolineaci — grupa projektivit
Je napadné, Ze nezafadil vibec grupu afinit; vysvétleme si proto historickou
situaci:

V odstavci 6.7 jsme poznali Keplerovu aplikaci kolmé osové afinity mezi
kruhem a elipsou, kterou (bez slova afinita) vyuzil k ureni obsahu elipsy. Protoze
uplatnil postup, ktery pozdé&ji vyjadiil Cavalieri jako princip, 1ze se domnivat, Ze
obdobné postupovali i jini. L. Euler (1748) napsal o k¥ivkach ziskanych zobrazenim
x = X :m,y = Y:ntuto poznamku:

»Protoze si tyto ki¥ivky zachovavaji uréitou pfibuznost (affinitatem), budeme je

nazyvat afinni.”

A. F. Mobius (1827) vypracoval navrh na Elenéni geometrie podle riiznych typd
,piibuznosti* a vyjmenoval shodnost, podobnost, afinitu a projektivitu; rovnicemi
popsal pfisluiné transformace. Zda se, Ze daval slovu gfinita jiny vyznam neZz
Euler, vyjadioval jim spi§e samodruZnost ,,u konct“, tj. v nevlastnich partiich
Utvarl (ad = k, u, finis = konec); afinity také definoval timto zplisobem.

V té dobé viak byla analytickd projektivni geometrie na prudkém vzestupu,
stfedem zajmu byly kolineace jako vrcholné ptedstavitelky linedrnich zobrazeni,
proto afinity jako jejich zviastni ptipady ustoupily na periférii zajmu, obdobné
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jako vektory. Pravé tento postoj se odrazil v Kleinové ,,pfehlédnuti” afinit. Jejich
postaveni se radikalné zménilo az ve 20. stoleti.

H. Weyl ve spise Prostor, ¢as, hmota (1923) ukazal a axiomaticky fundoval
afinni geometrii a geometrii vektorového prostoru ve vzijemné souvislosti a ve
vyhodném spojeni s linearni algebrou. Teprve pak se pozornost autord ulebnic
postupné soustfedovala na grupy afinit ve vektorovych prostorech, vyklad o nich
opanoval uvodni kursy prednasek, zatimco obecngj$i grupy se zafazuji obvykle
4Z po nich a v daleko mens§im rozsahu neZ pfed sto lety.

Tzv. Erlangensky program se v geometrii prosadil a podstatné zménil vnit¥ni
usporadani geometrie. V jeho duchu je podana a uspotfadana latka i v této
udebnici; varietami jsou prostory (euklidovsky, afinni, projektivni) a jejich pod-
prostory, grupy transformaci jsou podrobné popsany (viz pfehled v zavéru
odstavce 2.9) a jejich invarianty zdUraznény. Vystiznou fvahu o napliiovani
Erlangenského programu obsahuje odstavec 3.5.
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VYSLEDKY CVICENI

Kapitola 1

1.2 Analytické vyjadieni afinniho zobrazeni

1. xX==-3x+y+7

2.p=2/3,q=1

3.p==-8qg=10, r=21, X =Q2b—5)x+by +12 —4b, ¥ =(2d + ) x +
+dy —4d -2, 2 =2f + 8y x + fy — 4f — 11

4. T je samodruZny.

5. T je samodruzny.

1.4 Samodruzne body a sméry afinnich zobrazeni

1. Rovina x — y + 3z — I = 0 samodruznych bodii, samodruzné sméry dany vek-
tory (v — 3w, 0, w), 2,1, = 1).

2.xX=0CBb+ )x+by—5b, y =3d—-1)x+dy+ 51 — d

. [0, 3,57, (=3, —1, 1) se zobrazi na nulovy vektor.

4. [7, —16, —6], vektor (0, 1, 1) se zobrazi na nulovy vektor, Zadny samodruiny
smér.

5.[-4,-2], (1,09

8. a # Oneboa = 0, b = 1, jednozna¢n& uréeno pro a # 0. Pro b = 2 z4dny samo-
druzny bod, pro b # 2 samodruzny bod [1/(2 — b), a/(2 — b)]. Pro b < 1 zadny
samodruzny smér, pro b 2 1 samodruzné sméry uréené vektory (i\/b_—_l, a).

7]

1.5 Posunuti, stejnolehlost

Lp=32x=x+32y=y+2
2.2X =x+5 2/ =y—2
3. X =x~1, ¥y =y — 1, 74dné samodruzné body
4. stejnolehlost, koeficient 4, stied [ -1, 0, 2]

1.6 Zakladni afinity

LxX=5—-4+4 y=6x—5y+6
2. Ano, stifedova soumérnost.
3. Identita nebo elace.
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5. Posunuti indukovana kaZdou z elaci v nadroviné samodruznych bodi druhé

elace musi byt stejna, nadroviny riizné.
8. x—y+22—-1=0, k=13

Kapitola 2

2.1 Zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni

1. Ne.
2.y=1,z=—1lneboy=-1,z=1
3. Osm.

4, 24

2.2 Analytické vyjadieni shodného zobrazeni

1. Trojahelnik ABC musi byt rovnostranny.
2. Neni mozné.

a=b=0c= £32

2.3 Grupa shodnosti

l. s =43, 25x =24x + Ty + 125, £25y = —7x + 24y nebo X’ =y + 5, } =
= +x, [49/5, +7/5], [5, +5]

. X = +x,¥ = +ynebo x' = +y,y = +x, celkem 8 moZnosti

. p=—1,q=0,[0, 1], ZAdny samodruZny smér

. 2adny samodruZny bod, (1, —5, 4), (5v — 4w, v, w)

.4b= /7,40 = F./7,4c = +3nebo b = — /7, da = + /7, 4c = 3

h & W N

2.4 Soumérnost podle nadroviny

1. 13x =5x + 12y — 4, 13y =12x = S5y + 6

2, 13¥ =12x — 5y + 13, 13y = —5x — 12y + 65

4, 21x’ = 20x + 5y — 4z,21y = 5x — 4y + 20z, 212/ = —4x + 20y + 5z
£, body ptimky [t + 1, ¢, 0]

2.5 Soumérnosti v euklidovském prostoru

Lx=y+1y=x-1
2.3 = =2x—2y—z+ 10,3y = =2x +y+ 22+ 4,32 = —=x + 2y — 2z + 2
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2.8 Podobné zobrazeni. Grupa podobnosti

p=0,[20], (1 £2 -1

17x' = x — 4y, 17y =4x + ynebo 17x' =4x + y, 17y = x — 4y
X=ax+1-a,y=ay+1—anebox =by+1—b,y =bx+1—-b>
Bod K, pro ktery je C sifedem useCky BK. Bod L, pro ktery je A stiedem
useCky DL.

Ctyfi.

X =-2x+y+3,¥V=—-x—-—2y+4dnebox =x—-2y+6,y =—2x—y+3
8. a=b=+.,/6)2

LA ol o

S

2.10 Sféricka inverze

5. Prusecik pfimky AB s te€nou kruZnice opsané trojuhelniku ABC v bodé C;
jsou-li rovnobézné, neexistuje inverze.

6. [0,0] a[3,0]

7.[0, =1],%=2,x =2x/(x*+ y + )3,y = =1+ 20y + D/x* + (y + 1)?)

8. [0,0], x=9; [0,1], » = 17/4

2.12 Transformace roviny v komplexni soufadnici

(1 =) (1 £ /3)2

Napiiklad 7 = —iz, 2 = 1 + 2/(z — 1)
Z=-34+12/4—-2,Z72=-34+12/4 —2)

Naptiklad 27 =4 + 12/ —4),7 = —z + 1

Napiiklad 7 = ~z+ 1,7 = =3 + 12/(Z + 3)

Reseni kvadratické rovnice v oboru komplexnich &isel.

Rovnici pro samodruzné body rozepiste do realné a imaginarni Casti.
VyuZijte rovnice z pfedchazejiciho cviCeni.

AR R LN

Kapitola 3
3.4 Projektivni rozsifeni afinniho prostoru

1. P=(2,1,1, -2

Kapitola 4

4.1 Bilinearni formy

1. a) ano, b) ne, ¢) ne, d) ano
2. f(x,y) = 10x,y, + 5x2J’2k
3. a) {o}, b) [{(1,2)}] "
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4.2 Kvadratické formy e) @ je singularni, tvofi ji pfimka x — 2y + 3 = _0 B ‘
f) @ je parabola, V=[~7/12, 1/12], u, = (1/y/2, 1/y/2), u, = (1/3/2, —1//2),

1. a) , =52, 2\ b0, 12 0 Q: i = (23 x”
“;/2’ _i’ - i : (‘)/2’ _(1)’/2 - 3/2 ©) @ je imaginami elipsa, S = [~6/7, =5/7), u, = G5, ~2/yT3), v, =
; ; : ; = (2/J/13,3/13), @: x'2 + 14y2 + 4/7 = 0
2. a) f(x,y) = =5x7 — 10x7x; + 5x)x5 — 5x5x5 + 2x7, h) @ je singularni, tvofi ji pfimky x+y+2—-i=0a x+y+2+1=0
b) f(x,y) = 2x7? + 3x\x, + x7. 2.8) xy+3x—y—3=0,b) x?+4xy+4y*—2x+y+1=0
3. a) U =u,,u, = —2u,; + u;, uy = 19, + 14u, + 8u, (u5 dan aZ na nenulovy
nasobek)

falx) = X7 = TxF = 5323,

b) U} = u, + u,, U, =u, + u;, Uy = u; + u; (U3 dan az na nulovy nasobek)
2 2
frlx) = x{ — x5

4.4 Polarni vlastnosti kvadratik

1. a) P = PQ,kdenapt. P = (1,0, —1,0),0 = (2, —1,0, 1), b) P’ = 8, ¢) P' = {R},
kdeR = (1,0,0, —1)

2. Xg +2x; +4x, —4x3; =0

LiiXg— X, — X, =0, X0+ %, +x, =0T, =12,1,1), , =(2, =3, 1)

4. 1,0 —9%g + x; +4x, + 5x3=0,7,: —=5x5 + 5x; + 6x, +2x3 =0,
Th=(01,-4210T=03 ~-131)

»

4.5 Afinni vlastnosti kvadrik

I.La)M={S},S=[-5/4,-1/4];b) M = §; c) M je pfimka x + 2y — 2 =0

2, x—y—-1=0,3x—-y+1=0,b)x—y+1=02x+3y—2=0

3. 1a) hyperbola, 1b) parabola, 1c) dvé rovnobézky, 2a) hyperbola, 2b) dv& riizno-
bézky

4. a) imaginarni elipsa, b) elipsa, ¢) imaginarni rovnob&zky, d) imaginarni riizno-

bézky

x> +2xy— P —2x -2y +3=0,b)2x>2 —2xy+5=0

hn

4.6 Metrické vlastnosti kvadrik

I. a) @ je elipsa, S =[3/2, —1], u; =(Q2//5 —1/,/9), u, =(1//5 2/{/5), *
Q: 2x* + 12y* =1
b) Q@ je singularni, tvofi ji pfimky x + 2y — 1 =0a2x -y +3=0
¢) @ jehyperbola, S = [ —5/12, 1/4], u, = (1//10, 3/3/10), u, = (3//10, — 1/,/10),
Q: 36x2 — 24y2 =1
d) @ jesingularni, tvofijipfimky2x + (1 + Dy +1 —2i =0a2x + (1 — i)y +
+14+2i=0 L
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kruhova inverze 84

kruhova transformace 91 N

kruznice 197

kuzel 192

kuZel imaginarni 192
kuzelosecka 158

kuZelosetka nestfedova 175
kuzelosecka stiedova 175
kvadraticka forma 150
kvadraticka forma nulova 150
kvadraticka forma regularni 152
kvadraticka forma singularni 152
kvadratura kruhu 267

kvadrika 158, 159

kvadrika formalng realna 158
kvadrika na p¥imce 162
kvadrika nestiedova 175
kvadrika regularni 165
kvadrika singularni 165
kvadrika stfedova 175
kvazitéleso 232
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Lambert 288

Lahire 282, 285

Legendre 288

Legendrova véta 256

Leibniz 282

levy vrchol bilinearni formy 148
lezet mezi 238

linearni soustava soufadnic kvadriky,

kanonicka 186
Lobatevského geometrie 257
Lobagevského rovina 257
Lobacevskij 289
Ludolf van Ceulen 278

M

Mascheroni 287

matice bilinearni formy 147
matice ortonormalni 57
matice podobné 26
Menaichmos 268
Menelaos 275

Mercator 283

metoda axiomaticka 218
mezi 238

mnoZina spojité uspofadana 244
mnoziny shodné 246
Mobius 85

Mobiliv prostor 85



modul 48
Moivre 94
Monge 283, 285
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nadrovina 117

nadrovina asymptoticka 174
nadrovina nevlastni 120

nadrovina osova 196

nadrovina polarni 162

nadrovina primérova 174

nadrovina samodruznych bodd 139
nadrovina tena 162

nadsféra 85

Nasir ad-Din at Tusi 288

niisobek bilinearni formy &islem 145
niisobek kvadratické formy &islem 150
negativné definitni kvadraticka forma 154
negativné semidefinitni kvadratickd forma 154
nckomplanarni body 259

nepfima afinita 48

neptima podobnost 81

neptimé shodnost 81

nestfedova kuZelosetka 175
nestfedova kvadrika 175

nevlastni bod 85, 110, 113

nevlastni nadrovina 120

nevlastni podprostor 119

Newton 282

norméalni délitel 225

norméalni podgrupa 225

nulova bilinearni forma 145

nulové kvadraticka forma 150

(o]

obor soufadnic 229
opa¢ni poloptimka 240
opaéna polorovina 246
ortonormdlni matice 57
osu kuZelosecky 196

o84 kvadriky 202

osu osové afinity 38
osovi afinita 38

0govh nadrovina 196
osovll soumérnost 65, 249
vstry uhel 251

uleviend polopfimka 240
oteviend polorovina 246
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Pappos 285

Pappova véta 236

parabola 187

Parent 282

parabolicky valec 192

paraboloid elipticky 192
paraboloid hyperbolicky 192
paralelni projekce 242
parametrické vyjadfeni podprostoru 118
parametrické vyjadreni primky 118
parametrické vyjadfeni roviny 119
Pascal 285

Pascalova pfimka 214

Pascalova véta 213, 236

Paschiiv axiom 238

perspektivni kolineace 139

Platon 269

Pliicker 291

podgrupa normalni 225

podobné matice 26

podobné zobrazeni 73

podobnost 76

podobnost nepiima 81

podobnost pfima 81

podobnost vlastni 76

podobnosti v roving 198
podprostor nevlastni 119
podprostor projektivniho rozsiteni 117
podprostor uréeny body 118
podprostor uréeny podprostory 121
podprostor vlastni 119

polara 164

polarita 167

polarni baze kvadratické formy 152
polarni bilinearni forma 151
polarni nadrovina 162

polopfimka 240

polopfimka kolma 247 *
polopfimka opacna 240 _
polopfimka oteviena 240
poloptimka rovnobé&Zna 254
polorovina 246
polorovina opatna 246
polorovina oteviené 246
Poncelet 286
posunuti 32, 222
posunuti rovnob&zna 223
pozitivng definitni kvadraticka forma 154

rovina afinni 220

pozitivng semidefinitni kvadratickd forma 154
pravy uhel 251

pravy vrchol bilinearni formy 148

princip duality 136

program Erlangensky 138, 294

projekce paraleini 242

projekce stereograficka 84

projektivni prostor 132

projektivni roziifeni afinniho prostoru 113
projektivni rozgifeni afinni transformace 128
projektivni rozsifeni podprostoru 116
projektivni rozsifeni roviny 110

prostor afinni 218

prostor dualni projektivni 135

prostor dualni vektorovy 135

prostor euklidovsky 218

prostor incidenéni 259

prostor Mobilv 85

prostor projektivni 132

pramér 174

priimé&rova nadrovina 174

priméry sdruZené 174

pranik kvadriky s nadrovinou 183

priinik podprostor 120, 136

priinik podprostori projektivniho prostoru 136
prisecik 120

prisednice 121

pfima4 afinita 48

pfimé podobnost 81

ptima shodnost 81

pfimka 117, 133, 220

pfimka kolma 247

pfimka Pascalova 214

ptimky rovnob&zné 221

Ptolemaios 89, 276

Ptolemaiova véta 88

Pythagoras ze Samu 264

R

realna afinni rovina 244

realna ¢ast vektoru 104
regularni bilinearni forma 148
regularni bod kvadriky 161
regularni kvadraticka forma 152
regularni kvadrika 165
Riemann 292

rovina 117, 133

rovina absolutni 252

rovina incidenéni 220

rovina Lobaéevského 257

rovina translaéni 226

rovnice charakteristicka 26

rovnice kvadriky 158

rovnice kuZzeloseky 158

rovnice nadroviny 122

rovnice pfimky 231

rovnice zobrazeni 16

rovnobézky 187, 221, 254

rovnobézky imaginarni 187

rovnob&zni polopfimka 254

rovnobéZzna posunuti 223

rovnobgZné piimky 221

roziifeni afinni transformace, projektivni 128

rozsifeni afinniho prostoru komplexni 107

roz§ifeni afinniho prostoru projektivni 113

roziiteni euklidovského prostoru komplexni 193

rozsifeni podprostoru afinniho prostoru
komplexni 107

roz§ifeni podprostoru afinniho prostoru
projektivni 116

roz§iteni roviny, projektivni 110

rozgifeni vektorového prostoru komplexni 103

riznobézky 187

rliznobézky imaginarni 187

S

Saccheri 288

Saccheriho véta 256
samodruZny bod 23, 222
samodruZny smér 24

sdruZené praméry 174

sféra 85

sféricka inverze 84

sféricka transformace 91

shodné mnoziny 181, 246
shodné trojuhelniky 251

shodné zobrazeni 50, 246
shodnost 57, 246

shodnost vzhledem ke grupé transformaci 181
signatura kvadratické formy 155
signatura kvadriky 183
singularni bilinearni forma 148
singularni bod kvadriky 161
singularni kvadraticka forma 152
singularni kvadrika 165
skalarni soucin 193

smér 24
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smér asymptoticky 174

smér hlavni 193

smér samodruzny 24

smer zakladni afinity 38
smérnice pfimky 231

soucet bilinearnich forem 145
soudet kvadratickych forem 150
soucet Usetek 251

souéin skalarni 193

soudin vnéjsi 144

soudin soufadnic 230
soumérnost 65

soumérnost osova 65, 249
soufadnice bodu 229
soutadnice homogenni 114
spirala Archimedova 268
spojeni podprostoril 120, 136
$pojite uspofadana mnozina 244
spojité usporadani 244
Staudt 286

Steiner 286

stejnolehlost 32, 222
stejnolehlost nevlastni 222
stejnolehlost vlastni 222
stereograficka projekce 84
stted homologie 139

stfed inverze 84

stFed kvadriky 174

stied stejnolehlosti 32

stFed usecky 250

stfedova kolineace 139
stfedova kuzelosecka 175
stFecdova kvadrika 175

svazek kruznic 211

svazek kuZelosetek 208
svazek kvadrik 208

svazek rovnobézek 242
Sylvester 292

symetricka bilinearni forma 145

T
te¢na kuZelosetky 163, 208
(eéna kvadriky 163

teénit nadrovina 162

Thabit ibn Quarra 287
Thitles z Milétu 264
transformace afinni 22
lransformace homotetick4 34
transformace kruhova 91
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transformace kruhova neptima 95
transformace kruhova piima 95
transformace kruhova vlastni 91
transformace sféricka 91
transformace sféricka vlastni 91
translace 32, 222

translaéni rovina 226

trisectrix 267

trisekce ahlu 267

trojrozmérna geometrie 219
trojahelnik 251

trojthelniky shodné 251

tupy Ghel 251

U

uhel 251

uhel ostry 251

thel pravy 251

uhel rovnobéznosti 254
uhel tupy 251

Umar Chajjam 288
uspofadana grupa 243
uspofadani geometrické 242
uspofadani spojité 244
usporadani usetek 250

A\

valec elipticky 192

valec hyperbolicky 192

valec imaginarni 192

valec parabolicky 192

vektor charakteristicky 25
vektor vlastni 25

vektory komplexné sdruzené 105
véta Desarguesova 235

véta dualni 136

véta Pappova 236

véta Pascalova 236

véta Ptolemaiova 88
véta-Saccheriho — Legendrova 256
vlastni bod 85, 113

vlastni ¢islo 25

vlastni kruhova transformace 91
vlastni podobnost 76

vlastni podprostor 119

vlastni sféricka transformace 91
vlastni vektor 25

vnéjsi soudin 144

volba uritmetické baze 124

vrehol bilinefni formy 147

vrchol biflinehrni formy levy 148

vrehol bilinedrni formy provy 148

vrchol kvadratické formy 152

vrchol kvadriky 161

vyjadieni bilinchrni formy unalytické 147
vyjadieni kvadratické formy analytické 151
vyjadieni podprostoru parametrické 18
vyjadteni pimky, parametrické 118
vyjadieni roviny, parametrické 119

w
Wallis 282
We% 294

Z

zaklad aritmeticky 113, 117, 133

zéklad podprostoru projektivniho rozdifeni
prostoru 117

zéklad projektivniho rozsifeni prostoru 113

zakladni afinita 38

zékon setrvaénosti kvadratickych forem 155

zéstupee bodu aritmeticky 114

zobrazeni afinni 10

zobrazeni involutornf 38

zobrazeni izometrické 50

zobrazeni konformni 88

zobrazeni podobné 73

zobrazeni shodné 50
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